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Представление фильтрационно-волновых полей 
в слоистой анизотропной среде в виде 

плоской волны (часть i)

PRESENTING FILTRATION-WAVE FIELDS IN A LAYERED 
ANISOTROPIC MEDIUM AS A PLANE WAVE (part I)

В первой части статьи осуществлено представление фильтрационно-волнового 
процесса в трехслойной анизотропной среде в виде эквивалентной плоской волны 
в центральном слое на основе модификации «в среднем точного» асимптоти-
ческого метода. Центральная область представлена полубесконечным слоем, 
ограниченным двумя параллельными полуплоскостями. На границе этого слоя 
заданы возмущения давления, являющиеся источником волн давления в полупро-
странстве, а на границах окружающих сред возмущения отсутствуют. Каждая 
из трех сред является однородной в том смысле, что ее физические свойства не 
зависят от пространственных координат. В то же время в каждой из сред ука-
занные свойства зависят от направления, поэтому среды обладают свойствами 
анизотропии. На границах соприкосновения областей заданы равенства давлений 
и потоков флюида. Задача заключается в определении поля давления в каждой из 
сред. Для определения волновых полей давления искомые функции представлены 
в виде асимптотических формул, с использованием которых исходная задача со-
пряжения сведена к более простым неклассическим задачам для коэффициентов 
асимптотического разложения.

Показано, что нулевой коэффициент асимптотического разложения описы-
вает зависимость амплитуды указанной плоской волны от пространственных 
координат, а также физических параметров волны и среды.

The first part of the article describes the attempt to present the filtration wave 
process in a three-layered anisotropic medium as an equivalent plane wave in 
the central layer. A modification of “the average precision” asymptotic method is 
employed for this purpose. The central area is represented by a semi-infinite layer 
bounded by two parallel half-planes. At the border of this layer pressure perturbations 
are set which produce pressure waves in a half-space, while at the borders of the 
environments no perturbations are observed. Each of the three media is homogeneous 
as its physical properties are independent of the spatial coordinates. Yet these 
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properties of all the three media depend on the direction and therefore the media 
are anisotropic. At the boundaries of the contact areas the pressure and flow of the 
fluid equalities are set. The task is to determine the pressure field in each of the 
media. To determine the pressure wave fields the unknown functions are presented 
in the form of asymptotic formulas so the original task of conjugation is reduced 
to easier tasks for the coefficients of the asymptotic expansion. It is shown that 
the zero coefficient of the asymptotic expansion describes the dependence of the 
amplitude of the said plane wave on its spatial coordinates as well as the physical 
properties of the wave and the medium.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Волновое поле давления, фильтрация, анизотропная среда.
KEY WORDS. Wave pressure field, filtration, anisotropic medium.

Развитие технологии добычи нефти и газа, а также разведка месторожде-
ний полезных ископаемых требуют совершенствования теории фильтрации 
[1-3] и волновых процессов в коллекторах нефти и газа [4-6]. Наиболее пер-
спективным направлением здесь представляется использование волновых 
процессов для томографии геологических природных структур [7; 8]. На пути 
более глубокого понимания происходящих волновых процессов требуется 
создание упрощенных моделей. Построение упрощенных моделей в виде пло-
ских волн известно для случаев малых и больших расстояний от источников 
полей. Задача представления волнового поля плоской волной в промежуточной 
зоне не решена.

Ниже предложена процедура представления фильтрационно-волнового 
процесса в виде плоской волны в центральном слое трехслойной проницае-
мой анизотропной пористой среды на основе «в среднем точного» асимпто-
тического метода [8; 9]. Показано, что при специальном выборе формально-
го параметра асимптотического разложения аналитические зависимости 
амплитуды эквивалентной плоской волны от пространственных координат, 
физических параметров волны и среды, в которой она распространяется, 
описываются нулевым коэффициентом. Первый коэффициент при этом уточ-
няет волновой процесс в центральном слое. Построение первого коэффици-
ента разложения требует добавочных условий, основанных на тривиальных 
решениях осредненной задачи для остаточного члена. В этом смысле соот-
ветствующие выражения для нулевого и первого приближения названы «в 
среднем точными». 

1. Постановка задачи о волновом поле для линейной геометрии. 
На рис. 1 представлена геометрия течения в прямоугольной системе координат, 
ось zd которой совпадает с осью скважины. Пусть неоднородная среда пред-
ставлена тремя областями с плоскими границами раздела zd = ±h, перпендику-
лярными вертикальной оси. Покрывающий и подстилающий пласты считаются 
слабопроницаемыми в горизонтальном направлении, средняя область толщины 
2h (−h < zd < h) является хорошо проницаемой и в горизонтальном, и в верти-
кальном направлениях. Для простоты течение в центральном пласте полагает-
ся плоским (в осях zd, xd), а в окружающей среде — одномерным (по оси zd,). 
Далее положим, что свойства подстилающих и покрывающих пластов идентич-
ны. В соответствии с этим постановку задачи можно упростить, воспользовавшись 
условием симметрии )0(/ ddd =∂∂ zzP (zd = 0).
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Рис. 1. Геометрия задачи: 1 — подстилающая и покрывающая среда

Математическая постановка задачи для комплексного возмущенного поля 
давления в таких предположениях включает волновое уравнение [9; 10], учи-
тывающее преобладание вертикального движения в верхнем пласте: 

           (1.1) 

волновое уравнение в центральном пласте:

    (1.2)

условие симметрии в центре пласта:
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В начальный момент времени возмущения давления отсутствуют:

  001d P̂ ,   00d1 


P̂ ,   00d P̂ ,   00d 


P̂ . 

 

       (1.4)

На границе раздела сред заданы равенства давлений и потоков:

),()(ˆ dddd1 hzPhzP   )(
ˆ

)(
ˆ

d
d

d
d

d

1d
1 hz

z
Pkhz

z
Pk zz 






 . 

 

          (1.5)

Давление на левой границе изменяется согласно зависимости:

.                        (1.6)
С использованием соотношений:

где P10 — максимальный перепад давления, а j — номер области, запишем за-
дачу (1.1) — (1.6) в безразмерном виде:
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                 (1.7)

  (1.8)

       (1.9)

               (1.10)

.                  (1.11)

Решение задачи (1.7) — (1.11) будем отыскивать в виде:

( )tiPP ω= exp~
11 , ( )tiPP ω= exp~ .                                (1.12)

Задача для амплитуд давления представится следующим образом:

                       (1.13)

        (1.14)

                (1.15)

                         (1.16)

Предполагается, что решение является регулярным на бесконечности,  
т. е. при устремлении пространственных координат в бесконечность искомое 
решение, а при необходимости и его производная ограничены либо обраща-
ются в нуль.

2. Разложение по асимптотическому параметру. Рассмотрим более 
общую задачу, полученную введением произвольного асимптотического пара-
метра ε перед первой и второй производными от функции возмущения давления 
в центральном пласте по z, как в уравнениях, так и в граничных условиях за-
дачи. Такое введение формального параметра в задаче имеет физический смысл, 
заключающийся в том, что устремление указанного параметра ε к нулю соот-
ветствует возрастанию до бесконечности вертикальной компоненты скорости 
фильтрационной волны cz, что является причиной выравнивания волнового 
фронта по толщине пласта. 

Постановка параметризованной задачи имеет вид:

                              (2.1)
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        (2.2)

                (2.3)

                          (2.4)

Отметим, что исходная задача совпадает с параметризованной при равенстве 
формального параметра единице ε = 1. Задача (1.13) — (1.16) является, таким 
образом, частным случаем более общей параметризованной, содержащей фор-
мальный параметр асимптотического разложения ε.

Решение задачи (2.1) — (2.4) будем искать, представляя функцию давления 
Р каждой из областей асимптотической формулой по параметру ε:

.  (2.5)

Подставив выражения (2.5) в (2.1) — (2.4) и сгруппировав слагаемые по 
степеням параметра разложения ε, получим:

   (2.6)

          

(2.7)

  

           (2.8)

         (2.9)

   (2.10)

Анализ задачи показывает, что сомножители при степенях ε в (2.7) со-
держат соседние коэффициенты разложения и в этом смысле являются «за-
цепленными». Для решения соответствующего уравнения осуществлена про-
цедура расцепления.

3. Постановка задачи для эквивалентной плоской волны. Формально 

устремив ε к нулю в уравнении (2.7), получим . Результат  
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интегрирования  с учетом граничных условий (2.9), (2.10) 

позволяет установить, что 0),( =zxA . Отсюда следует, что в нулевом прибли-

жении давление является функцией только от x и не зависит от z: ( ) ( ) )(00 xPP = , 
т. е. представляет собой эквивалентную плоскую волну, волновые поверхности 
которой параллельны оси z. 

Далее, приравнивая к нулю коэффициенты при ε в уравнении (2.7), по-
лучим:

.                (3.1)

Так как P(0)(x) не зависит от переменной z, введем вспомогательную функ-
цию E(x), также не зависящую от z: 

.                (3.2)

Проинтегрировав последовательно, найдем выражения для первой произво-
дной от первого коэффициента P(1) по переменной z и первого коэффициента 
разложения в виде квадратного трехчлена:

,             (3.3)

с функциональными коэффициентами )()()( ,, xxx QFE , подлежащими опреде-
лению. Из граничных условий (2.9) при сомножителе ε в первой степени 

и (2.10) имеем ( ) 0)()0(1 ===∂∂ xzzP F .
Отсюда следует выражение для функционального коэффициента )(xE  

через след производной из внешней области:

)1()(
)0(

1 =
∂

∂
= z

z
P

KxE .                                 (3.4)

Подставив выражение (3.2) в (3.4), получим уравнение для определения 
нулевого приближения поля давления в пласте:

.
             

(3.5)

Окончательная постановка задачи в нулевом приближении включает также 
уравнение в окружающих породах:

,                        (3.6)

а также соответствующие граничные и начальные условия: 

                  (3.7)
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Выражения (3.5) — (3.7) представляют краевую задачу для нулевого коэф-
фициента разложения P(0) или нулевого приближения. Отметим, что эта задача 
относится к неклассическим, поскольку уравнение для пласта содержит след 
производной из внешней области.

Непосредственным интегральным усреднением исходной задачи, заключаю-

щимся в применении интеграла осреднения  к уравнению (2.2), 

получим следующую задачу для асимптотически осредненных по толщине 
центральной зоны значений давления:

Нетрудно убедиться, что она совпадает с задачей для нулевого коэффици-
ента (3.5) — (3.7) с точностью до обозначений. 

Таким образом, физический смысл нулевого коэффициента разложения или 
нулевого приближения заключается в описании эквивалентной плоской волны 
в интервале 1<z , отыскание которой соответствует нахождению асимптотиче-
ски усредненного по толщине слоя, в котором осуществляется определение 
эквивалентной плоской волны, решения исходной задачи.

4. Нахождение эквивалентной плоской волны. Для решения задачи 
воспользуемся интегральным синус-преобразованием Фурье по переменной х: 

                       (4.1)

Математическая постановка волновой задачи в нулевом приближении (3.5) — 
(3.7) в пространстве изображений Фурье по переменной х запишется как:

   (4.2)

                 (4.3)

.                               (4.4)

Решение уравнения (4.3) с учетом граничного условия (4.4) представляется 

через 
( )uP 0

 в следующем виде: 
 

, где .
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С помощью этого выражения найдем значение производной на границе 
внешней области:

( )u
z

u
P

z
P 0

11

)0(
1 ϕ−=
∂

∂
= .                            (4.5)

Подставляя выражение (4.5) в уравнение (4.2), после простых преобразова-
ний получим алгебраическое уравнение для определения ( )uP 0

:

откуда окончательно имеем следующие выражения для решения задачи в про-
странстве изображений Фурье:

Применяя обратное преобразование Фурье, получим следующие выражения 
для нулевого приближения:

                   
(4.6)

          (4.7)

При этом (4.6) описывает эквивалентную плоскую волну в центральном 
слое, а (4.7) волновой фронт в настилающем пласте. В справедливости полу-
ченных выражений нетрудно убедиться прямой подстановкой выражений в за-
дачу (3.5) — (3.7). 

5. Частотные зависимости параметров эквивалентной плоской волны.
Для определения зависимостей коэффициента поглощения, волнового 

числа и фазовой скорости от частоты выражение (4.6) запишем в виде 
( ) ( )( )xiPP β+α−= exp0
0 , где безразмерный коэффициент поглощения α пред-

ставляется выражением:

         
 (5.1)

а безразмерное волновое число β: 

          (5.2)
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Выражения (5.1) и (5.2) содержат вспомогательные функции:

Формула для безразмерной фазовой скорости волны βω= /v  имеет вид:

          
(5.3)

Для однородной изотропной среды, занимающей все пространство, эти со-
отношения запишутся как: 

         (5.4)

                      (5.5)

На рис. 2 показаны зависимости безразмерной фазовой скорости от безраз-
мерной циклической частоты, рассчитанные по формулам (5.5) — кривая 4 и 
(5.3) — кривые 1 (K = X = 3), 2 (K = X = 2), 3 (K = X = 1), 5 (K = X = 0.5),  
6  (K = X = 0.3). В расчетах для всех кривых приняты следующие значения 
параметров: C* = C = 1, Af = 10-10.

		           а		           б

Рис. 2. Зависимость безразмерной фазовой скорости от безразмерной циклической 
частоты при ее малых (a) и больших (б) значениях: 4 — однородная среда, 

1, 2, 3, 5, 6 — неоднородная среда

Из расчетов следует, что при малых частотах фазовая скорость фильтраци-
онных волн мала и с увеличением частоты возрастает. Таким образом, при 
малых частотах насыщенная пористая среда эквивалентна веществу с очень 
малой упругостью, что объясняется возможностью смещения жидкой фазы от-
носительно скелета. С увеличением частоты эквивалентная упругость среды 
как бы возрастает, чему способствуют инерционные свойства жидкой фазы. 
Наличие такой взаимосвязи между скоростью фильтрационных волн и под-
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вижностью жидкости открывает возможности исследования неньютоновских 
свойств насыщающей жидкости.

При больших значениях безразмерных частот фазовая скорость достигает 
акустических значений и далее от ω не зависит. Значения безразмерной часто-
ты, при которой достигаются значения скорости, близкие к максимальным, при 
указанных значениях параметров велики и составляют ω = 4 · 1010.

Из рисунка следует также, что увеличение вертикальной проницаемости 
окружающей центральный слой среды приводит к уменьшению фазовой скоро-
сти и, наоборот, ее уменьшение — к возрастанию скорости. Отметим, что раз-
личие между кривыми 3 и 4, заметное при малых частотах (см. рис. 2а), обу-
словлено вкладом горизонтальной составляющей проницаемости окружающей 
среды, поскольку в модели неоднородной среды она не учитывается.

После умножения решения задачи в нулевом приближении на exp(iωt) 
действительную часть (4.6), (4.7) представим в виде: 

( ) ( ) ( )xtxPP β−ωα−= cosexp0
0 ,                        (5.6)

( ) ( )( )1cos1exp0
0

1 −δ−β−ω−σ−α−= zxt)zx(PP )( .              (5.7)

Из (5.6) и (5.7) следует, что волновой процесс в нулевом приближении (или 
«в среднем») может быть представлен в пласте в виде плоской затухающей 
волны, распространяющейся по оси x. Эта волна возбуждает в точке z = 1 бе-
гущую по z затухающую волну в окружающих породах со сдвигом фазы — βx, 
соответствующим приходу к точке x возбуждающей волны. 

Итак, применение «в среднем точной» модификации асимптотического ме-
тода к задаче о фильтрационно-волновом поле в неоднородной анизотропной 
среде позволяет представить выражения для любого волнового процесса в виде 
плоской волны.

Отыскание выражений для первого коэффициента разложения, осущест-
вленное во второй части настоящей статьи, уточняет геометрию волнового 
фронта в области осреднения. В этом смысле первый коэффициент асимптоти-
ческого разложения можно рассматривать как погрешность плоского представ-
ления рассматриваемого фильтрационно-волнового процесса.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

с — скорость распространения фильтрационно-волновых возмущений, м/c
k — проницаемость, м2

Pd — размерное давление, Па
P — амплитуда безразмерного давления
t, τ — безразмерное время и размерное время соответственно, с
v, vi — безразмерная фазовая скорость волны для неоднородной и однородной 
среды
xd, zd, x, z — размерные и безразмерные линейные координаты соответственно, м
χ — коэффициент пьезопроводности, м2/с
ωd — циклическая частота, c-1

Индексы нижние: 
0 — начальные значения параметров
1 — номер среды
z, x — направление
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d (dimension) — размерный
i (isotropic) — изотропная
Индексы верхние (в скобках) — порядковый номер коэффициента асимпто-
тического разложения
Обозначения математических символов — общепринятые
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