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ВВЕДЕНИЕ

Диссертация посвящена разработке теоретических положений, совокуп-

ность которых можно квалифицировать как новое крупное научное достиже-

ние.

Благодаря доказанным в работе теоремам и проведенным расчетам впер-

вые для восходящих закрученных потоков, встречающихся в природе в виде

торнадо, тропических циклонов и огненных вихрей, даны научно обоснован-

ные ответы на вопросы о причинах возникновения и направлениях закрутки

в рассматриваемых потоках, имеющих спиральный характер, а также о зна-

чениях газодинамических параметров исследуемых течений и, главное, об ис-

точнике энергии для их продолжительного функционирования.

В основу теоретического исследования положена предложенная Баути-

ным С.П. [1] и в последующем развитая [2–97, 206–215] схема возникновения

и устойчивого функционирования разрушительных атмосферных вихрей.

Исследование поддержано Российским фондом фундаментальных иссле-

дований (проекты 08-01-00052, 11-01-00198) и Министерством образования

и науки РФ (проект 1.8490.2013.3023).

Актуальность темы исследования

В природе довольно часто встречается интересное явление – восходящий

закрученный поток воздуха. В качестве примеров таких потоков можно приве-

сти многочисленные смерчи и торнадо, регулярно наблюдаемые на юге США

и в других достаточно теплых и ровных местностях. К подобным явлениям от-

носятся и периодически возникающие тропические циклоны, а также огнен-

ные вихри, часто наблюдаемые в сезон сельскохозяйственных палов. В книгах

Наливкина Д. В. [115, 116], Вараксина А. Ю. и других [108] приведены много-

численные примеры реальных торнадо и тропических циклонов, наблюдаемых

на протяжении большого промежутка времени и приносящих многочисленные

разрушения и человеческие жертвы.

Актуальность исследования обусловлена тем, что изучение восходящих

закрученных потоков не только позволяет раскрыть механизм возникновения
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и функционирования этих потоков, а также приводит:

1) к прогнозу возникновения торнадо и циклонов;

2) к рекомендациям по способам уничтожения подобных природных потоков;

3) к рекомендациям по практическому использованию энергии природных вос-

ходящих закрученных потоков.

Степень разработанности темы исследования

Несмотря на то, что много других исследователей на протяжении деся-

тилетий активно занимаются проблемой природных восходящих закрученных

потоков [115–176, 195, 216–231], к настоящему времени у них у всех отсут-

ствует убедительная теория, объясняющая причины возникновения, функци-

онирования и естественного исчезновения таких течений, подтвержденная как

экспериментально, так и адекватным математическим моделированием. Заме-

тим, что отсутствует достаточно обоснованное объяснение даже того, откуда

берется энергия на начальную закрутку потока.

Математическое исследование течений газа в восходящих закрученных по-

токах ведется как с помощью достаточно простых моделей, например модели

«вихревых нитей» [166], так и с привлечением очень сложных математических

моделей, например турбулентных течений [175]. Однако, для представленных

в работах предшественников математических решений заведомо не выполня-

ются либо фундаментальные законы физики для сплошной среды – законы

сохранения массы, импульса и энергии, либо законы термодинамики. Также

в работах, объясняющих динамику природных восходящих закрученных по-

токов с помощью привлечения идеи о выделении большой энергии при кон-

денсировании влажного воздуха, отсутствует надежное математическое мо-

делирование перехода выделившейся тепловой энергии в кинетическую энер-

гию вращающейся части потока (см. , например, [117]). В диссертации приве-

ден подробный библиографический обзор работ предшественников [115–176,

181–184, 196, 216–231, 235–239], включающий 88 источников.

В научной школе С.П. Баутина исследования восходящих закрученных

потоков ведутся по трем направлениям: аналитическое, численное и экспери-
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ментальное. Аналитическими исчследованиями занимаются Баутин С.П., Де-

рябин С.Л., автор и их ученики. Расчеты, в том числе нестационарных трех-

мерных потоков, моделирующих течения в восходящих закрученных потоках,

проводятся А.Г. Обуховым, автором и их учениками. В Екатеринбурге группой

С.П. Баутина проводились эксперименты по созданию и исследованию вос-

ходящих закрученных потоков без принудительной закрутки потока в нужную

сторону. В диссертации приведен библиографический обзор этих работ [1–97,

206–215], включающий 108 источников.

И как следствие всех указанных обстоятельств, в настоящее время не име-

ется реальных и воспроизводимых в натурных испытаниях рекомендаций по

раннему обнаружению торнадо и по уничтожению природных восходящих за-

крученных потоков с разумными затратами энергии. Исключения составляют

работы научной школы С. П. Баутина (см. в том числе работу автора [88]) и

работы группы А. Ю. Вараксина [109–110].

Цели и задачи исследования.

Целью диссертационного исследования являются аналитическое и чис-

ленное моделирования течений идеального газа в условиях действия сил тя-

жести и Кориолиса с целью установления общих закономерностей и конкрет-

ных свойств течений в восходящих закрученных потоках.

Для достижения данной цели в диссертации сформулированы следующие

задачи:

1. Постановка начально-краевых задач для системы уравнений газовой

динамики (квазилинейной системы нелинейных дифференциальных уравне-

ний с частными производными) при учете действия сил тяжести и Кориолиса,

соответствующих конфигурациям конкретных газовых течений.

2. Доказательство теорем о существовании и единственности решений рас-

сматриваемых начально-краевых задач и аналитическое исследование свойств

этих решений.

3. Численное построение приближенных решений системы уравнений га-

зовой динамики, описывающих трехмерные течения идеального газа в услови-
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ях действия сил тяжести и Кориолиса и анализ по результатам расчетов гео-

метрических, скоростных и энергетических характеристик восходящих закру-

ченных потоков.

4. Создание программного пакета, позволяющего определять газодинами-

ческие параметры трехмерных стационарных течений газа и проведение с его

использованием массовых расчетов.

Объекты и методы исследования

Объектом исследования являются трехмерные нестационарные и стацио-

нарные течения идеального газа, описываемые решениями системы уравнений

газовой динамики при учете действия сил тяжести и Кориолиса.

Предметом исследования является установление закономерностей и свойств

течений в восходящих закрученных потоках.

Для формализации и решения поставленных задач использовались совре-

менные методы аналитического и численного моделирования:

1. В процессе исследования используется адекватная математическая мо-

дель – система уравнений газовой динамики, являющаяся квазилинейной си-

стемой уравнений с частными производными.

2. Для этой модели ставятся конкретные начально-краевые задачи, для

которых устанавливаются факты существования и единственности решения.

3. Приближенные решения этих задач строятся с использованием анали-

тических и численных методов при определении значений начальных коэффи-

циентов сходящихся рядов.

4. Для построения этих коэффициентов, в частности, применяются извест-

ные эффективные вычислительные алгоритмы для решения систем обыкно-

венных дифференциальных уравнений.

Положения, выносимые на защиту

На защиту выносятся результаты, соответствующие четырем пунктам пас-

порта специальности 05.13.18 – математическое моделирование, численные

методы и комплексы программ по физико-математическим наукам.

Пункт 2: Развитие качественных и приближенных аналитических
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методов исследования математических моделей.

1. Для системы уравнений газовой динамики с учетом действия сил тяже-

сти и Кориолиса обосновано существование и единственность решения кон-

кретных характеристических задач Коши стандартного вида, моделирующих

неодномерные течения со стоком, притоком и возле нагревающегося цилин-

дра.

Пункт 4: Реализация эффективных численных методов и алгорит-

мов в виде комплекса проблемно-ориентированных программ для про-

ведения вычислительного эксперимента.

2. Создан и оттестирован комплекс программ для проведения вычисли-

тельного эксперимента.

Пункт 5: Комплексные исследования научных и технических про-

блем с применением современной технологии математического моде-

лирования и вычислительного эксперимента.

3. Для моделирования течений, имеющих место в восходящих закручен-

ных потоках, аналитическими и численными методами исследованы свойства

первых коэффициентов бесконечных сходящихся рядов и установлены факты

возникновения закрутки и ее направления, разные в случае торнадо и огнен-

ного вихря, в исследуемых течениях газа.

4. Установлен факт отсутствия закрутки, если в исходной начально-краевой

задаче не учитывается вращение Земли вокруг своей оси.

5. Численными методами приближенно построены трехмерные стационар-

ные течения идеального газа в окрестности непроницаемой горизонтальной

плоскости в условиях действия сил тяжести и Кориолиса и определены их гео-

метрические, скоростные и энергетические характеристики.

6. Установлено, что с ростом интенсивности торнадо кинетическая энергия

вращательной части потока принципиально растет и становится преобладаю-

щей в общем размере кинетической энергии потока.

7. Показано, что в восходящем закрученном потоке, моделирующем тече-

ние в торнадо минимальной интенсивности (при котором начинаются разру-
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шения), кинетическая энергия вращательной части потока составляет поло-

вину от кинетической энергии всего потока.

Пункт 6: Разработка новых математических методов и алгорит-

мов проверки адекватности математических моделей объектов на ос-

нове данных натурного эксперимента.

8. На основе данных натурных наблюдений за природными торнадо ше-

сти различных классов и за циклоном средней интенсивности с использова-

нием конкретных вычислительных алгоритмов смоделированы течения газа в

придонных частях всех перечисленных природных восходящих закрученных

потоков. Основные газодинамические характеристики построенных течений

совпадают с данными натурных наблюдений.

Таким образом, в соответствии с формулой специальности 05.13.18 в дис-

сертации представлены оригинальные результаты одновременно из трех обла-

стей: математического моделирования, численных методов и комплексов про-

грамм.

Научная новизна результатов исследования

Все полученные в диссертации научные результаты на момент опублико-

вания являлись новыми.

Научная новизна результатов проведенных исследований по трем обла-

стям специальности 05.13.18 заключается в следующих положениях:

Математическое моделирование:

1. Постановка новых начально-краевых задач для системы уравнений га-

зовой динамики, соответствующих газодинамическим конфигурациям рассмат-

риваемых течений и доказательство теорем о существовании и единственности

решения в классе аналитических функций. Доказательства трех новых теорем:

1.1) о трехмерном нестационарном плавном радиальном стоке;

1.2) о нестационарных трехмерных течениях в окрестности непроницаемой го-

ризонтальной плоскости, возникающих при радиальном притоке;

1.3) о трехмерном нестационарном движении газа возле вертикального нагре-

вающегося цилиндра.
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2. Установление новых свойств решений с использованием начальных от-

резков сходящихся рядов:

2.1) возникновение закрутки потока и направление закрутки, разное в случае

торнадо и огненного вихря;

2.2) отсутствие закрутки, если в исходной начально-краевой задаче констан-

та Ω положена равной нулю, то есть в случае, когда вращение Земли вокруг

своей оси в рассматриваемой задаче не учитывается.

3. Впервые проведены численные расчеты газодинамических локальных и

интегральных характеристик стационарных течений в придонных частях вос-

ходящих закрученных потоков, соответствующие данным натурных наблюде-

ний за природными торнадо и тропическими циклонами.

4. На основе анализа численно полученных результатов по геометриче-

ским, скоростным и энергетическим характеристикам течений впервые уста-

новлено:

4.1) с ростом интенсивности торнадо вклад кинетической энергии во враща-

тельную часть потока от кинетической энергии вращения Земли вокруг своей

оси принципиально растет;

4.2) в восходящем закрученном потоке, моделирующем течение в торнадо ми-

нимальной интенсивности (при котором начинаются разрушения), кинетиче-

ская энергия вращательной части потока составляет половину от кинетиче-

ской энергии всего потока;

4.3) разрушительными торнадо могут быть при существенно меньшей скоро-

сти ветра на границе стока, чем это указано в шкале Фудзиты.

Численные методы:

5. На основе использования аналитических свойств решений и частичного

разделения независимых переменных численное построение трехмерных ста-

ционарных течений сведено к решению системы обыкновенных дифференци-

альных уравнений (СОДУ). Эти СОДУ решаются традиционными численны-

ми методами большого порядка точности.

Комплексы программ:
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6. Разработанный в рамках настоящего исследования комплекс программ

характеризуется тем, что он представляет собой взаимосвязанный набор мо-

дулей, объединённых общими исходными данными и общим интерфейсом вза-

имодействия. Все составляющие модули комплекса зарегистрированы в Фе-

деральной службе по интеллектуальной собственности (Роспатент).

Теоретическая и практическая значимость работы

Теоретическая значимость полученных результатов состоит в следующем:

впервые в модели движения сплошной среды математически строго обосно-

ван факт возникновения закрутки газа в восходящих закрученных потоках и

направление этой закрутки под действием силы Кориолиса в различных га-

зодинамических конфигурациях. Теоретически обоснована причина постоян-

ного притока внешней энергии для продолжительного и устойчивого функци-

онирования восходящих закрученных потоков. Предложенный теоретический

подход к математическому моделированию этих течений позволил численно

рассчитать течения газа, согласующиеся с данными натурных наблюдений за

торнадо и тропическими циклонами.

Практическая значимость полученных результатов состоит в следующем:

предложена и реализована методика расчета течений газа в восходящих за-

крученных потоках. На основе полученных подробных расчетов геометриче-

ских, скоростных и энергетических характеристик высказаны рекомендации

по прогнозированию возникновения торнадо. Дано теоретическое обоснова-

ние результатов соответствующих экспериментальных исследований группы

А.Ю. Вараксина [98–114] и группы С.П. Баутина [54, 97].

Достоверность результатов исследований

Достоверность результатов исследований обеспечивается использовани-

ем адекватной природным течениям математической модели – системы урав-

нений газовой динамики – и применением классических математических ме-

тодов для построения решений и исследования их свойств:

1) установление фактов существования и единственности решений соответ-

ствующих начально-краевых задач;
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2) представление решения в виде сходящихся рядов и использование началь-

ных отрезков рядов для построения приближенных решений;

3) использование надежных и эффективных численных методов решения си-

стем обыкновенных дифференциальных уравнений.

Достоверность результатов численного моделирования подтверждается успеш-

ным тестированием программного инструментария, а также удовлетворитель-

ными результатами сопоставления с расчетами других авторов [4, 6, 14-16, 23,

26, 28] и с результатами натурных наблюдений за природными торнадо и тро-

пическим циклоном.

Апробация работы

Результаты диссертационной работы обсуждались на более чем 40 веду-

щих международных и российских конференциях. Основные:

– Международная конференция «Забабахинские научные чтения», Снежинск,

РФЯЦ – ВНИИТФ, 2010, 2012, 2014, 2017.

– Международная конференция «Лаврентьевские чтения по математике, ме-

ханике и физике», Новосибирск, 2010, 2015.

– Международная конференция «Современные проблемы прикладной мате-

матики и механики: теория, эксперимент и практика», Новосибирск, 2011.

– Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической и при-

кладной механики, Нижний Новгород, 2011; Казань, 2015.

– Международная конференция по вычислительной механике и современным

прикладным программным системам, Алушта, 2013, 2017.

– Международная конференция по методам аэрофизических исследований,

Пермь, 2016; Новосибирск, 2018.

– International Conference on Interaction of Intense Energy Fluxes with Matter.

Elbrus, Kabardino-Balkaria, Russia, 2015, 2018.

– International Conference «Advanced Problems in Mechanics». St. Petersburg,

Russia, 2016, 2017.

– Всероссийская научная конференция с международным участием «Меха-

ника композиционных материалов и конструкций, сложных и гетерогенных
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сред», Москва, 2015, 2016, 2017.

– Всероссийская научно-практическая конференция «Зимняя школа по ме-

ханике сплошных сред», Пермь, 2015, 2017.

– Всероссийская конференция с международным участием «Современные про-

блемы механики сплошных сред и физики взрыва», Новосибирск, 2017.

Публикации по теме диссертации

По теме диссертации соискателем лично и в соавторстве опубликовано бо-

лее 70 печатных работ, в том числе 2 монографии, 2 препринта, 25 статей, из

которых 15 из списка ВАК, 2 индексируются в базе данных Web of Science и

Scopus.
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Глава I

ОПИСАНИЕ НАПРАВЛЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ

§ 1. Схема Баутина С. П. возникновения и функционирования

природных восходящих закрученных потоков

Основная идея [1], определившая направление исследований, приведен-

ных в данной монографии, заключается в следующем: должна в природе суще-

ствовать внешняя сила, которая не дает диссипативным процессам (трению,

теплопроводности и т. п.) и малым внешним возмущениям разрушить смерч,

торнадо, тропический циклон и другие естественные восходящие закрученные

потоки, т. е. для достаточно продолжительного существования разрушитель-

ного атмосферного вихря обязательно должен иметь место приток внешней

энергии, причем в такие два конкретных элемента движения, как в разгон газа

и в осевую закрутку газа.

Естественно, что на Земле ни сила гравитации, ни энергия Солнца не могут

поддерживать закрутку газа. Единственное значительное движение, которое

обладает вращательным моментом, постоянно присутствует и имеет большой

запас энергии – собственное вращение планеты и сопутствующая ему сила

Кориолиса.

По данным натурных наблюдений выдвинута основная гипотеза, на осно-

ве которой предложена конкретная структура разрушительного атмосферно-

го вихря. Указаны источники внешней энергии, обеспечивающие как возник-

новение, так и продолжительное существование разрушительных атмосфер-

ных вихрей. В том числе указан переходный момент от начальной стадии воз-

никновения и формирования природного восходящего закрученного потока ко

второй – устойчивой и продолжительной стадии функционирования разруши-

тельного атмосферного вихря.

Структура разрушительного атмосферного вихря и источники

внешней энергии на его возникновение и функционирование

Многочисленные визуальные данные о природных восходящих закручен-
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ных потоках позволили высказать гипотезу, что в средней по высоте части вос-

ходящего закрученного потока существует граница, отделяющая внешний по-

коящийся воздух от воздуха, движущегося в восходящем закрученном потоке.

В газовой динамике такая граница называется контактной поверхностью и да-

лее обозначается буквой Γ .

Эта гипотеза о наличии подобной границы в виде контактной поверхности

и лежит в основе предложенной [1] схемы возникновения и функционирования

разрушительного атмосферного вихря.

Из данной гипотезы следует, что воздух попадает в восходящий закручен-

ный поток снизу и покидает его сверху. Поэтому восходящий закрученный по-

ток имеет структуру, изображенную на рис. 4.1, где цифрами помечены следу-

ющие элементы:

Рис. 1.1

1 – поверхность Земли; 2 – область, из которой снизу в восходящий закру-

ченный поток поступает воздух и которая далее называется придонной частью

восходящего закрученного потока; 3 – область восходящего потока, называе-

мая вертикальной частью восходящего закрученного потока; 4 – верхний край

восходящего закрученного потока, через который из восходящего закрученно-

го потока выбрасывается воздух; 5 – ось симметрии восходящего закрученно-

го потока.

На рис. 1.2, а стрелками показан восходящий поток, а теплая часть по-

верхности Земли выделена жирно. Как показывают наблюдения, зарождение

тропических циклонов и торнадо на Земле происходит там, где имеется силь-

ный прогрев поверхности и прилегающих воздушных масс.
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Начальным движением при возникновении разрушительного атмосферно-

го вихря является вертикальное движение вверх теплого воздуха, вызванное

локальным прогревом солнечной энергией участков суши или водной поверх-

ности и прилегающих к ним воздушных масс. На смену восходящим объемам

воздуха поступают новые. Эти новые объемы воздуха приходят в область вос-

ходящего потока снизу (см. рис. 4.2, б). Так начинает образовываться придон-

ная часть восходящего потока.

Рис. 1.2

Рис. 1.3

Начальное придонное движение вдоль поверхности Земли имеет радиаль-

ный характер: от периферийных областей к основанию восходящего теплового

потока со всех сторон. На рис. 1.3 начальное радиальное движение в плос-

кости xOy изображено векторами скорости V отдельных частиц газа, а за-

штрихованный круг обозначает область восходящего теплового потока.

Но сразу из-за горизонтального движения воздуха в формирующейся при-

донной части, благодаря действию силы Кориолиса, возникает также и окруж-

ное движение. Будем это называть закруткой газа. В Северном полушарии
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закрутка газа идет в положительном направлении, т. е. против хода часовой

стрелки, и в отрицательном направлении в Южном полушарии. Эту ситуацию

иллюстрирует рис. 4.3, на котором Fc – векторы силы Кориолиса, действую-

щие на материальные частицы, движутся со скоростями V к общему центру.

Под действием силы Кориолиса каждая частица в Северном полушарии от-

клоняется вправо от направления своего движения [177]. В результате этого в

сплошной среде, движущейся к основанию восходящего потока, и возникает

закрутка в соответствующем направлении.

Ниже в диссертации факт возникновения закрутки в придонной части и

ее направление обоснованы с помощью доказательства теорем о существова-

нии соответствующих решений системы уравнений газовой динамики при уче-

те действия силы Кориолиса и следуют из строго установленных свойств этих

решений. Начальная стадия формирования восходящего закрученного потока

и его закрутка в соответствующем направлении подтверждены также экспе-

риментами [54, 97, 98–114].

Если восходящий поток и, следовательно, движение воздуха к его основа-

нию будут сохраняться долго, то вращение Земли через действие силы Корио-

лиса закрутит воздух в придонной части рассматриваемого потока до большой

скорости, что и придаст такому потоку разрушительную силу.

Поступление энергии на такое самоподдерживающееся движение воздуш-

ных масс происходит следующим образом:

1) вращение Земли закручивает газ в придонной части;

2) закрутка газа передается в вертикальную часть (рис. 1.4);
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Рис. 1.4

3) центробежная сила создает в вертикальной части как бы «трубу с тя-

гой» (рис. 1.5), т. е. создает пониженное давление в окрестности ее оси и со-

здает эффект непроницаемых стенок, поскольку давление воздуха в верти-

кальной части восходящего закрученного потока на ее границе совпадает с

давлением внешнего покоящегося воздуха;

Рис. 1.5

4) снизу в «трубу с тягой», имеющей в центре пониженное давление (рис.

1.6), вдавливается под действием силы тяжести, внешней по отношению к вос-

ходящему закрученному потоку воздуха.

На рис. 1.6 буквой p обозначено давление; индексы 0 и 1 относятся со-

ответственно к внешнему и внутреннему давлению; буквы h , z , H отмечают

придонную, среднюю и верхнюю части восходящего закрученного потока со-

ответственно, и при этом p0(h) > p1(h) .
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Рис. 1.6

Из приведенной схемы течения газа в восходящем закрученном потоке

следует, что закрутка воздуха в придонной части восходящего закрученного

потока имеет принципиальное значение для течения во всем восходящем за-

крученном потоке.

Отметим, что описанная схема согласуется со всеми наблюдаемыми газо-

динамическими эффектами у торнадо и тропических циклонов.

Еще раз подчеркнем, что в части возникновения восходящего закручен-

ного потока и направления его закрутки предложенная в [1] схема также под-

тверждена экспериментами [54, 97, 98–114] и доказанными в диссертации тео-

ремами.

Об одном визуальном эффекте у торнадо

Процессу самоподдерживающегося устойчивого функционирования раз-

рушительного атмосферного вихря предшествует одно принципиальное явле-

ние, наблюдающееся у торнадо и наверняка имеющее место при формирова-

нии всех природных восходящих закрученных потоков, существующих про-

должительное время.

В самой верхней части восходящего потока – обычно почти на границе с

облаком, в которое «упирается» восходящий поток, – возникает вращающа-

яся воронка. С течением времени она начинает расти вниз.

На рис. 1.7, приведены фотографии торнадо с такой возникающей (рис.

1.7, а) и начинающей расти вниз (рис. 1.7, б) воронкой.
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Рис. 1.7

Видимые на обеих фотографиях (см. рис. 1.7) под воронками облака у го-

ризонтальной подстилающей поверхности говорят о том, что здесь сформи-

ровалась уже вся вращающаяся вертикальная часть торнадо, хотя визуально

она фиксируется пока не по всей своей высоте. Закрутка воздуха в торнадо

выбрасывает из его нижней части попавшие туда примеси (пыль, влагу, пред-

меты и т. п.), что и наблюдается как облака под воронками.

Рис. 1.8

На рис. 1.8 приведена фотография еще одного торнадо, у которого верти-

кальная часть еще закручена слабо и визуально фиксируется только благо-

даря сильной запыленности и боковой подсветке Солнцем. В верхней части

торнадо под самым облаком уже начала формироваться опускающаяся вниз

воронка.
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Рис. 1.9

В тот момент времени, когда воронка достигает поверхности Земли и вся

вертикальная часть торнадо становится видимой, в нее начинает активно вса-

сываться воздух. Именно в этот момент зарождается разрушительная сила

смерчей и торнадо.

Дадим объяснение этому явлению на основе схемы возникновения восхо-

дящего потока и его перехода к устойчивому функционированию.

При этом обращаем внимание на тот факт, что возникновение опускаю-

щейся воронки наблюдается на краю облака, в которое упирается торнадо.

Представляется, что это получается тогда, когда на восходящий закрученный

поток надвигается облако. Схематично это изображено на рис. 1.9.

Пусть вертикальная часть восходящего закрученного потока пересекает

облако, которое играет роль непроницаемой поверхности и вдоль которой рас-

текается воздух, покидающий восходящий закрученный поток через его верх-

ний край.

Рис. 1.10
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Пусть также восходящий поток еще поддерживается за счет нагрева ниж-

них объемов воздуха, но уже сформировалась придонная часть с большой за-

круткой. Эта закрутка в достаточных масштабах передается в вертикальную

часть восходящего закрученного потока (см. рис. 1.10, а).

Спрашивается, в какой части восходящего потока в результате имеющей-

ся закрутки газа начнет проявляться эффект «трубы с тягой, имеющей непро-

ницаемые стенки»? Возможный ответ: скорее всего там, где в вертикальной

части восходящего закрученного потока меньше всего значение hs – шага

винтового движения газа.

А значение hs меньше всего там, где меньше всего w – вертикальная со-

ставляющая скорости газа, т. е. в самой верхней части восходящего закру-

ченного потока, где восходящий поток тормозится больше всего: во-первых,

в результате действия силы земного притяжения на частицы газа, прошедшие

всю вертикальную часть восходящего закрученного потока, т. е. поднявшие-

ся выше всех. А во-вторых, именно здесь восходящий поток тормозится об

облако, расположенное в верхней части восходящего закрученного потока.

К тому же в самой верхней части восходящего потока наименьшее значе-

ние по всей вертикальной части имеет p0(z) – давление внешнего воздуха, что

также способствует формированию «непроницаемых стенок», благодаря име-

ющейся закрутке в вертикальной части восходящего закрученного потока.

Итак, первое возникновение «трубы с тягой, имеющей непроницаемые стен-

ки», происходит в самой высокой точке вертикальной части потока, несколько

ниже края облака. Сопровождается оно одновременным понижением давле-

ния возле оси восходящего потока. Оба эти действия воспринимаются наблю-

дателем как возникновение под облаком в восходящем потоке вращающейся

воронки (см. рис 1.10, б).

Благодаря приходу снизу новых объемов воздуха, имеющих еще большую

закрутку, «непроницаемые стенки» начинают прирастать и, следовательно, уве-

личивать свои вертикальные размеры за счет удлинения нижней части. Визу-

ально это воспринимается как движение воздуха в воронке вниз, а на самом
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деле это просто добавление снизу новых участков «непроницаемых стенок».

Такой рост вниз «непроницаемых стенок», естественно, сопровождается об-

разованием на том же уровне (движущемся вниз) области пониженного дав-

ления в окрестности оси потока.

Вся эта динамика воспринимается как удлинение вниз вращающейся во-

ронки (см. рис 1.10, в, г).

Наконец наступает момент, когда прирастающие снизу (за счет прихода

новых объемов воздуха со все бо́льшей закруткой) «непроницаемые стенки»

достигают придонной части восходящего закрученного потока, т. е. вращаю-

щаяся воронка почти касается поверхности Земли.

Именно тогда область пониженного давления достигает придонной части и

за счет большого перепада давления (разность [p0(h)− p1(h)] резко увеличи-

вается) происходит активное поступление воздуха из придонной части в вер-

тикальную. И именно тогда полностью проявляется эффект «трубы с тягой» и

начинается разрушительное действие опустившейся вращающейся воронки.

Таким образом, образование вверху восходящего потока вращающейся во-

ронки и ее последующее опускание вниз как раз и являются достаточно быст-

ро протекающей стадией перехода от начального функционирования восхо-

дящего закрученного потока за счет тепловой энергии к функционированию

этого потока за счет энергии вращения Земли, вкладываемой в закрутку при-

донной части через действие силы Кориолиса.

Представляется, что подобный переход от одной к другой стадии функци-

онированеия восходящего закрученного потока и близкие газодинамические

процессы формирования «глаза циклона» имеют место и у восходящих закру-

ченных потоков, линейные размеры которых больше, чем у типичных торнадо.

И возникновение в верхней части таких потоков области пониженного давле-

ния связано не с наличием облака на пути восходящего закрученного потока,

как это изображено на рис. 1.9, 1.10, а связано это с тем, что верхняя, уже

достаточно закрученная часть восходящего потока просто достигла высот, где

малы давление и температура воздуха, окружающего восходящий поток.
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§ 2. Разработанность направления исследований

Несмотря на то, что большое число исследователей на протяжении деся-

тилетий активно занимается проблемой разрушительных атмосферных вихрей

[115–176, 195, 216–231], к настоящему времени отсутствует (кроме предло-

женной в [1]) достаточно убедительная теория, объясняющая причины воз-

никновения, функционирования и естественного исчезновения таких течений

и подтвержденная как экспериментально, так и адекватным математическим

моделированием.

В указанных работах предшественников отсутствует обоснованный ответ

на самый главный вопрос: откуда и в какой элемент течения идет по-

стоянное внешнее вложение энергии, обеспечивающее продолжительное су-

ществование разрушительных атмосферных вихрей?

Математическая теорема (на которую достаточно часто ссылаются неко-

торые исследователи) о неисчезновении вихря в потоке справедлива лишь для

идеальной жидкости и идеального газа. В реальных же течениях (например,

для вращающейся воды в стакане или для вихревого следа за кораблем или

самолетом) закрученные движения жидкости или газа исчезают с течением

времени, если нет постоянного внешнего вложения энергии в них. Причем они

исчезают за обозримое время. И поэтому реальные разрушительные атмо-

сферные вихри не могут существовать без постоянного внешнего вложения

энергии.

Заметим, что также отсутствует достаточно обоснованное объяснение да-

же того, откуда берется энергия на начальную закрутку потока.

Математическое исследование течений газа в восходящих закрученных по-

токах ведется как с помощью достаточно простых моделей, например, модели

«вихревых нитей» [166], так и с привлечением очень сложных математических

моделей, например, турбулентных течений [175]. Однако для представленных

в работах предшественников математических решений заведомо не выполня-

ются либо фундаментальные законы физики для сплошной среды – законы

сохранения массы, импульса и энергии, либо законы термодинамики.
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В качестве конкретного примера неправильного использования матема-

тических моделей, адекватно описывающих течения газа в условиях действия

сил тяжести и Кориолиса, далее приводится небольшой разбор работы [231].

В аннотации этой статьи сказано следующее.

«Рассмотрена система уравнений, описывающая движение воздуха внутри

тропических циклонов, включая следствия конденсации водяного пара. Ис-

следована система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений

на траектории ветра на плоскости радиальных и вертикальных переменных.

Доказана однозначная разрешимость системы дифференциальных уравнений

на удобном для моделирования тропических циклонов отрезке».

В пункте «1. Введение» и в начале следующего пункта «2. Система урав-

нений с частными производными» присутствует следующий текст.

«Хорошо известно, что главной причиной образования и развития тропи-

ческих циклонов (ТЦ) является конденсация водяного пара, которая посред-

ством скрытой теплоты нагревает воздух и вызывает его восходящее движе-

ние. Многие исследования посвящены моделированию ТЦ, основывающему-

ся на описании этого процесса. К сожалению, модель, описывающая в совер-

шенстве внутреннюю структуру ТЦ с механическими и термодинамическими

процессами, еще не построена. В данной работе предлагается система урав-

нений, описывающая движение воздуха внутри ТЦ, включая следствие кон-

денсации водяного пара. В предположении осевой симметрии и отсутствия

вязкости и теплопроводности записываются уравнения для радиальной, ка-

сательной и вертикальной компонент скорости ветра, температуры и плотно-

сти воздуха, в которых независимыми переменными служат расстояние r от

центра ТЦ и высота z . Если считать радиальную и вертикальную компоненты

компонентами скорости переноса на плоскости (r, z) , то можно рассмотреть

систему уравнений переноса. Во второй части статьи будет рассмотрена си-

стема обыкновенных дифференциальных уравнений на траектории и доказана

теорема о существовании и единственности решения на достаточно длинном

отрезке, что позволит использовать решение для изучения явлений в тропо-
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сфере как ТЦ.

2. Система уравнений с частными производными

Пусть (r, ϑ, z) – цилиндрические координаты. Обозначаем через vr , vϑ и

vz радиальную, касательную и вертикальную компоненты скорости, а через ρ

и T – плотность и температуру. В предположении осевой симметрии и отсут-

ствии вязкости и теплопроводности нетрудно вывести из основных уравнений

гидродинамики (см. [2] Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Гидродинамика/ Курс

Теоретическая физика. Т. 6.– М.: Наука, 1986.) систему уравнений с частны-

ми производными для движения воздуха в ТЦ:

∂ρ

∂t
+

1

r

∂(rρvr)

∂r
+
∂(ρvz)

∂z
= −Htr, (2.1)

ρ

(
∂vr
∂t

+ vr
∂vr
∂r
− 1

r
v2ϑ + vz

∂vr
∂z

)
= −R1

∂(ρT )

∂r
+ `0ρvϑ − ε1(z)vr, (2.2)

ρ

(
∂vϑ
∂t

+ vr
∂vϑ
∂r

+
1

r
vϑvr + vz

∂vϑ
∂z

)
= −`0ρvr − ε1(z)vϑ, (2.3)

ρ

(
∂vz
∂t

+ vr
∂vz
∂r

+ vz
∂vz
∂z

)
= −R1

∂(ρT )

∂z
− g(ρ+ Σ), (2.4)

ρcv

(
∂T

∂t
+ vr

∂T

∂r
+ vz

∂T

∂z

)
= −R1ρT

(
∂vr
∂r

+
1

r
vr +

∂vz
∂z

)
+ LtrHtr, (2.5)

где R1 – газовая постоянная, g – ускорение силы тяжести, cv – удельная

теплоемкость при постоянном объеме, `0 = 2|ω| sinϕ0 , ω – угловая скорость

вращения Земли, ϕ0 – широта центра ТЦ, ε1(z) – коэффициент трения с по-

верхностью моря, Ltr – скрытая теплота, Htr – количество фазового пере-

хода водяного пара, Σ – количество жидкой и твердой воды.

Предполагаем, что Htr задается выражением

Htr =

(
πvs(T )

d

dz
log ρ− d

dz
πvs(t)

)
[vz]

+ (2.6)

(см. [7] Ghomrani S., Marўn Antuna J., Fujita Yashima H. Un modelo de la

subida del aire ocasionada por la condensacion del vapor y su calculo numerico //

Rev. Cuba Fis.– 2015. – 32. – C. 3–8.), где πvs(T ) – плотность насыщенного
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водяного пара при температуре T . Поскольку нам будет нужно использовать

свойства функции πvs(T ) , фиксируем здесь ее вид:

πvs(T ) =
1

R1T
E0 · 10

7,63(T−273,15)
T−31,25 , E0 = 6, 107 мбар (2.7)

(см. [3] Матвеев Л. Т. Основы общей метеорологии. Физика атмосферы. –

СПб.: Гидрометеоиздат, 2000.). Кроме того, для того, чтобы не усложнять рас-

суждение, в этой работе считаем Ltr положительной постоянной. Коэффици-

ент трения ε1(z) неотрицателен и при больших z близок к нулю. Напомним

также, что газовая постоянная R1 и удельная теплоемкость cv = 5
2R1 доста-

точно велики (см. [1] Кикоин А. К., Кикоин И. К. Молекулярная физика. М.:

Наука, 1976.).»

К рассматриваемой системе (2.1)–(2.5) имеются серьезные замечания.

1. У системы уравнений газовой динамики, правильно передающей движе-

ния газа в цилиндрической системе координат при учете действия сил тяжести

и Кориолиса [1, 40, 60, 206], отсутствуют решения, не зависящие от незави-

симой переменной ϑ – полярного угла в плоскости xOy [1, 40, 60, 206], и

поэтому введенное автором предположение, что такие решения есть, является

ошибочным.

2. В том числе потому, что в правых частях уравнений (2.2)–(2.4) отсут-

ствуют [с1, 40, 60, 206] соответственно слагаемые:

−bvz cosϑ; bvz sinϑ; bvr cosϑ− bvϑ cosϑ,

где

a = 2|ω| sinϕ0, b = 2|ω| cosϕ0.

Эти слагаемые автор опустил, не предъявив никаких соображений.

3. Из сказанного следует, что для решений системы (2.1)-(2.5) не выпол-

няется закон сохранения импульса.

4. Система (2.1)–(2.5) не записана в безразмерных переменных, что при-

водит к ошибкам и в ее записи, и в последующих рассуждениях автора:

4.1. В уравнении 2.4. в последнем слагаемом складываются величины ρ и

27



Σ , имеющие разные размерности:[кг
м3

]
; [кг]

соответственно.

4.2. Учет в последующих рассуждениях автора размерных значений вели-

чин R1 и cv не является ни математически, ни физически обоснованным.

5. Автор в своей работе предполагает отсутствие вязкости, но вводит в си-

стему слагаемые ε1(z)vr и ε1(z)vϑ , как бы учитывающие трение воздуха с по-

верхностью моря. Но введенные слагаемые не соответствуют никакому реаль-

ному физическому процессу и нарушают закон сохранения импульса.

Используемые в работе математические методы также содержат ошибки:

6. В работе исследуется не исходная система (2.1)–(2.5) из пяти уравне-

ний для пяти искомых функций, а ее следствие из четырех уравнений для че-

тырех искомых функций – не эквивалентная исходной системе. Известно, что

решения, удовлетворяющие следствию исходной системы, могут не являться

решениями исходной системы.

7. Сведение системы (2.1)–(2.5) в стационарном случае к системе обык-

новенных дифференциальных уравнений (3.2)–(3.5) не является математиче-

ски обоснованным. В частности потому, что не учитывает наличие у систе-

мы (2.1)–(2.5) контактных характеристик [188], а сама система (3.2)–(3.5) не

представлена в работе ни в квазилинейном, ни в нормальном видах.

Кроме указанных ошибок в работах предшественников, некоторые иссле-

дователи приводят следующие рассуждения:

1) перепад температур или тепловая энергия, выделившаяся при конден-

сации водяного пара, приводят к увеличению w – вертикальной составляю-

щей вектора скорости газа в восходящем потоке;

2) это, в свою очередь, приводит к увеличению v – скорости окружного

движения;

3) следовательно, увеличение кинетической энергии окружного движения

в разрушительных атмосферных вихрях обусловлено указанными физически-

ми факторами и не связано с вращением Земли вокруг своей оси.
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Именно подобные рассуждения приведены в работе [117], разобранной

ниже и в которой, по мнению авторов (см. стр. 594 из работы [117]),

«тропический циклон рассматривается как атмосферное возмущение, ко-

торое организуется в условиях динамического взаимодействия потоков завих-

ренности и всплывающих теплых ядер влажного воздуха, сбрасывающих энер-

гию в окружающую среду. Спусковым механизмом преобразования относи-

тельно однородного атмосферного вихря в ураган является формирование Ган-

новской неустойчивости интенсивности потоков воздуха с изменением давле-

ния в среде с существенно перераспределенными кинематическими и динами-

ческими характеристиками. В качестве иллюстрации представлена идентифи-

кация гидродинамического механизма генерации восходящих течений с про-

цессами формирования интенсивных атмосферных вихревых образований.».

В качестве обоснования приведенных утверждений на странице 595 при-

водится следующее соображение:

«напор ∆p радиусом L , приложенный к слою толщиной H , будет приво-

дить к возникновению вихря с азимутальной V , радиальной U и W верти-

кальной скоростями».

Это соображение в части азимутальной V составляющей вектора скоро-

сти газа не соответствует законам механики, поскольку давление действует по

нормали и не может вызвать перпендикулярного к нормали движения.

Кроме этого, к указанной работе еще имеются серьезные замечания:

1) уравнение (7) на странице 598 этой работы содержит слагаемые раз-

ной размерности – ∂T/∂t и λturb∆T , где T – температура, t – время, λturb

– "коэффициент турбулентной теплопроводности, зависящей от поля скоро-

стей"(формулировка дословно взята из статьи), ∆ – оператор Лапласа;

2) в уравнение (7) авторами введен коэффициент λturb , не имеющий ника-

кого физического смысла, в том числе и потому, что невозможно в физических

экспериментах измерить его значение;

3) уравнение (8) на следующей странице 599 также содержит слагаемые

разной размерности – ∂W/∂t и (Tb − T )/T , а из вида правой части уравнения
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(8) следует, что закон сохранения импульса заведомо нарушается.

Общие комментарии на рассуждения о влиянии «скрытой теплоты» из ра-

боты [117] и из других работ на эту тему – о влиянии тепловой энергии, выде-

ляющейся при конденсации водяного пара, такие:

1) предположение об увеличении w за счет увеличения внутренней энер-

гии потока необходимо либо зафиксировать натурными наблюдениями, ли-

бо подтвердить надежным физическим экспериментом или адекватным мате-

матическим моделированием, подтверждающим переход добавки внутренней

энергии в соответствующее дополнительное движение воздушного потока;

2) если w увеличивается, то по законам механики это приводит к увеличе-

нию только u – радиальной составляющей вектора скорости газа;

3) если в рассматриваемых задачах полагать Ω = 0 , т. е. если не учитывать

вращение Земли вокруг своей оси, то хоть при малых значениях w , хоть при

больших, хоть при непрерывном переходе от малых значений w к большим

закрутка воздуха в потоке не возникает;

4) если в рассматриваемых задачах полагать Ω 6= 0 , то, как показывают

расчеты, приведенные как в работах научной группы Баутина С.П., так и в

диссертации, общее увеличение скорости воздушного потока в месте перехода

от придонного течения к вертикальному обязательно приводит к увеличению

v , но определяемому только вращением Земли вокруг своей оси.

У предшествующих исследователей для ответа на вопрос о возникновении

торнадо имеет место привлечение различных экзотических идей и гипотез. На-

пример, в качестве причины возникновения такого восходящего закрученно-

го потока, как торнадо, полагается [132], что вращающийся воздушный поток

с осью вращения, параллельной поверхности Земли, с помощью восходящих

потоков «ставится» в вертикальное положение.

Особо отметим, что на современном этапе изучения течений газа в восхо-

дящих закрученных потоках большие усилия прилагаются для определения

значений газодинамических параметров конкретных торнадо и тропических

циклонов.

30



И как следствие всех указанных обстоятельств, в настоящее время не име-

ется реальных и воспроизводимых в натурных испытаниях рекомендаций по

уничтожению природных восходящих закрученных потоков – торнадо и тро-

пических циклонов – с разумными затратами энергии. Исключения составля-

ют работы [1, 60, 88, 206] и работы группы А. Ю. Вараксина [109, 110].

Ложность одной гипотезы, связанной с числом Россби

При описании движения как воздушных масс в атмосфере Земли, так и

движения отдельных материальных тел относительно поверхности Земли все-

гда возникал вопрос о влиянии вращения Земли вокруг своей оси на эти дви-

жения.

Часть исследователей (см. об этом, например, в книге [108]) считают, что

они дают ответ на этот вопрос с помощью следующих рассуждений.

Из векторного уравнения движения

Vt + (V · ∇)V +
1

ρ
∇p = g − 2Ω×V (2.8)

системы уравнений газовой динамики берутся вторые слагаемые из левой и из

правой частей этого уравнения

(V · ∇)V =



u∂u
∂x

+ v∂u
∂y

+ w∂u
∂z

u∂v
∂x

+ v∂v
∂y

+ w∂v
∂z

u∂w
∂x

+ v∂w
∂y

+ w∂w
∂z


;

2Ω×V =



−2(Ω sinψ)v + 2(Ω cosψ)w

2(Ω sinψ)u

−2(Ω cosψ)u


,

и формально они заменяются на такие два выражения:

U 2

L
; 2ΩU,
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где: величина U характеризует скорость потока; L – линейный размер пото-

ка; Ω = |Ω| – модуль вектора угловой скорости вращения Земли вокруг своей

оси

Ω = |Ω| ≈ 7.2722 · 10−5
1

c
.

Заметим, что при этом сделаны замены неизвестных величин

(V · ∇)V; V

(дифференциальное уравнение еще не решено) на выражения U 2/L , 2ΩU , со-

стояще из известных величин.

После выписывания выражений U 2/L , 2ΩU говорится, что на рассмат-

риваемые движения не будет влиять вращение Земли, если будет выполняться

неравенство
U 2

L
� 2ΩU,

т. е. если будет выполняться следующее неравенство

U

2ΩL
� 1, (2.9)

где двойной знак неравенства имеет значение «много больше».

Заметим, что величина 1/(2Ω) имеет значение

1

2Ω
≈ 0.7 · 104.

Иногда неравенство (2.9) переписывается в виде

Ro� 1, (2.10)

где введенное число Россби: Ro – задается какой-либо одной из двух следу-

ющих формул:

Ro =
U

2ΩL
; Ro =

U

2ΩL sinψ
. (2.11)

Здесь ψ – широта точки на поверхности Земли, в окрестности которой рас-

сматривается движение сплошной среды и, естественно, предполагается, что

sinψ 6= 0,

т. е. предполагается, что точка не лежит на экваторе.
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Поскольку знаки неравенств в (2.9), (2.10) имеют смысл «много больше»,

то в качестве представления числа Россби можно использовать любое из двух

представлений, указанных в (2.11).

На основании приведенных рассуждений упомянутые исследователи де-

лают следующее

Высказывание. Если Ro � 1 , т. е. если выполняются неравенства

(2.9), (2.8), то отсутствует влияние вращения Земли на поток. И то-

гда, в частности, в уравнении (2.8) слагаемое (−2Ω × V) нужно от-

бросить. В другом предельном случае Ro� 1 вращение Земли оказыва-

ет существенное влияние на рассматриваемое явление, в том числе в

уравнении (2.8) ничего отбрасывать не надо. Если Ro ≈ 1 , то влияние

вращения Земли пренебрежимо мало.

В качестве предварительного замечания о приведенном способе получе-

ния неравенства (2.9) напомним следующее. Со времен И. Ньютона извест-

но, что если изучать движение более сложное, чем прямолинейное с постоян-

ной скоростью, то тогда надо не «x» делить на « t», а «dx» делить на «dt»,

составлять дифференциальные уравнения и их решать. Здесь же не реша-

ют дифференциальные уравнения и предлагают обратное, т. е. производную

∂u/∂x заменить на дробь u/x , хотя из определения производной следует, что

ее можно приближенно заменять только на дробь ∆u/∆x .

Детальный же анализ действий, из которых следует указанное высказыва-

ние, приводит к таким выводам.

1. Данное высказывание не является обоснованным фактом, а является

только гипотезой, поскольку дифференциальное уравнение еще не решено и

поэтому выводы о свойствах решений этого уравнения можно считать толь-

ко гипотезой. С точки зрения математической теории нелинейных дифферен-

циальных уравнений подобная последовательность действий и рассуждения

являются грубой математической ошибкой.

2. Приведенное высказывание не только является гипотезой, но еще и

гипотезой ложной. Последнее следует как из результатов физических экс-
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периментов, так и из строго доказанных математических фактов.

Первый эксперимент, доказывающий ложность гипотезы, был проведен

Ж. Фуко со своим маятником в 1851 году. Характерные скорости и характер-

ные расстояния при движении шара этого маятника были величины порядка

U = 1 м/с; L = 10 м, что дает следующее значение числа Россби:

Ro =
1 м

с
10 м

· 0.7 · 104c = 700� 1.

При этом вращение Земли вокруг своей оси проявляется в экспериментах с

маятником Фуко существенным образом. А цель и результат этого экспери-

мента – подтвердить вращение Земли вокруг своей оси.

В качестве примеров других физических экспериментов, доказывающих

ложность приведенной гипотезы, укажем на эксперименты, проведенные в

Москве под руководством А. Ю. Вараксина (см. [98–112]), а также прове-

денные в Екатеринбурге под руководством С. П. Баутина (см. [54, 97]). В этих

экспериментах восходящий поток был закручен без какой-либо принудитель-

ной закрутки, а только вращением Земли вокруг своей оси. Средние значе-

ния скорости вихревого движения и диаметра вихря в экспериментах [98–112]

и в первых двух сериях экспериментов [54, 97] были соответственно такими:

U = 0.5 м/с; L = 0.05 м. Следовательно, для параметров этих экспериментов

число Россби имеет следующее значение:

Ro =
0.5 м

с
0.05 м

· 0.7 · 104c = 70000� 1,

но в этих экспериментах присутствует влияние вращения Земли вокруг своей

оси на потоки воздуха. В третьей серии экспериментов [54, 97] U = 2.0 м/с;

L = 2.0 м и, следовательно, Ro = 7000� 1 .

Заметим, что результаты этих экспериментов позволили также высказать

конкретные рекомендации по уничтожению разрушительных атмосферных ви-

хрей [1, 60, 108, 109, 206], и некоторые из этих рекомендаций запатентованы

[22].

Математически строго установленные в данном параграфе факты о прин-

ципиальном влиянии вращения Земли вокруг своей оси на возникновение и
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поддержание закрутки воздуха в разрушительных атмосферных вихрях также

доказывают ложность приведенного выше высказывания, являющегося толь-

ко гипотезой. В том числе и потому, что для функции v(r) , приведенной в па-

раграфе 5 под номером (5.9), число Россби может принимать любые положи-

тельные значения.

Заметим, что число Россби никоим образом не фигурирует в доказанных в

диссертации теоремах о возникновении в соответствующих течениях ненуле-

вой окружной скорости газа, вызванное вращением Земли вокруг своей оси.

И это тоже подтверждает ложность упомянутого высказывания.

Из свойств решений, приведенных в пятом параграфе диссертации, следу-

ет, что если убрать из уравнения (2.8), входящего в систему уравнений газо-

вой динамики, слагаемое « (−2Ω×V) », то вообще не найти ответа на вопрос,

откуда берется кинетическая энергия вращательного движения воздуха в тор-

надо и в тропических циклонах.
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§ 3. Математическая модель

В параграфе приводится математическая модель, используемая для моде-

лирования нужных течений газа – квазилинейная система уравнений с част-

ными производными – система уравнений газовой динамики, а также ее неко-

торые математические свойства. Эта система уравнений передает в диффе-

ренциальной форме законы сохранения массы, импульса и энергии, а также

учитывает законы термодинамики через использование конкретных уравнений

состояния рассматриваемой сплошной среды. При выборе конкретных мас-

штабных значений скорости и расстояния система уравнений газовой дина-

мики записывается в безразмерных переменных.

Решения системы уравнений газовой динамики в достаточно большом диа-

пазоне изменения газодинамических параметров: плотности, скорости, темпе-

ратуры, давления – адекватно описывают течения газа.

Рис. 3.1

Основное отличие традиционно используемой системы уравнений газовой

динамики от рассматриваемой в данной монографии состоит в том, что здесь

в системе присутствуют дополнительные слагаемые, с помощью которых учи-

тывается вращение Земли и сопутствующее этому движению проявление силы

инерции, называемой силой Кориолиса.

Также в рассматриваемой системе уравнений газовой динамики учитыва-

ется влияние силы тяжести.
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Система уравнений газовой динамики в безразмерных переменных

Для описания течения воздуха в восходящем закрученном потоке, враща-

ющемся вместе с Землей, как и выше, вводится вращающаяся вместе с Зем-

лей прямоугольная система координат с осями Ox , Oy , Oz , направленными

соответственно на восток, север и вверх от поверхности Земли (рис. 3.1, б).

При этом полагается, что точка O – начало вращающейся декартовой систе-

мы координат – лежит на поверхности Земли на параллели с широтой ψ (см.

рис. 3.1, а). В прямоугольной системе координат постоянный вектор Ω – век-

тор угловой скорости Земли – задается формулой

Ω = ( 0; Ω2; Ω3 ) ; Ω2 = Ω cosψ; Ω3 = Ω sinψ, (3.1)

где Ω – модуль вектора Ω – определяется по формуле

Ω =
2π

24

1

ч
≈ 0.26180

1

ч
. (3.2)

Если в системе координат xyzO рассматривать движение идеальной сплош-

ной среды, то уравнения движения, называемые также уравнениями Эйлера и

являющиеся дифференциальной формой закона сохранения импульса, имеют

в векторной форме следующий вид, приведенный в [178]:

Vt + (V · ∇)V +
1

ρ
∇p = g − 2Ω×V. (3.3)

В векторном уравнении (3.3): t – время; V = (v1, v2, v3) – вектор ско-

рости газа в декартовой системе координат xyzO ; ρ – плотность газа; p –

давление газа; g – вектор ускорения свободного падения

g = (0; 0;−g), g = const > 0;

∇ – оператор градиента по переменным x , y , z .

Наличие в уравнении (3.3) двух слагаемых в правой части говорит о том,

что на движение газа оказывают влияние как земное притяжение, так и вра-

щение Земли. Но при этом, как и в случае движения отдельной материальной

точки, так и в случае движения сплошной среды сила Кориолиса работы не
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совершает из-за взаимной перпендикулярности V вектора скорости газа и

вектора (−2Ω×V) .

Благодаря наличию в правой части векторного уравнения (3.3) слагаемого

(−2Ω × V) , в поток газа вносится дополнительный внешний импульс в виде

вращательного момента. Именно этот внешний импульс – это внешний вра-

щательный момент – и приводит к закрутке газа в придонной части восходя-

щего потока (см. § 4–8).

Особо обращаем внимание читателей на этот последний и очень принци-

пиальный момент: роль силы Кориолиса не в совершении работы (кото-

рую она и не совершает), а во внесении в поток внешнего дополни-

тельного импульса.

Как уже отмечалось выше, влиянием центробежного ускорения

−Ω× (Ω× r)

в уравнении (3.3) пренебрегается из-за его малости, но ускорение Кориолиса

ac = −2Ω×V = 2(Ω3v2 − Ω2v3)i− 2Ω3v1j + 2Ω2v1k

учитывается и при этом полагается, что в последнем равенстве и, следователь-

но, в векторном уравнении (3.3) ψ = const .

Векторное уравнение (3.3) содержит три скалярных уравнения для пяти

искомых функций: ρ , v1 , v2 , v3 , p .

Чтобы получить замкнутую систему уравнений, в которой число искомых

функций равно числу скалярных уравнений, необходимо, во-первых, учесть

закон сохранения массы, который в дифференциальной форме имеет вид

ρt + V · ∇ρ+ ρdiv V = 0 (3.4)

и называется уравнением неразрывности, div – оператор дивергенции по пе-

ременным x , y , z .

Во-вторых, кроме закона сохранения массы, необходимо также учесть за-

кон сохранения энергии. Однако дифференциальная форма этого закона за-

висит от того, в каком виде задана зависимость давления от двух других тер-

модинамических параметров газа [179, 180].
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В качестве сплошной среды рассматривается идеальный политропный газ,

и за независимые термодинамические параметры взяты плотность ρ и энтро-

пия S . Тогда давление газа задается соотношением

p =
1

γ
A2(S)ργ, (3.5)

где A2(S) – энтропийная функция; γ = const > 1 – показатель политропы

газа, а само уравнение (3.5) называется уравнением состояния.

В этом случае дифференциальная форма закона сохранения энергии имеет

вид [179]

St + V · ∇S = 0, (3.6)

т. е. является уравнением, передающим постоянство энтропии вдоль траекто-

рий движения частиц газа при условии, что траектории не пересекают поверх-

ность сильного разрыва.

Итак, в случае уравнения состояния (3.5) для пяти искомых функций: ρ ,

v1 , v2 , v3 , S – имеется система из пяти скалярных уравнений (3.3), (3.4),

(3.6), где в трех скалярных уравнениях из (3.3) необходимо учесть вид зави-

симости (3.5). Система (3.3), (3.4), (3.6) есть система уравнений газовой ди-

намики, отличающаяся от системы традиционного вида [179] учетом действия

силы Кориолиса.

При задании давления с помощью уравнения состояния (3.5) удобно в си-

стеме уравнений газовой динамики вместо искомых функций ρ и S ввести

другие искомые функции [1, 185–188]:

σ = ρ(γ−1)/2, s = A(S). (3.7)

Тогда система уравнений газовой динамики в условиях действия силы Корио-
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лиса приобретает следующий вид [1]:

σt + V · ∇σ +
(γ − 1)

2 σdiv V = 0,

Vt + (V · ∇)V + 2
(γ − 1)

s2σ∇σ + 2
γσ

2s∇s = g − 2Ω×V,

st + V · ∇s = 0,

(3.8)

в котором присутствуют только целые положительные степени искомых функ-

ций σ , v1 , v2 , v3 , s . При замене (3.7) скорость звука газа c =
√
∂p(ρ, S)/∂ρ

задается равенством

c = sσ.

Систему уравнений газовой динамики в условиях действия силы Корио-

лиса – систему в виде (3.8) – удобно использовать при исследовании одного

частного случая: изэнтропические течения газа, т. е. когда S = const . Тогда

функция s = A(S) тоже является константой, и поэтому последнее уравнение

в системе (3.8) выполняется тождественно. В изэнтропическом случае систе-

ма уравнений газовой динамики в условиях действия силы Кориолиса стано-

вится системой из следующих четырех скалярных уравнений:

σt + v1σx + v2σy + v3σz +
(γ − 1)

2 σ (v1x + v2y + v3z) = 0,

v1t + v1v1x + v2v1y + v3v1z + 2
(γ − 1)

σσx = 2Ω3v2 − 2Ω2v3,

v2t + v1v2x + v2v2y + v3v2z + 2
(γ − 1)

σσy = −2Ω3v1,

v3t + v1v3x + v2v3y + v3v3z + 2
(γ − 1)

σσz = 2Ω2v1 − g

(3.9)

для четырех искомых функций σ , v1 , v2 , v3 .

Причем, если при введении безразмерных переменных будет выполняться

равенство s = 1 , то функция σ совпадает со скоростью звука c .

Иногда отдельные области восходящего закрученного потока, или даже
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весь восходящий закрученный поток, обладают симметрией, присущей вра-

щению. В таких случаях удобнее рассматривать течение газа в цилиндричеких

координатах: r , ϕ , z . Здесь r и ϕ – полярные радиус и угол в плоскости

xOy .

В цилиндрической системе координат система уравнений газовой динами-

ки (3.9) в условиях действия силы Кориолиса для изэнтропических течений

политропного газа имеет следующий вид [1]:

ct + ucr + v
rcϕ + wcz +

(γ − 1)
2 c

(
ur + u

r +
vϕ
r + wz

)
= 0,

ut + uur + v
ruϕ −

v2
r + wuz + 2

(γ − 1)
ccr = av − bw cosϕ,

vt + uvr + uv
r + v

rvϕ + wvz + 2
(γ − 1)

c
rcϕ = −au+ bw sinϕ,

wt + uwr + v
rwϕ + wwz + 2

(γ − 1)
ccz = bu cosϕ− bv sinϕ− g.

(3.10)

Здесь c = ρ(γ−1)/2 – скорость звука газа; u , v , w – радиальная, окружная и

вертикальная составляющие вектора скорости газа соответственно;

a = 2Ω sinψ ; b = 2Ω cosψ . Заметим, что в случае цилиндрической системы

координат в систему уравнений газовой динамики в явном виде вошла незави-

симая переменная ϕ .

В системах (3.9), (3.10) с помощью масштабных значений скорости звука,

времени и расстояния – u00 , c00 , t00 , r00 – стандартным образом введены

безразмерные переменные:

f =
f∗
f00

,

где f∗ и f00 – соответственно размерное и масштабное значения безразмер-

ной величины f. При этом положено, что

u00 = c00; t00 =
r00
u00

, (3.11)

и тогда безразмерные значения констант Ω и g задаются следующим образом:

Ω =
2π

24 · 602c
· t00; g = g∗ ·

t00
c00
,
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где g∗ = 9.8м/с2 .

Если в качестве масштабов скорости и расстояния при введении безраз-

мерных переменных взяты u00 = c00 = 1
3 · 103 м/с, r00 = 103 м , то при этом

масштабное значение времени t00 будет равно трем секундам, и получатся

следующие безразмерные значения констант: Ω = 0.000218 , g = 0.0882 .

Если, не меняя масштаба скорости, увеличить (уменьшить) масштаб рас-

стояния в заданное число раз, то значения констант t00 , Ω и g также увели-

чатся (уменьшатся) в такое же число раз.

Заметим, что при указанном выше способе введения безразмерных пере-

менных в систему уравнений газовой динамики (см. системы (3.9) и (3.10)) во-

шло минимально возможное число безразмерных параметров: γ , Ω , ψ , g .

В качестве независимых термодинамических переменных для записи урав-

нений состояния можно брать не плотность ρ и энтропию S , а ρ и температу-

ру T . В этом случае система уравнений газовой динамики при учете действия

сил тяжести и Кориолиса имеет следующий вид [1, 188]:

ρt + V · ∇ρ+ ρdiv V = 0,

Vt + (V · ∇)V + T
γρ∇ρ+ 1

γ∇T = g − 2Ω×V,

Tt + V · ∇T + (γ − 1)Tdiv V = 0,

(3.12)

в которых также стандартным образом введены безразмерные переменные, и

тогда уравнение (3.5) для давления p и уравнение для внутренней энергии e

идеального политропного газа в безразмерных переменных имеют вид

p = ρT, e = T (3.13)

и называются уравнениями состояния.

Характеристическая задача Коши стандартного вида

Рассмотренные в диссертации газодинамические задачи приводят к соот-

ветствующим начально–краевым задачам для системы уравнений газовой ди-
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намики. И, несмотря на различие физического смысла исследуемых в диссер-

тации задач, с точки зрения теории нелинейных дифференциальных уравнений

эти начально–краевые задачи являются характеристическими задачами Коши

стандартного вида [188].

Поэтому далее рассмотрена характеристическая задача Коши стандарт-

ного вида для квазилинейной аналитической системы уравнений с частными

производными [188, 192] и ее некоторые свойства. Указано, как необходи-

мо преобразовывать другие задачи при сведении их (если это возможно) к

рассмотренной характеристической задаче Коши. Теорема о существовании

и единственности аналитического решения характеристической задачи Коши

стандартного вида для квазилинейной аналитической системы доказана ранее

методом мажорант [188, 192] и в данной диссертации не приводится.

Постановка хаpактеpистической задачи Коши стандартного вида

для квазилинейной аналитической системы уравнений

Пусть для вектора U из m искомых функций u1 , ..., um

U =


u1

u2

· · ·
um

 ,

зависящих от (n + 1) одной независимой переменной ϑ , ξ1 , ..., ξn , задана

квазилинейная система из m уравнений с частными производными

A0
∂U
∂ϑ

+
n∑
i=n

Ai
∂U
∂ξi

= C. (3.14)

Для системы (3.14) на координатной плоскости ϑ = 0 для всех искомых

функций заданы начальные условия

U|ϑ=0 = U0(ξ1, ..., ξn) =


u01(ξ1, ..., ξn)

u02(ξ1, ..., ξn)

· · ·
u0m(ξ1, ..., ξn)

 , (3.15)
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где компоненты вектора U0 являются аналитическими функциями в некото-

рой окрестности точки

M0 (ϑ = 0, ξ1 = 0, ..., ξn = 0) .

Коэффициенты матриц A0 , A1 , ..., An и компоненты вектора C зависят

от независимых переменных ϑ , ξ1 , ..., ξn и от искомых функций u1 , ..., um и

являются аналитическими функциями в некоторой окрестности точки

M00

(
ϑ = 0, ξ1 = 0, ..., ξn = 0, u1 = u01(0, ..., 0), ..., um = u0m(0, ..., 0)

)
.

Таким образом, задача (3.14), (3.15) является задачей Коши с анали-

тическими начальными данными для квазилинейной аналитической си-

стемы уравнений с частными производными.

Поскольку начальные данные поставлены на поверхности ϑ = 0 , то част-

ные производные по переменной ϑ называются выводящими, а производные

по переменным ξi , i = 1, ..., n – внутренними.

Задача Коши (3.14), (3.15) называется характеристической, если равен

нулю определитель матрицы A0

detA0|ϑ=0,U=U0 = 0,

стоящей перед вектором выводящих производных
∂U

∂ϑ
,

когда в матрицу A0 подставлено значение ϑ = 0 и подставлены начальные

данные (3.15).

Характеристическая задача Коши называется стандартного вида, ес-

ли, во-первых, выполняется следующее условие: матрица A0 при подстановке

в нее значения ϑ = 0 и начальных условий имеет вид(
A O
O O

)
, (3.16)

где матрица A имеет размеры r× r и ее определитель в точке M00 отличен от

нуля

detA|M00
6= 0, (3.17)
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а матрицы, обозначенные O , имеют соотвествующие размеры и состоят из

нулей.

Во-вторых, должно выполняться следующее условие: в точке M00 в мат-

рице A1 отличен от нуля минор, размеров (m − r) × (m − r) и стоящий в

правом нижнем углу этой матрицы A1 .

Для удобства дальнейшего изложения для искомых функций вводятся но-

вые обозначения:

u1 = H1, ..., ur = Hr, ..., ur+1 = Sr+1, ..., um = Sm.

Это переобозначение вызвано тем, что выводящие производные для функций,

обозначенных как Hi , i = 1, ..., r , и для функций, обозначенных как Sj , j =

= r + 1, ...,m , определяются по–разному.

С учетом введенных обозначений подробная запись системы (3.14) имеет

следующий вид:
r∑
l=1

ail
∂Hl

∂ϑ
+

m∑
l=r+1

bil
∂Sl
∂ϑ

+
n∑
ν=1

(
r∑
l=1

cilν
∂Hl

∂ξν
+

m∑
l=r+1

dilν
∂Sl
∂ξν

)
= ei, (3.18)

r∑
l=1

fjl
∂Hl

∂ϑ
+

m∑
l=r+1

gjl
∂Sl
∂ϑ

+
n∑
ν=1

(
r∑
l=1

pjlν
∂Hl

∂ξν
+

m∑
l=r+1

qjlν
∂Sl
∂ξν

)
= tj, (3.19)

а начальные данные (3.15) становятся такими:

Hi(ϑ, ξ1, ..., ξn)|ϑ=0 = H0
i (ξ1, ..., ξn), (3.20)

Sj(ϑ, ξ1, ..., ξn)|ϑ=0 = S0
j (ξ1, ..., ξn), (3.21)

1 ≤ i ≤ r, r + 1 ≤ j ≤ m.

Первое из условий, делающее поставленную задачу характеристической

задачей Коши стандартного вида и требующее выполнения условий (3.16),

(3.17) принимает такую форму: при ϑ = 0 , U = U0 равны нулю функции

bil , fjl , gjl , т. е.

bil|ϑ=0,U=U0 = fjl|ϑ=0,U=U0 = gjl|ϑ=0,U=U0 = 0, (3.22)

и в рассматриваемой точке M00 отличен от нуля определитель матрицы A :

det(ail)|M00
6= 0. (3.23)
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Второе условие, необходимое для того, чтобы задача называлась характе-

ристической задачей Коши стандартного вида, становится таким: в точке M00

отличен от нуля определитель матрицы (qjl1) :

det(qjl1)|M00
6= 0. (3.24)

Процедура определения

∂Hi

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=0

; 1 ≤ i ≤ r

производных, выводящих с поверхности ϑ = 0 , следующая.

Если в системе (3.14) положить ϑ = 0 и подставить начальные условия,

то из первых r уравнений системы (3.14), т. е. из уравнений (3.18) при ϑ =

0 , U = U0 , как из системы линейных алгебраических уравнений однозначно

определяются значения
∂Hi

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=0

; 1 ≤ i ≤ r.

Данный факт следует из того, что выполняется неравенство (3.17), и в эти

первые r уравнений, помимо искомых ∂Hi/∂ϑ|ϑ=0 , входят только известные

из начальных данных значения как всех искомых функций, так и значения всех

их внутренних производных. А неизвестные производные ∂Sj/∂ϑ|ϑ=0 , r+ 1 ≤
j ≤ m в эти уравнения не входят, поскольку коэффициенты перед ними равны

нулю.

Если в системе (3.14) положить ϑ = 0 и подставить начальные условия,

то последние (m − r) уравнений системы (3.14) – т. е. уравнения (3.19) –

принимают следующий вид:

n∑
ν=1

(
r∑
l=1

pjlν
∂Hl

∂ξν
+

m∑
l=r+1

qjlν
∂Sl
∂ξν

)∣∣∣∣∣
ϑ=0,U=U0

≡ tj

∣∣∣
ϑ=0,U=U0

, (3.25)

r + 1 ≤ j ≤ m.

Эти соотношения называются необходимыми условиями разрешимо-

сти рассматриваемой характеристической задачи Коши стандартного вида,

поскольку если они не выполняются, то у поставленной задачи решения нет.
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Заметим, что в соотношения (3.25) входят как функции из начальных дан-

ных, так и их внутренние производные. И необходимость выполнения этих со-

отношений накладывает соответствующие ограничения на начальные условия

(3.15) – для функций из правых частей соотношений (3.15) должны выпол-

няться равенства (3.25).

Нахождение выводящих производных

∂Sj
∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=0

; r + 1 ≤ j ≤ m

осуществляется следующим образом.

Уравнения (3.19) (последние (m − r) уравнений системы (3.14)) диффе-

ренцируются по ϑ

r∑
l=1

fjl
∂2Hl

∂ϑ2
+

m∑
l=r+1

gjl
∂2Sl
∂ϑ2

+
n∑
ν=1

(
r∑
l=1

pjlν
∂2Hl

∂ξνϑϑ
+

m∑
l=r+1

qjlν
∂2Sl
∂ξνϑϑ

)
+

+
r∑
l=1

∂P

∂H`

∂Hl

∂ϑ
+

m∑
l=r+1

∂P

∂S`

∂Sl
∂ϑ

+
∂P

∂ϑ
=

=
r∑
l=1

∂tj
∂H`

∂Hl

∂ϑ
+

m∑
l=r+1

∂tj
∂S`

∂Sl
∂ϑ

+
∂tj
∂ϑ

,

где

Pj =
r∑
l=1

fjl
∂Hl

∂ϑ
+

m∑
l=r+1

gjl
∂Sl
∂ϑ

+
n∑
ν=1

(
r∑
l=1

pjlν
∂Hl

∂ξν
+

m∑
l=r+1

qjlν
∂Sl
∂ξν

)
.

Причем под производными ∂Pj/∂ϑ , ∂tj/∂ϑ понимаются частные производ-

ные этих функций только по независимой переменной ϑ :

∂Pj(ϑ, ξ1, ..., ξn, H1, ..., Sm)

∂ϑ
;
∂tj(ϑ, ξ1, ..., ξn, H1, ..., Sm)

∂ϑ
.

В полученные уравнения подставляются ϑ = 0 , начальные данные (3.15) и

уже найденные значения ∂Hi/∂ϑ|ϑ=0 , 1 ≤ i ≤ r . Тогда в них будут равны нулю

коэффициенты перед вторыми выводящими производными для всех искомых

функций
∂u2ν
∂ϑ2

∣∣∣∣
ϑ=0

, ν = 1, ...,m.
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И поэтому получившиеся (m− r) соотношений[
n∑
ν=1

(
r∑
l=1

pjlν
∂2Hl

∂ξν∂ϑ
+

m∑
l=r+1

qjlν
∂2Sl
∂ξν∂ϑ

)
+

+
r∑
l=1

∂P

∂H`

∂Hl

∂ϑ
+

m∑
l=r+1

∂P

∂S`

∂Sl
∂ϑ

+
∂P

∂ϑ

]∣∣∣∣∣
ϑ=0

=

=

[
r∑
l=1

∂tj
∂H`

∂Hl

∂ϑ
+

m∑
l=r+1

∂tj
∂S`

∂Sl
∂ϑ

+
∂tj
∂ϑ

]∣∣∣∣∣
ϑ=0

(3.26)

являются квазилинейной системой уравнений с частными производными для

неизвестных пока коэффициентов

∂Sj
∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=0

; r + 1 ≤ j ≤ m.

Поскольку выполняется условие (3.24), т. е. отличен от нуля определитель

матрицы, стоящей перед вектором производных

∂

∂ξ1

(
∂Sj
∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=0

)
; r + 1 ≤ j ≤ m,

то можно на поверхности ξ1 = 0 задать аналитические начальные данные для

функций
∂Sj
∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=0

; r + 1 ≤ j ≤ m,

и тогда по теореме Ковалевской однозначно определяются эти функции из си-

стемы уравнений с частными производными (3.26).

Построение последующих выводящих производных

∂k+1Hi

∂ϑk+1

∣∣∣∣
ϑ=0

;
∂k+1Sj
∂ϑk+1

∣∣∣∣
ϑ=0

; 1 ≤ i ≤ r; r + 1 ≤ i ≤ m; k = 1, ...

производится аналогичным образом:

1) уравнения (3.18) k раз дифференцируются по ϑ ; в получившиеся со-

отношения подставляются ϑ = 0 и уже найденные выводящие производные;

значения
∂k+1Hi

∂ϑk+1

∣∣∣∣
ϑ=0
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определяются из системы линейных алгебраических уравнений с отличным от

нуля определителем (3.23);

2) уравнения (3.19) (k + 1) раз дифференцируются по ϑ ; в получившиеся

соотношения подставляются ϑ = 0 и уже найденные выводящие производ-

ные, и тогда значения
∂k+1Sj
∂ϑk+1

∣∣∣∣
ϑ=0

определяются из системы уравнений с частными производными при задании

начальных условий на координатной плоскости ξ1 = 0 для этих функций с

учетом того, что отличен от нуля определитель (3.24).

При решении систем уравнений с частными производными для

∂kSj
∂ϑk

∣∣∣∣
ϑ=0

; k = 1, 2, ...

задание начальных условий при ξ1 = 0 для всех этих функций можно осуще-

ствить с помощью задания следующих соотношений:

Sj(ϑ, ξ1, ..., ξn)|ξ1=0 = S1
j (ϑ, ξ2, ..., ξn); r + 1 ≤ j ≤ m, (3.27)

где S1
j (ϑ, ξ2, ..., ξn) – заданные произвольные аналитические в некоторой ок-

рестности точки M00 функции, удовлетворяющие условию согласования с пра-

выми частями условий (3.21):

S1
j (ϑ, ξ2, ..., ξn)|ϑ=0 = S0

j (ξ1, ξ2, ..., ξn)|ξ1=0; r + 1 ≤ j ≤ m. (3.28)

Теорема. Задача (3.14) , (3.15), (3.27) при выполнении условий (3.22)–

(3.25), (3.28) и в случае аналитичности входных данных имеет в неко-

торой окрестности точки M0(ϑ = 0, ξ1,= 0, ..., ξn = 0) единственное

аналитическое решение.

Под аналитичностью входных данных задачи понимается то, что все функ-

ции, входящие в постановку задачи, являются аналитическими в некоторых

окрестностях рассматриваемой точки M00 .

Более детальное описание построения решения поставленной задачи, воз-

можный другой вид краевых условий, заданных при ξ1 = 0 , а также доказа-
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тельство теоремы приведены в работах [188, 192] и в данной диссертации не

повторяются.

Сведение других задач к характеристической задаче Коши

стандартного вида

Часто исходная начально-краевая задача хоть и является характеристи-

ческой задачей Коши стандартного вида, но явно не представлена в требуемом

виде. В этом случае необходимы некоторые действия по сведению исходной

задачи к нужному виду и последующая проверка выполнимости перечислен-

ных в теореме условий.

В задачах, имеющих содержательный, например газодинамический, смысл,

характеристическая поверхность, как правило, не является координатной плос-

костью. В общем случае она задается в виде

ϕ(t, x1, ..., xn) = 0,

где функция ϕ(t, x1, ..., xn) является аналитической в окрестности (не нару-

шая общности рассмотренрия) точки (t = 0, x1 = 0, ..., xn = 0) .

Пусть для квазилинейной аналитической системы уравнений с частными

производными

B0
∂U

∂t
+

n∑
i=n

Bi
∂U

∂xi
= C (3.29)

на поверхности ϕ(t, x1, ..., xn) = 0 заданы все искомые функции

U(t, x1, ..., xn)|ϕ=0 = U0, (3.30)

где компоненты вектора U0 являются аналитическими в окрестности начала

координат функциями.

С помощью подходящей аналитической невырожденной замены перемен-

ных

ϑ = ϕ(t, x1, ..., ξn), ξi = ϕi(t, x1, ..., xn), i = 1, 2, ..., n, (3.31)

поверхность, несущая данные для всех искомых функций, становится коорди-

натной плоскостью ϑ = 0 .
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При замене (3.31) исходная квазилинейная аналитическая система сохра-

нит и квазилинейность, и аналитичность. Начальные данные, также сохранив-

шие при замене переменных аналитичность, теперь заданы на координатной

плоскости. В результате получается следующая задача Коши:

D0
∂U

∂ϑ
+

n∑
i=n

Di
∂U

∂ξi
= C, (3.32)

U(ϑ, ξ1, ..., ξn)|ϑ=0 = U0(ξ1, ..., ξn). (3.33)

Эта задача будет характеристической, если

detD0|ϑ=0,U=U0
= 0; rangD0 = r = const > 0.

Однако совсем необязательно, чтобы был отличен от нуля минор разме-

ров r × r, стоящий именно в левом верхнем углу матрицы D0 , как требует-

ся в характеристической задаче Коши стандартного вида. Перевести в левый

верхний угол матрицы D0 отличный от нуля минор возможно с помощью пе-

рестановки строк и столбцов матрицы D0 . Это, в свою очередь, соответствует

тому, что проведено такое преобразование матрицы D0 :

T1D0T2 (3.34)

с помощью двух невырожденных матриц T1 , T2 , коэффициенты которых есть

аналитические функции от ξ1, ..., ξn . Необходимость преобразования (3.34)

требует введения вектора новых искомых функций по формуле

W = T−12 U,

т. е.

U = T2W,

а также умножения системы уравнений из задачи (3.23) слева на T1 . В ре-

зультате задача (3.32), (3.33) переходит в задачу

T1D0T2
∂W

∂ϑ
+

n∑
i=n

T1DiT2
∂W

∂ξi
+ T1

n∑
i=n

Di
∂T2
∂ξi

W = C,

W(ϑ, ξ1, ..., ξn)|ϑ=0 = W0(ξ1, ..., ξn).
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Естественно, что в элементах матриц D0 , Di (1 ≤ i ≤ n) и в компонентах

вектора C необходимо элементы вектора U заменить элементами вектора

W . При этом именно первые r компонент вектора W обозначены через Hi,

1 ≤ i ≤ r, а последние (m− r) компонент – через Sj, r + 1 ≤ j ≤ m.

При указанных переходах для выполнимости теоремы требуется, чтобы

выполнялись следующие свойства.

В матрицах

T1D0T2

∣∣∣
ϑ=0,W=W0

=

(
D O
O O

)
, T1D1T2 =

(
D11 D12

D21 D22

)
размеры матрицы D есть r × r ; O являются нулевыми матрицами соответ-

ствующих размеров; размеры матрицы D22 есть (m− r)× (m− r) и

detD22|x=O,W=W0(O) 6= 0.

С помощью матрицы

T3 =

(
O O
O E

)
,

где E – единичная матрица размеров (m−r)×(m−r), краевое условие (3.27)

записывается в виде

E3
∂W

∂ϑ

∣∣∣∣
ξ1=0

= Ψ|ξ1=0,

где Ψ – вектор, компонентами которого являются функции ψj , m − r ≤ j ≤
m . Следовательно, для исходной функции U краевое условие должно иметь

E3T
−1
2

∂U

∂ϑ

∣∣∣∣
ξ1=0

= Ψ|ξ1=0, (3.35)

и тогда задача (3.29), (3.30), (3.35) является характеристической задачей Ко-

ши стандартного вида, но, естественно, при выполнении перечисленных усло-

вий.

И, наконец, последнее важное обстоятельство, которое необходимо иметь

в виду при рассмотрении характеристической задачи Коши стандартного вида.

Число (m − r) называется кратностью характеристической поверхности,

которая до замены независимых переменных (3.31) задавалась соотношением
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ϕ(t, x1, ..., xn) = 0. Таким образом, кратность характеристической поверхно-

сти, несущей начальные значения всех искомых функций, и определяет коли-

чество функций в краевых условиях – (m − r) штук, обеспечивающих един-

ственность решения характеристической задачи Коши стандартного вида.

Некоторые особенности характеристической задачи Коши

стандартного вида и математические свойства ее решений

Принципиальная особенность рассмотренных в диссертации начально–

краевых задач заключается в следующем: в пространстве независимых пере-

менных данные для искомых функций задаются на двух поверхностях (на рис.

3.1 представлен случай с тремя независимыми переменными).

Рис. 3.1.

При этом на одной поверхности задаются значения всех искомых функ-

ций, а на второй – только для части искомых функций в количестве, равном

кратности характеристики.

Особо отмечаем, что поскольку рассматриваются квазилинейные систе-

мы уравнений с частными производными, то без задания данных на первой

поверхности для всех искомых функций заранее нельзя определить: будет ли

эта поверхность характеристикой, какова ее кратность и для каких искомых

функций надо, кроме данных на первой поверхности, задавать еще условия и

на второй поверхности.

Как и в теореме Ковалевской, область сходимости бесконечных рядов, за-

дающих решение, является локальной – некоторой окрестностью рассматри-
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ваемой точки, лежащей на пересечении двух поверхностей, несущих данные

для этой задачи. Как правило, радиус этой окрестности устанавливается с по-

мощью стандартных (достаточно грубых) оценок. И, как правило, радиусы,

оцениваемые таким образом, имеют маленькие значения. Оценить эти ради-

усы можно приближенно сравнением модулей предыдущего и последующего

члена ряда, если есть возможность сосчитать их значения. В случае конкрет-

ных характеристических задач Коши стандартного вида, встречающихся в га-

зовой динамике, область сходимости рядов бывает неограниченной по некото-

рым переменным [188]. Это можно установить в случаях, когда в явном виде

определяется структура коэффициентов рядов, как, например, это сделано в

§ 6 для задачи о плавном притоке.

В подобных случаях факт корректности поставленной начально–краевой

задачи устанавливается достаточно просто. В других случаях установление

корректности различных начально–краевых задач для нелинейных систем урав-

нений с частными производными представляется очень трудной задачей, в том

числе и потому, что во многих случаях нет даже теорем о существовании и

единственности решения. А какие-либо «параллели» со случаями линейных

задач для нелинейных задач, как правило, места не имеют.
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Глава II

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ

СПИРАЛЬНЫХ ТЕЧЕНИЙ ГАЗА

§ 4. Трехмерная нестационарная задача о плавном радиальном стоке

Теорема о возникновении положительно закрученного

трехмерного нестационарного течения при начале

плавного радиального стока

В данном параграфе рассмотрена конкретная начально-краевая задача для

системы уравнений газовой динамики. С точки зрения теории уравнений с част-

ными производными эта задача является характеристической задачей Коши.

С точки зрения газовой динамики решение рассматриваемой задачи описыва-

ет нестационарное трехмерное течение газа в условиях действия сил тяжести

и Кориолиса. Это течение возникает в покоящемся в поле тяжести газе при

начале радиального стока во внутрь цилиндра ненулевого радиуса.

С помощью соответствующих математических преобразований поставлен-

ная характеристическая задача Коши сведена к стандартному виду, для кото-

рого справедлив соответствующий аналог теоремы Ковалевской (см. § 3).

Из этой теоремы следует, что рассматриваемая задача о плавном радиальном

стоке имеет единственное локально аналитическое решение. Поэтому первые

коэффициенты бесконечного ряда, задающего это решение, правильно пере-

дают качественное поведение всего течения в начальные моменты времени.

В параграфе проанализированы свойства первых коэффициентов этих рядов.

Это, в свою очередь, позволило доказать, что при начале заданного плавно-

го радиального стока из покоящегося газа в течении сразу возникает закрутка

газа в соответствующем направлении: в случае Северного полушария – в по-

ложительном направлении, т. е. против хода часовой стрелки, а в случае Юж-

ного полушария – в отрицательном направлении (по ходу часовой стрелки).

Из натурных наблюдений (см. [108, 115, 116]) этот факт известен. Также

имеются обоснования этого факта с помощью достаточно нестрогих рассуж-

55



дений или с использованием отдельных свойств течений газа (см. [148, 149,

157]).

Однако факт возникновения в сплошной среде закрутки течения под дей-

ствием силы Кориолиса на строгом математическом уровне: постановка кон-

кретной начально-краевой задачи, имеющей требуемый газодинамический

смысл; доказательство существования и единственности ее решения; строгое

установление нужных свойств решения – установлен впервые автором данной

диссертации совместно с Баутиным С.П. Также в параграфе показано, что ес-

ли в задаче о плавном радиальном стоке положить Ω = 0 , т. е. если не учиты-

вать вращение Земли вокруг своей оси, то тогда единственное решение рас-

смотренной задачи описывает радиальное течение без всякой закрутки. Тем

самым в параграфе математически строго доказано, что закрутка воздуха в

торнадо и в тропических циклонах возникает только из-за вращения Земли

вокруг своей оси. Это и соcтавляет содержание данного параграфа.

Из приведенной в § 1 схемы течения газа в восходящем закрученном пото-

ке, которая ранее была предложена в работе [1], следует, что закрутка воздуха

в придонной части имеет принципиальное значение для течения во всем вос-

ходящем закрученном потоке.

Рассматриваемое отдельно течение в придонной части восходящего закру-

ченного потока (см. рис. 4.1 и § 1) в предположении его симметричности отно-

сительно оси восходящего закрученного потока можно трактовать как тече-

ние, расположенное вдоль горизонтальной плоскости и имеющее сток на ци-

линдре ненулевого радиуса r = r0 .

Рис. 4.1
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На рис. 4.1 область этого течения затемнена, а значение r есть расстоя-

ние, отсчитываемое вдоль поверхности Земли от оси восходящего закручен-

ного потока.

При построении этого отдельного течения со стоком не ставятся вопро-

сы о том, как и в какую сторону пойдут воздушные массы, попавшие внутрь

цилиндра радиуса r0 , т. е. течение при 0 < r < r0 здесь не исследуется.

Построение фонового течения и его звуковой характеристики

Набор функций

c = c0(z) ≡
√
c200 − (γ − 1)gz; u = 0; v = 0; w = 0 (4.1)

является решением системы (3.10), он описывает состояние покоящегося в

поле тяжести газа и далее называется фоновым течением. Здесь c00 – поло-

жительная константа, задающая значение скорости звука при z = 0 .

Особо подчеркнем, что в фоновом течении закрутки газа нет: v = 0 .

Рис. 4.2

Пусть при t = 0 вне цилиндра радиуса r = r0 , r0 = const > 0 (рис. 4.2,

на котором поверхность цилиндра помечена цифрой 1) находится покоящийся

в поле тяжести газ и с этого момента времени на поверхности цилиндра r = r0

начинается заданный с помощью аналитической в окрестности точки t = 0

функции u = uo(t) плавный радиальный сток газа внутрь цилиндра:

u(t, r, ϕ, z)|r=r0 = uo(t), uo(t)|t=0 = 0, [uo(t)]′ |t=0 = u∗ = const < 0. (4.2)

Исходя из условий (4.2), функцию uo(t) можно представить в виде

uo(t) = u∗t+ u01(t)t2
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со своей заданной аналитической функцией u01(t) .

Конфигурация возникшего течения со стоком следующая: по покоящемуся

в поле тяжести газу в сторону возрастания значений r распространяется по-

верхность звуковой C+ -характеристики. На рис. 4.2 положение этой поверх-

ности в некоторый момент времени t > 0 помечено цифрой 2. Эта поверхность

звуковой C+ -характеристики в каждый момент времени отделяет еще покоя-

щийся при бо́льших значениях r газ от области газа, начавшего при меньших

значениях r движение к границе стока – цилиндру r = r0 . На рис.4.2 область

движущегося газа затемнена. С увеличением значения z скорость звука убы-

вает (см. первую формулу в (4.1)). Поэтому верхняя часть поверхности зву-

ковой C+ -характеристики распространяется по покоящемуся в поле тяжести

газу медленнее, чем ее нижняя часть.

Можно положить, что поверхность C+ -характеристики задается в виде

C+ : r = r0 + r1(t, z), (4.3)

где функция r1(t, z) является решением следующей задачи Коши [179]:

r1t = c0(z)
√

1 + r21z; r1(t, z)|t=0 = 0, (4.4)

которая по теореме Ковалевской [188] имеет в некоторой окрестности точки

(t = 0, r = r0, z = z0) ( z0 = const , 0 ≤ z0 < c200/[(γ − 1)g] ) единственное

аналитическое решение, не зависящее от ϕ .

Построение аналитического решения задачи (4.4) приводит к такому пред-

ставлению

r1(t, z) =

[√
c200 − (γ − 1)gz

]
t+ r2(t, z)t

3 (4.5)

с некоторой аналитической функцией r2(t, z) .

Характеристическая задача Коши о плавном стоке

Для системы уравнений (3.10) на поверхности звуковой C+ -характеристики
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(4.3) ставятся условия
c(t, r, ϕ, z)|C+ =

√
c200 − (γ − 1)gz;

u(t, r, ϕ, z)|C+ = 0;

v(t, r, ϕ, z)|C+ = 0;

w(t, r, ϕ, z)|C+ = 0,

(4.6)

обеспечивающие непрерывное примыкание искомого течения к фоновому.

Кроме условий (4.6), также для системы (3.10) ставится условие (4.2).

Решение получившейся задачи (3.10), (4.6), (4.2) описывает течение газа,

расположенное между поверхностью звуковой C+ -характеристикой (4.3) и

поверхностью цилиндра r = r0 , на котором осуществляется сток газа (см.

рис. 4.2).

Замечание 4.1. В искомом течении в начальные моменты времени заведо-

мо не возникают ударные волны. Поэтому изэнтропичность искомого течения

следует из изэнтропичности исходного фонового течения.

Теорема 1. Задача (3.10), (4.6), (4.2) имеет единственное аналити-

ческое решение в некоторой окрестности точки M0 с координатами

t = 0 , r = r0 , ϕ = ϕ0 , z = z0 , где 0 ≤ ϕ0 ≤ 2π .

Доказательство теоремы

Доказательство теоремы состоит в сведении задачи (3.10), (4.6), (4.2) к

характеристической задаче Коши стандартного вида (см. § 11), для которой

справедлив соответствующий аналог теоремы Ковалевской [188, 192].

Для сведения к стандартному виду вначале делается следующая замена

переменных 
ξ = r0 + r1(t, z)− r;
ζ = r − r0;
ϕ′ = ϕ;

χ = z,

(4.7)

т. е. поверхность звуковой C+ -характеристики (4.3) берется за новую коор-

динатную плоскость ξ = 0 , а поверхность цилиндра r = r0 за другую новую
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координатную плоскость ζ = 0 .

Замена переменных (4.7) является невырожденной в некоторой окрестно-

сти рассматриваемой точки M0 , поскольку при t = 0 , z = z0 якобиан этого

преобразования равен c0(z0) , т. е. отличен от нуля.

Для обратного перехода от новых переменных к старым имеются такие ра-

венства 

t =
(ξ + ζ)√

c200 − (γ − 1)gχ
+ t2(ξ + ζ, χ)(ξ + ζ)2;

r = ζ + r0;

ϕ = ϕ′;

z = χ;

(4.8)

где функция t2(ξ+ζ, χ) является аналитической в некоторой окрестности точ-

ки (ξ = 0, ζ = 0, χ = 0) .

Первое из соотношений в (4.8) получается из представлений (4.3), (4.5):

F (t, z, r − r0) ≡
[√

c200 − (γ − 1)gz

]
t+ r2(t, z)t

3 − (r − r0) = 0

по теореме о существовании неявно заданной функции и с использованием

остальных соотношений из (4.8), а также равенства: r1(t, χ) = ξ + ζ .

Формулы для частных производных при замене (4.7) преобразуются сле-

дующим образом:

∂

∂t
= r1t

∂

∂ξ
;
∂

∂r
=

∂

∂ζ
− ∂

∂ξ
;

∂

∂ϕ
=

∂

∂ϕ′
;
∂

∂z
=

∂

∂χ
+ r1z

∂

∂ξ
.

Естественно, что в этих формулах значения производных r1t и r1z надо запи-

сать через новые переменные:

r1t =
√
c200 − (γ − 1)gχ+ r3(ξ + ζ, χ)(ξ + ζ)2, (4.9)

r1z = − (γ − 1)g

2
√
c200 − (γ − 1)gχ

(ξ + ζ) + r4(ξ + ζ, χ)(ξ + ζ)2 (4.10)

со своими аналитическими в некоторой окрестности точки (ξ = 0, ζ = 0, χ =

= 0) функциями r3(ξ + ζ, ζ) , r4(ξ + ζ, ζ) . Заметим, что от переменной ϕ′ вы-

ражения (4.9), (4.10) не зависят. Далее штрих у ϕ опускается.
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Для удобства дальнейших преобразований третье и четвертое уравнения

системы (3.10) записываются как первое и второе и в полученной системе де-

лается замена переменных (4.7):

(r1t − u+ r1zw)vξ + uvζ + uv
(ζ + r0)

+ v
(ζ + r0)

vϕ+

+wvχ + 2c
(γ − 1)(ζ + r0)

cϕ = −au+ bw sinϕ;

(r1t − u+ r1zw)wξ + uwζ + v
(ζ + r0)

wϕ + wwχ+

+ 2c
(γ − 1)

cχ + 2r1zc
(γ − 1)

cξ = bu cosϕ− bv sinϕ− g;

(r1t − u+ r1zw)cξ + ucζ + v
(ζ + r0)

cϕ + wcχ+

+
(γ − 1)

2 c

[
uζ − uξ + u

(ζ + r0)
+

vϕ
(ζ + r0)

+ wχ + r1zwξ

]
= 0;

(r1t − u+ r1zw)uξ + uuζ + v
(ζ + r0)

uϕ − v2

(ζ + r0)
+

+wuχ + 2c
(γ − 1)

cζ − 2c
(γ − 1)

cξ = av − bw cosϕ.

(4.11)

Начальные условия (4.6), заданные на C+ -характеристике, становятся

такими:

v|ξ=0 = 0; w|ξ=0 = 0; c|ξ=0 =
√
c200 − (γ − 1)gχ; u|ξ=0 = 0, (4.12)

а краевое условие (4.2) с учетом первого из соотношений (4.8) и представле-

ния: uo(t) = u∗t+ u01(t)t2 – переходит в такое:

u|ζ=0 =
u∗√

c200 − (γ − 1)gχ
ξ + u01(ξ, χ)ξ2, (4.13)

где функция u01(ξ, χ) считается заданной и аналитической в некоторой окрест-

ности точки (ξ = 0, χ = z0) .
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Система (4.11) в векторно-матричном виде имеет следующее представле-

ние:

AUξ +BUζ + CUχ +DUϕ = G,

где, в частности,

A =


r1t − u+ r1zw; 0; 0; 0

0; r1t − u+ r1zw; 2r1zc
(γ − 1)

; 0

0;
(γ − 1)r1zc

2 ; r1t − u+ r1zw; −(γ − 1)c
2

0; 0; − 2c
(γ − 1)

; r1t − u+ r1zw

 ;

B =


u; 0; 0; 0

0; u; 0; 0

0; 0; u;
(γ − 1)c

2
0; 0; 2c

(γ − 1)
; u

 ; U =


v

w

c

u

 .

Чтобы показать, что рассматриваемая характеристическая задача Коши

(4.11)–(4.13) сводится к стандартному виду, достаточно подобрать невырож-

денные матирцы T1 и T2 , зависящие от ζ , χ , ϕ и такие, что произведения

(T1AT2)|ξ=0 и (T1BT2)|ξ=0 имеют требуемый вид. А именно:

(T1AT2)|ξ=0 =


q11 q12 q13 0

q21 q22 q23 0

q31 q32 q33 0

0 0 0 0

 ; (T1BT2)|ξ=0 =


s11 s12 s13 s14

s21 s22 s23 s24

s31 s32 s33 s34

s41 s42 s43 s44


и при этом

detQ =


∣∣∣∣∣∣∣∣
q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ=0,χ=z0,ϕ=ϕ0

6= 0; s44|ζ=0,χ=z0,ϕ=ϕ0
6= 0.

Кроме того, требуется, чтобы задание условия (4.13) было эквивалентно

заданию соответствующего условия при ζ = 0 для последней компоненты
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вектора

T−12 U = W =


W1

W2

W3

W4

 .

Требуемые матрицы T1 и T2 имеют следующий вид:

T1 =


1; 0; 0; 0

0; 1; 0; 0

0; 0; 1; 0

0; − (r1z|ξ=0) ; 2
(γ − 1)

√
1 + (r1z|ξ=0)

2; 1

 , detT1 = 1 6= 0;

T2 =


1; 0; 0; 0

0; 1; 0; − (r1z|ξ=0)

0; 0; 1;
(γ − 1)

2

√
1 + (r1z|ξ=0)

2

0; 0; 0; 1

 , detT2 = 1 6= 0;

T−12 =


1; 0; 0; 0

0; 1; 0; (r1z|ξ=0)

0; 0; 1; −(γ − 1)
2

√
1 + (r1z|ξ=0)

2

0; 0; 0; 1

 .

Тогда матрица T1 (A|ξ=0)T2 имеет нужное представление:

T1 (A|ξ=0)T2 =


(r1t|ξ=0) ; 0; 0; 0

0; (r1t|ξ=0) ;
2 (r1z|ξ=0) c0(χ)

(γ − 1)
; 0

0;
(γ − 1) (r1z|ξ=0) c0(χ)

2 ; (r1t|ξ=0) ; 0

0; 0; 0; 0


и стоящий в ее левом верхнем углу минор, размеров 3× 3 ,∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(r1t|ξ=0) ; 0; 0

0; (r1t|ξ=0) ;
2 (r1z|ξ=0) c0(χ)

(γ − 1)

0;
(γ − 1) (r1z|ξ=0) c0(χ)

2 ; (r1t|ξ=0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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= (r1t|ξ=0)
[
(r1t|ξ=0)

2 − (r1z|ξ=0)
2 c20(χ)

]
= c30(χ)

√
1 + (r1z|ξ=0)

2

при ξ = ζ = 0, χ = z0 равен c30(z0) и, следовательно, отличен от нуля в неко-

торой окрестности точки M0 . Приведенное представление минора получено с

учетом соотношения (4.4).

У матрицы

T1 (B|ξ=0)T2 =


0; 0; 0; 0

0; 0; 0; 0

0; 0; 0;
(γ − 1)c0(χ)

2

0; 0;
2c0(χ)
(γ − 1)

; 2c0(χ)
√

1 + (r1z|ξ=0)
2


стоящий в правом нижнем углу элемент при ζ = ξ = 0, χ = z0 имеет значение

2c0(z0) и, следовательно, отличен от нуля в некоторой окрестности точки M0 .

Вид вектора W такой

W = T−12 U =


v

w + (r1z|ξ=0)u

c− (γ − 1)
2

√
1 + (r1z|ξ=0)

2 u

u

 =


W1

W2

W3

W4

 .

Поскольку W4 – последняя координата получившегося вектора W – совпа-

дает с функцией u , то краевое условие (4.13) переходит в краевое условие для

функции W4 .

Таким образом, характеристическая задача Коши (4.11)–(4.13) приведена

к стандартному виду [188, 192], и теорема доказана.

Одно свойство решения рассматриваемой задачи

Для обоснования одного конкретного свойства решения характеристиче-

ской задачи Коши (4.11)–(4.13) строятся и анализируются первые коэффи-

циенты ряда

U(ξ, ζ, ϕ, χ) =
∞∑
k=0

Uk(ζ, ϕ, χ)
ξk

k!
; Uk(ζ, ϕ, χ) =

(
∂kU

∂ξk

)∣∣∣∣
ξ=0

,
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задающего решение рассматриваемой начально-краевой задачи. При этом ко-

эффициент U0 определяется начальными условиями (4.12).

В системе (4.11) полагается ξ = 0 и учитываются равенства (4.12):



(r1t|ξ=0) v1 = 0,

(r1t|ξ=0)w1 +
2c0(χ)
(γ − 1)

c′0(χ) +
2 (r1z|ξ=0) c0(χ)

(γ − 1)
c1(χ) = −g,

(r1t|ξ=0) c1 −
(γ − 1)c0(χ)

2 u1 +
(γ − 1)c0(χ) (r1z|ξ=0)

2 w1(χ) = 0,

(r1t|ξ=0)u1 −
2c0(χ)
(γ − 1)

c1 = 0.

(4.14)

Поскольку фоновое течение является решением системы (3.10), то

2

(γ − 1)
c0(χ)c′0(χ) = −g,

и из (4.14) получаются следующие три соотношения:
v1 = 0,

w1 = −2 (r1z|ξ=0) c0(χ)
(γ − 1) (r1t|ξ=0)

c1,

c1 =
(γ − 1) (r1t|ξ=0)

2c0(χ)
u1,

так как после исключения из последних двух уравнений системы (4.14) вели-

чины w1 эти уравнения становятся пропорциональными и одно из них отбра-

сывается.

Таким образом, имеют место такие равенства

v1 = 0; w1 = − (r1z|ξ=0)u1; c1 =
(γ − 1)

2

√
1 + (r1z|ξ=0)

2 u1. (4.15)

Последнее равенство в (4.15) получено с учетом соотношения (4.4).

Чтобы узнать значение коэффициента u1 при ζ = 0 , χ = z0 , необходимо

краевое условие (4.13) продифференцировать по ξ и положить в получившем-

ся равенстве ξ = 0 , χ = z0 :

u1|ζ=0,χ=z0 =
u∗

c0(z0)
< 0. (4.16)

Отсюда, в частности, следует, что при всех значениях 0 ≤ ϕ ≤ 2π

u1ϕ|ζ=0,χ=z0 = 0. (4.17)
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Для получения коэффициента v2 первое уравнение системы (4.11) диф-

ференцируется по ξ , полагается ξ = 0 и учитываются компоненты вектора

U0 :

(r1t|ξ=0) v2 +
2c0(χ)

(γ − 1)(ζ + r0)
c1ϕ = −au1 + bw1 sinϕ.

С учетом соотношений (4.15) и независимости от ϕ функций c0(χ) , r1t|ξ=0

получается следующее равенство:

v2 =
(−1)

(r1t|ξ=0)

{
(r1t|ξ=0)

(ζ + r0)
u1ϕ + [a+ b (r1z|ξ=0) sinϕ]u1

}
. (4.18)

Для установления одного конкретного свойства решения характеристиче-

ской задачи Коши (4.11)–(4.13) явный вид коэффициентов w1 , c1 , u1 не ну-

жен.

Если в представлении (4.18) для v2 полагается ζ = 0 , χ = z0 , учитыва-

ются соотношения (4.9), (4.10), (4.17), то при всех значениях 0 ≤ ϕ ≤ 2π оно

переходит в такое представление:

v2|ζ=χ=0 = −2Ω sinψ

c00
(u1|ζ=0,χ=z0) . (4.19)

Из формулы (4.19) и с учетом неравенства (4.16) следует, что в Северном

полушарии, где sinψ > 0 ,

∂2v

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=ζ=0,χ=z0

= v2|ζ=0,χ=z0 > 0, (4.20)

а в Южном полушарии, где sinψ < 0 ,

∂2v

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=ζ=0,χ=z0

= v2|ζ=0,χ=z0 < 0 (4.21)

при всех значениях 0 ≤ ϕ ≤ 2π .

С учетом формул для преобразования производных, а также нулевых зна-

чений v0 , v1 получаются следующие значения для первых двух производных

функции v , выводящих со звуковой C+ -характеристики:

∂v

∂r

∣∣∣∣
C+

=

(
∂v

∂ζ
− ∂v

∂ξ

)∣∣∣∣
ξ=0

= v0ζ − v1 = 0,

∂2v

∂r2

∣∣∣∣
C+

=

(
∂2v

∂ζ2
− 2

∂2v

∂ζ∂ξ
+
∂2v

∂ξ2

)∣∣∣∣
ξ=0

= v0ζζ − 2v1ζ + v2 = v2.
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На рис. 4.3 с учетом установленных знаков выводящих с C+ -характерис-

тики производных (для v взят случай Северного полушария) показано каче-

ственное поведение u , v в ее окрестности в некоторый момент времени t = t1 :

t1 > 0 .

Рис. 4.3

Таким образом, с учетом неравенств (4.20), (4.21) доказано, что

в задаче о стоке при всех 0 ≤ ϕ ≤ 2π в некоторой окрестности зву-

ковой C+ -характеристики, начиная с момента времени t = 0 , возни-

кает закрутка газа: в положительном направлении для течения в Се-

верном полушарии и в отрицательном направлении в случае Южного

полушария.

Последний установленный факт есть строгое математическое обоснование

результатов соответствующих экспериментов в части возникновения закрутки

газа и направления этой закрутки для модели идеального политропного газа.

В экспериментах, проводимых под руководством А. Ю. Вараксина в Объ-

единенном институте высоких температур РАН, г. Москва (Северное полуша-

рие), восходящий конвективный поток воздуха закручивается в положитель-

ном направлении [99–113].

В экспериментах, проведенных в Екатеринбурге [54, 97] (Северное полу-

шарие), с помощью вентилятора вытяжного действия, помещенного на верх-

ний край вертикально расположенной трубы, в ней был создан стабильный

восходящий поток. Наличие восходящего потока привело к возникновению в

придонной части как радиального, так и окружного движения воздуха, закру-

ченного в положительном направлении.

В экспериментах по возникновению закрутки воды в ванной при ее сливе
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через нижнее отверстие в случае Северного полушария (Бостон, штат Мас-

сачусетс, США) закрутка сливающейся воды происходит в положительном

направлении [181] (см. также [182]). В случае Южного полушария (Сидней,

Австралия) закрутка сливающейся воды происходит в отрицательном направ-

лении [183].

Естественно, что построенный начальный отрезок ряда трудно использо-

вать для детального сопоставления решения задачи о плавном стоке со зна-

чениями газодинамических параметров, полученных в экспериментах. Для по-

добного детального сопоставления задачу о стоке необходимо решать числен-

но.

Замечание 4.2. Если в системе (3.10) не учитывать влияние силы Корио-

лиса, т. е. положить Ω = 0 , то тогда a = b = 0 и в решении задачи (3.10),

(4.6), (4.2) окружная скорость будет тождественным нулем: v ≡ 0 . Как и в

задаче о радиальном притоке, рассмотренной в § 5. Следовательно, в случае

отсутствия действия силы Кориолиса, т. е. в случае неучета вращения Земли

вокруг своей оси, никакой закрутки газа при радиальном стоке не возникает.

Поэтому возникновение закрутки газа в задаче о плавном радиаль-

ном стоке есть следствие только вращения Земли вокруг своей оси.
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§ 5. Трехмерная задача о заданном радиальном притоке в окрестности

непроницаемой горизонтальной плоскости

В данном параграфе для системы уравнений газовой динамики (3.10) рас-

смотрена одна конкретная характеристическая задача Коши с начальными дан-

ными на горизонтальной плоскости z = 0 . При этом полагается равным нулю

значение вертикальной составляющей w вектора скорости газа при z = 0 .

Это означает, что газ через плоскость z = 0 не течет, т. е. эта плоскость яв-

ляется непроницаемой для газа. В газовой динамике такие поверхности на-

зывают контактными. Для системы уравнений газовой динамики контактная

поверхность заведомо является характеристикой. В случае общих простран-

ственных изэнтропических течений кратность контактной характеристики рав-

на двум. Поэтому для того, чтобы рассматриваемая задача с начальными дан-

ными при z = 0 имела единственное решение, необходимо на другой поверх-

ности задавать два дополнительных условия.

Здесь это будут условия на радиальную u и на окружную v компоненты

вектора скорости газа. Задаваться они будут на некотором цилиндре ненуле-

вого радиуса r = rin , rin = const > 0 . Для большей простоты детальнее будет

рассмотрен случай, когда радиальная составляющая u вектора скорости га-

за будет полагаться постоянным отрицательным числом, а окружная

v – нулем. С точки зрения газовой динамики это означает, что через поверх-

ность цилиндра в его внутреннюю область происходит заданный постоянный

радиальный приток газа, не имеющего закрутку.

Показано, что при этих дополнительных условиях рассматриваемая ха-

рактеристическая задача Коши имеет единственное локально-аналитическое

решение и его можно представить в виде бесконечного сходящегося ряда по

степеням z . Коэффициенты этого ряда зависят от остальных независимых пе-

ременных t , r , ϕ .

Как и для любой характеристической задачи Коши, функции, задающие

начальные значения искомых функций на поверхности характеристики (в дан-

ном случае – на плоскости z = 0 ) не могут быть взяты произвольными. Они
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должны удовлетворять так называемым необходимым условиям разрешимо-

сти рассматриваемой характеристической задачи Коши. В случае контактной

характеристики, имеющей кратность два, этих условий также два. Они име-

ют вид двух уравнений с частными производными, которым должны удовле-

творять заданные при z = 0 начальные данные для трех искомых функций:

скорости звука c и компонент u , v вектора скорости газа.

В параграфе эта система из двух уравнений для трех неизвестных функ-

ций дополняется третьим уравнением, имеющим конкретный газодинамиче-

ский смысл. Это третье уравнение есть дифференциальная форма закона со-

хранения массы для плоских течений, т. е. для течений, расположенных в плос-

кости z = 0 . Показано, что у получившейся системы из трех уравнений можно

построить частное решение, зависящее только от r и передающее на поверх-

ности цилиндра притока нужные значения для u и v . Полученная система

трех уравнений также имеет решения, зависящие только от t , r и не завися-

щие от ϕ , которые описывают уже нестационарные плоские течения.

Газодинамическая задача

Исследование любого процесса начинается с постановки физической за-

дачи, ее модели, или, выражаясь языком газовой динамики, с задания газоди-

намической конфигурации.

Глядя на фотографию тропического циклона, сделанного из космоса (см.

рис. 5.1), можно сделать вывод об определенной симметричности потока от-

носительно его центра. Кроме этого, достаточно определенно можно выска-

зать предположение, что основное течение, имеющее конечный радиус r =

= rin , вращается, а во внешней, по отношению ко вращающейся части, об-

ласти большое движение не наблюдается. И, наконец, в центральной части

потока, имеющей свой радиус r = r0 , серьезное движение воздуха не фикси-

руется. Также принципиальным является тот факт, что поток расположен над

непроницаемой для воздуха подстилающей поверхностью воды или суши.
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Рис. 5.1

Если предположить, что восходящий закрученный поток имеет структу-

ру, изображенную на рис. 5.2, то наблюдаемое течение (см. рис. 5.1) является

придонной частью восходящего закрученного потока, которая на рис. 5.2 за-

темнена.

Рис. 5.2

Постановка начально-краевой задачи

Постановка математической начально-краевой задачи, решение которой

моделирует описанное течение, следующая.

Рассматривается система уравнений газовой динамики при учете действия

силы тяжести и Кориолиса, записанная в цилиндрических координатах (r, ϕ, z)

для изэнтропических течений политропного газа и имеющая следующий вид

(см. § 3):
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

ct + ucr + v
rcϕ + wcz +

(γ − 1)
2 c

(
ur + u

r +
vϕ
r + wz

)
= 0,

ut + uur + v
ruϕ −

v2
r + wuz + 2

(γ − 1)
ccr = av − bw cosϕ,

vt + uvr + uv
r + v

rvϕ + wvz + 2
(γ − 1)

c
rcϕ = −au+ bw sinϕ,

wt + uwr + v
rwϕ + wwz + 2

(γ − 1)
ccz = bu cosϕ− bv sinϕ− g.

(5.1)

Здесь t – время; c = ρ(γ−1)/2 – скорость звука газа; ρ – плотность га-

за; γ = const > 1 – показатель политропы газа; u , v , w – радиальная,

окружная и вертикальная составляющие вектора скорости газа соответствен-

но; a = 2Ω sinψ ; b = 2Ω cosψ ; Ω = |Ω| – модуль вектора угловой скорости

вращения Земли вокруг своей оси; ψ – широта точки на поверхности Земли, в

которой находится начало цилиндрической системы координат, вращающей-

ся вместе с Землей. Предполагается, что sinψ 6= 0 , т.е. начало координат не

лежит на экваторе.

Для системы (5.1) на плоскости z = 0 ставятся следующие начальные

данные: 
c(t, r, ϕ, z)|z=0 = c0(t, r, ϕ),

u(t, r, ϕ, z)|z=0 = u0(t, r, ϕ),

v(t, r, ϕ, z)|z=0 = v0(t, r, ϕ),

w(t, r, ϕ, z)|z=0 = 0,

(5.2)

где функции c0(t, r, ϕ) , u0(t, r, ϕ) , v0(t, r, ϕ) считаются аналитическими в об-

ласти

Θ :
{
t ≥ 0; r0 ≤ r ≤ rin; 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
; 0 < r0 < rin,

пока не определены, но с обязательным условием: c0 ≥ c00 = const > 0 в

области Θ .

Последнее из начальных условий (5.2) обеспечивает условие непротека-

ния газа через плоскость z = 0 . В этом случае поверхность z = 0 являет-
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ся контактной поверхностью и, поскольку рассматриваются изэнтропические

течения газа, то контактная поверхность для системы уравнений газовой ди-

намики является характеристикой кратности два [188] и задача (5.1), (5.2) яв-

ляется характеристической задачей Коши [188].

Рис. 5.3

Для обеспечения единственности решения характеристической задачи Ко-

ши (5.1), (5.2) необходимо задать два дополнительных условия [188], напри-

мер, вида{
u(t, r, ϕ, z)|r=rin = uo(t, ϕ, z); uo(0, ϕ0, 0) = uin = const < 0;

v(t, r, ϕ, z)|r=rin = vo(t, ϕ, z);
(5.3)

с аналитическими функциями uo(t, ϕ, z) , vo(t, ϕ, z) , согласованными с усло-

виями (5.2) при z = 0 , r = rin . Неравенство

uo(0, ϕ0, 0) = uin = const < 0

обеспечивает приток газа снаружи в область Θ . Область Θ , в которой будет

строиться решение поставленной задачи без учета изменения переменной t ,

схематично изображена на рис. 5.3.

Для того, чтобы поставленная задача (5.1)–(5.3) имела решение, требует-

ся выполнение необходимых условий разрешимости характеристической за-

дачи Коши [188], которые получаются следующим образом.

Если в системе (5.1) положить z = 0 и учесть начальные условия (5.2), то
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получаются такие четыре соотношения:

c0t + u0c0r + v0
r c0ϕ +

(γ − 1)
2 c0

(
u0r + u0

r +
v0ϕ
r + w1

)
= 0,

u0t + u0u0r + v0
r u0ϕ −

v20
r + 2

(γ − 1)
c0c0r = av0,

v0t + u0v0r + u0v0
r + v0

r v0ϕ + 2
(γ − 1)

c0
r c0ϕ = −au0,

2
(γ − 1)

c0c1 = bu0 cosϕ− bv0 sinϕ− g.

(5.4)

где

U0 = U|z=0; U1 =
∂U

∂z

∣∣∣∣
z=0

; U = (c, u, v, w)

Из первого и четвертого уравнения определяются w1 и c1 :

w1 = − 2
(γ − 1)c0

(
c0t + u0c0r + v0

r c0ϕ
)
− u0r − u0

r −
v0ϕ
r ,

c1 =
(γ − 1)

2c0
(bu0 cosϕ− bv0 sinϕ− g) .

(5.5)

А второе и третье соотношения
u0t + u0u0r + v0

r u0ϕ −
v20
r + 2

(γ − 1)
c0c0r = av0,

v0t + u0v0r + u0v0
r + v0

r v0ϕ + 2
(γ − 1)

c0
r c0ϕ = −au0

(5.6)

являются необходимыми условиями разрешимости рассматриваемой харак-

теристической задачи Коши. Если предполагать существование решения у за-

дачи (5.1)–(5.3), то эти два выписанных соотношения (5.6) должны выпол-

няться. То есть эти два соотношения накладывают на первые три условия из

начальных данных (5.2) при z = 0 соответствующие ограничения: c0 , u0 , v0

не могут быть произвольными, а должны удовлетворять этим двум выписан-

ным соотношениям (5.6).
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Теорема о существовании и единственности решения

у поставленной начально-краевой задачи

Теорема 2. Задача (5.1)–(5.3) есть характеристическая задача Ко-

ши стандартного вида с данными на характеристике кратности два,

имеющая в случае аналитичности всех входных данных единственное

аналитическое решение при выполнении необходимых условий разре-

шимости характеристической задачи Коши (5.6) с аналитическими функ-

циями uo(t, ϕ, z) , vo(t, ϕ, z) , согласованными с условиями (5.2) при z = 0 ,

r = rin : {
u0(t, r, ϕ)|r=rin = uo(t, ϕ, z)|z=0,

v0(t, r, ϕ)|r=rin = vo(t, ϕ, z)|z=0.
(5.7)

Аналитическое решение существует в некоторой окрестности точ-

ки M0 с координатами (t = 0, r = rin, ϕ = ϕ0, z = 0) , где ϕ0 – любое

значение из отрезка [0, 2π] .

Решение задачи (5.1)–(5.3) описывает течение газа в окрестности непро-

ницаемой плоскости z = 0 , когда через поверхность вертикального цилиндра

заданного ненулевого радиуса r = rin осуществляется заданный приток газа

(рис. 5.2). В частности, условия (5.3) можно брать такими:

u(t, r, ϕ, z)|r=rin = uin = const < 0; v(t, r, ϕ, z)|r=rin = 0 (5.8)

при соответствующих условиях согласования

u0(t, r, ϕ)|r=rin = uin, v0(t, r, ϕ)|r=rin = 0. (5.9)

Приведенные условия (5.8) передают заданный на поверхности цилиндра r =

= rin постоянный приток газа во внутреннюю область, ограниченную этим

цилиндром. При этом на поверхности цилиндра притока r = rin газ закрутку

не имеет.

Доказательство теоремы проводится сведением задачи (5.1)–(5.3) к ха-

рактеристической задаче Коши стандартного вида [188]. Для этого четвертое

уравнение в системе (5.1) переставляется на первое место; делается замена
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переменных

t = t′; ζ = r − r0; ϕ = ϕ′; z = z′;

и переставляются слагаемые в уравнениях.

В результате вместо задачи (5.1)–(5.3) получается следующая, эквива-

лентная ей, задача (5.10)–(5.12):

2
(γ − 1)

ccz + wwz + uwζ + v
ζ + r0

wϕ + wt = bu cosϕ− bv sinϕ−

−g,

wcz +
(γ − 1)

2 cwz + ucζ +
(γ − 1)

2 cuζ + v
ζ + r0

cϕ+

+
(γ − 1)

2 c
vϕ

ζ + r0
+ ct = −(γ − 1)

2
u

ζ + r0
,

wuz + 2
(γ − 1)

ccζ + uuζ + v
ζ + r0

uϕ + ut = av − bw cosϕ+

+ v2

ζ + r0
,

wvz + uvζ + 2
(γ − 1)

c
ζ + r0

cϕ + v
ζ + r0

vϕ + vt = −au+ bw sinϕ−

− uv
ζ + r0

,

(5.10)

W|z=0 = W0; (5.11)

u|ζ=0 = uo; v|ζ=0 = vo; (5.12)

W =


c

w

u

v

 ;

где штрихи у независимых переменных опущены для облегчения написания.

В векторно-матричной форме система (5.10) такая:

A
∂W

∂z
+B

∂W

∂ζ
+ C

∂W

∂ϕ
+D

∂W

∂t
= F,
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где матрицы A , B имеют следующий вид:

A =


2

γ−1c w 0 0

w γ−1
2 c 0 0

0 0 w 0

0 0 0 w

 ; B =


0 u 0 0

u 0 γ−1
2 c 0

2
γ−1c 0 u 0

0 0 0 u


При z = 0 и учете начальных условий, в том числе w0 = 0 , в матрице

A|z=0 минор размеров 2 × 2 , стоящий в левом верхнем углу, отличен от нуля,

поскольку c0 ≥ c00 > 0 , а все остальные элементы в матрице A|z=0 , окаймля-

ющие этот минор, тождественно равны нулю.

В матрице B|M0
стоящий в правом нижнем углу минор размеров 2 × 2

отличен от нуля, поскольку u|M0
< 0 (см. (5.3) и (5.8)).

Вид характеристической задачи Коши (5.1)–(5.3) оказался относительно

простым, и поэтому искать матрицы T1 , T2 , как того требует переход к харак-

теристической задаче Коши стандартного вида [188], не надо. Роль этих мат-

риц выполнили перестановка уравнений в системе и перестановки слагаемых

в уравнениях.

Следовательно, для задачи (5.10)–(5.12) справедлив соответствующий ана-

лог теоремы Ковалевской [188], и поэтому теорема доказана.
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§ 6. Построение решений задачи о притоке в виде бесконечного

ряда по степеням z

В параграфе описана процедура построения коэффициентов бесконечного

ряда (5.13) с тем, чтобы в дальнейшем конечный отрезок этого ряда применить

для приближенного описания течений газа в придонных частях торнадо и тро-

пического циклона.

Благодаря тому, что системы, при решении которых однозначно опреде-

ляются последующие за нулевыми коэффициенты ряда по степеням z , яв-

ляются линейными, удалось применить процедуру разделения переменных и

зависимость последующих коэффициентов от ϕ выразить в явном виде че-

рез гармоники от ϕ . В результате коэффициенты рядов для функций u и v в

стационарном случае определяются из линейных систем обыкновенных диф-

ференциальных уравнений или в нестационарном случае из линейных систем

уравнений с частными производными по t и r . Единственность решений этих

систем дифференциальных уравнений получается при удовлетворении на по-

верхности цилиндра заданному режиму притока газа. После этого коэффици-

енты рядов для c и для w находятся также единственным образом, но уже из

явных алгебраических уравнений.

В параграфе приведены коэффициенты рядов для функций u и v при сте-

пенях по z3 включительно. А также коэффициенты при степенях по z4 вклю-

чительно для функций c , w .

Построение коэффициентов c0 , u0 , v0 ряда (5.13)

Для построения коэффициентов c0 , u0 , v0 необходимые условия разре-

шимости (5.6) задачи (5.1) – (5.3) дополняются конкретным уравнением. Это

уравнение является дифференциальной формой закона сохранения массы у

течения с параметрами c0 , u0 , v0 , расположенного в плоскости z = 0 . Оно

получается из соотношения (5.5), если в нем положить w1 = 0 .

В результате получается следующая система дифференциальных уравне-

ний
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

c0t + u0c0r + v0
r c0ϕ +

(γ − 1)
2 c0

(
u0r + u0

r +
v0ϕ
r ) = 0,

u0t + u0u0r + v0
r u0ϕ −

v20
r + 2

(γ − 1)
c0c0r = av0,

v0t + u0v0r + u0v0
r + v0

r v0ϕ + 2
(γ − 1)

c0
r c0ϕ = −au0,

(6.1)

Вначале рассматривается стационарный случай, когда решение системы

(6.1) зависит только от переменной r :

c0 = c0(r); u0 = u0(r); v0 = v0(r),

Для этого в системе (6.1) полагается ∂/∂t = ∂/∂ϕ = 0 , и она переходит в

следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

u0(r)c
′
0(r) +

(γ − 1)
2 c0(r)

[
u′0(r) +

u0(r)
r

]
= 0;

u0(r)u
′
0(r)−

v20(r)
r + 2

(γ − 1)
c0(r)c

′
0(r) = av0(r);

u0(r)v
′
0(r) +

u0(r)v0(r)
r = −au0(r).

(6.2)

Начальные условия для нее можно положить такими:

c0(r)|r=rin = 1; u0(r)|r=rin = uin = const < 0; v0(r)|r=rin = 0. (6.3)

т. е. рассмотреть (см. формулы (5.8) и (5.9)) случай заданного постоянного

притока газа, не имеющего закрутку.

Стационарные решения системы (6.2), т. е. не зависящие от времени ре-

шения, имеют следующий вид:
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c0(r) =

[
A

ru0(r)

](γ−1)/2
;

F (r, u0) ≡ 2
(γ − 1)

(
A
ru0

)(γ−1)
+ u20 −B +

a2r4in
4r2

+ a2
4 r

2 = 0;

v0(r) =
a(r2in − r2)

2r , v(rin) = 0, v0(r) 6= 0 при r 6= rin;

(6.4)

A , B , rin – const. Функция u0(r) задается в неявном виде с помощью второ-

го соотношения из (6.4). Достаточное условие существования функции, неяв-

но заданной функциональным уравнением F (r, u) = 0 , имеет вид:

r(u20 − c20) 6= 0.

Заметим, что эффективнее определять значения функций c0(r) , u0(r) не

из формул (6.4), а при численном построении решений соответствующей си-

стемы обыкновенных дифференциальных уравнений, получающейся из систе-

мы (6.2) при записи ее в нормальной форме и при учете формулы для v0(r) :

c′0 = −(γ − 1)
2 c0

[
u20 +

a2(r4in − r4)
4r2

]
r(u20 − c20)

,

u′0 = u0

[
c20 +

a2(r4in − r4)
4r2

]
r(u20 − c20)

.

(6.5)

Начальные данные для этой системы обыкновенных дифференциальных урав-

нений задаются первыми двумя соотношениями из (6.3).

Численное построение функций c0(r) , u0(r) приведено в § 10, 11.

Таким образом, коэффициенты U0 и w1 , c1 определяются единственным

образом и, в частности,

w1 = 0;

c1 = c1(r, ϕ) ≡ c10(r) + c11(r) cosϕ+ c12(r) sinϕ, (6.6)
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где

c10 = −g (γ − 1)

2

1

c0(r)
; c11 = b

(γ − 1)

2

u0(r)

c0(r)
; c12 = −b(γ − 1)

2

v0(r)

c0(r)
.

При решении системы (6.1) в нестационарном случае можно предполо-

жить отсутствие зависимости от переменной ϕ : ∂/∂ϕ = 0 – и тогда получив-

шаяся система допускает переход к эквивалентной ей системе обыкновенных

дифференциальных уравнений.

После определения в нестационарном случае коэффициентов c0(t, r) ,

u0(t, r) , v0(t, r) , коэффициент c1(t, r) имеет вид (6.6), в котором функции c0 ,

c10 , c11 , c12 уже зависят и от r , и от t . Коэффициент w1 и в нестационарном

случае положен тождественно равным нулю.

Построение коэффициентов c2 , u1 , v1 , w2 ряда (5.13)

Чтобы получить уравнения для коэффициентов c2 , u1 , v1 , w2 , необходи-

мо систему (5.1) продифференцировать по z , положить z = 0 и учесть то, что

значения U0 и c1 , w1 считаются известными:

c1t + u0c1r + u1c0r +
v0
r
c1ϕ +

(γ − 1)

2
c1

(
u0r +

u0
r

)
+

+
(γ − 1)

2
c0

(
u1r +

u1
r

+
v1ϕ
r

+ w2

)
= 0;

u1t + u1u0r + u0u1r +
v0
r
u1ϕ −

2v0v1
r

+
2

(γ − 1)
c1c0r +

2

(γ − 1)
c0c1r = av1;

v1t + u1v0r + u0v1r +
u1v0
r

+
u0v1
r

+
v0
r
v1ϕ +

2

(γ − 1)

c0
r
c1ϕ = −au1;

2

(γ − 1)
c21 +

2

(γ − 1)
c0c2 = bu1 cosϕ− bv1 sinϕ.

Из первого и четвертого полученных уравнений коэффициенты w2 и c2

определяются в явном виде через u1 , v1 :

w2 = − 2

(γ − 1)

1

c0

{
c1t + u0c1r + u1c

′
0(r) +

v0(r)

r
c1ϕ+

+
(γ − 1)

2
c1

[
u′0(r) +

u0(r)

r

]
+

(γ − 1)

2
c0(r)

(
u1r +

u1
r

+
v1ϕ
r

)}
; (6.7)
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c2 =
(γ − 1)

2

1

c0

[
bu1 cosϕ− bv1 sinϕ− 2

(γ − 1)
c21

]
. (6.8)

Второе и третье уравнения, полученные выше после дифференцирования

по z системы (5.1), являются для коэффициентов u1 , v1 линейной системой

уравнений с частными производными. Линейность этих уравнений, а также

вид коэффициента c1 позволяют разделить переменные и находить коэффи-

циенты u1 , v1 в следующей форме:

u1 = u10(t, r) + u11(t, r) cosϕ+ u12(t, r) sinϕ,

v1 = v10(t, r) + v11(t, r) cosϕ+ v12(t, r) sinϕ.
(6.9)

После подстановки соотношений (6.9) в уравнения для u1 , v1 и соответ-

ствующей группировки слагаемых приравниваются нулю коэффициенты при

cosϕ , при sinϕ и слагаемые, не зависящие от ϕ .

В результате получается следующая система уравнений для искомых u10 ,

u11 , u12 , v10 , v11 , v12 :

u10t + u0ru10 + u0u10r −
2v0
r
v10+

+
2

(γ − 1)
c0rc10 +

2

(γ − 1)
c0c10r = av10;

u11t + u0ru11 + u0u11r +
v0
r
u12 −

2v0
r
v11+

+
2

(γ − 1)
c0rc11 +

2

(γ − 1)
c0c11r = av11;

u12t + u0ru12 + u0u12r −
v0
r
u11 −

2v0
r
v12+

+
2

(γ − 1)
c0rc12 +

2

(γ − 1)
c0c12r = av12;

v10t + v0ru10 + u0v10r +
v0
r
u10 +

u0
r
v10 = −au10;

v11t + v0ru11 + u0v11r +
v0
r
u11 +

u0
r
v11 +

v0
r
v12 +

2

(γ − 1)

c0
r
c12 = −au11;

v12t + v0ru12 + u0v12r +
v0
r
u12 +

u0
r
v12 −

v0
r
v11 −

2

(γ − 1)

c0
r
c11 = −au12.
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В первых трех уравнениях последние пары слагаемых из левых частей можно

сгруппировать, уравнения упрощаются, и из их вида следует, что выписанные

уравнения имеют частные нулевые решения

u10 = v10 = 0,

и при этом первое и четвертое уравнения выполняются тождественно.

Оставшиеся четыре уравнения становятся такими:

u1it + u0u1ir = Fu1i; v1it + u0v1ir = Fv1i; i = 1, 2,

где

Fu11 = −
[
u0ru11 +

v0
r
u12 −

2v0
r
v11 + bu0r − av11

]
;

Fu12 = −
[
u0ru12 −

v0
r
u11 −

2v0
r
v12 − bv0r − av12

]
;

Fv11 = −
[
v0ru11 +

v0
r
u11 +

u0
r
v11 +

v0
r
v12 − b

v0
r

+ au11

]
;

Fv12 = −
[
v0ru12 +

v0
r
u12 +

u0
r
v12 −

v0
r
v11 − b

u0
r

+ au12

]
.

Полученная система уравнений в нестационарном случае сводится к сле-

дующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений для искомых

функций u1i(t, r) , v1i(t, r) ; i = 1, 2 :

du1i
dt

∣∣∣∣
C0

= Fu1i|C0;
dv1i
dt

∣∣∣∣
C0

= Fv1i|C0; i = 1, 2,

где линия C0 , вдоль которой производится дифференцирование в этих урав-

нениях, определяется следующим уравнением:

C0 :
dr

dt
= u0.

В случае стационарных решений для искомых функций u1i(r) , v1i(r) ,

i = 1, 2 имеет место следующая система обыкновенных дифференциальных

уравнений:
du1i
dr

=
Fu1i
u0

;
dv1i
dr

=
Fv1i
u0

; i = 1, 2. (6.10)

Начальные данные для этой системы можно задать при r = rin :

u1i(rin) = uo1i; v1i(rin) = vo1i; i = 1, 2,
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где uo1i , vo1i – const, i = 1, 2 .

Это однозначно определит значения при z = 0 первых производных по z

функций uo , vo из условий (5.3) в виде

∂uo(t, ϕ, z)
∂z

∣∣∣∣
z=0

= uo11 cosϕ+ uo12 sinϕ;

∂vo(t, ϕ, z)
∂z

∣∣∣∣
z=0

= vo11 cosϕ+ vo12 sinϕ.

В частности, чтобы удовлетворить условиям (5.8), (5.9), необходимо поло-

жить:

uo1i = vo1i = 0; i = 1, 2.

После определения функций u1i , v1i , i = 1, 2 коэффициент w2 приобре-

тает следующий вид:

w2(t, r, ϕ) = − 2

(γ − 1)c0

{
c10t + c11t cosϕ+ c12t sinϕ+

+c0r (u11 cosϕ+ u12 sinϕ) + u0 (c10r + c11r cosϕ+ c12r sinϕ) +

+
v0(r)

r
(−c11 sinϕ+ c12 cosϕ)

}
− 1

c0

(
u0r +

u0
r

)
(c10 + c11 cosϕ+ c12 sinϕ)−

−u11r cosϕ− u12r sinϕ− u11
r

cosϕ− u12
r

sinϕ+
v11
r

sinϕ− v12
r

cosϕ.

И, следовательно, w2 можно записать в виде

w2 = w20 + w21 cosϕ+ w22 sinϕ,

где

w20 = − 2

(γ − 1)c0
(c10t + u0c10r)−

c10
c0

(
u0r +

u0
r

)
;

w21 = − 2

(γ − 1)c0

(
c11t + c0ru11 + u0c11r +

v0
r
c12

)
−

−c11
c0

(
u0r +

u0
r

)
− u11r −

u11
r
− v12

r
;

w22 = − 2

(γ − 1)c0

(
c12t + c0ru12 + u0c12r −

v0
r
c11

)
−

−c12
c0

(
u0r +

u0
r

)
− u12r −

u12
r

+
v11
r
.
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Подробный вид c2 получается следующим:

c2 = c20 + c21 cosϕ+ c21 sinϕ+ +c23 cos 2ϕ+ c24 sin 2ϕ,

где с учетом формул тригонометрии имеем следующие представления:

c20 =
(γ − 1)

4c0
bu11 −

(γ − 1)

4c0
bv12 −

c210
c0
− c211 + c212

2c0
;

c21 = −2c10c11
c0

; c22 = −2c10c12
c0

;

c23 =
(γ − 1)

4c0
bu11 +

(γ − 1)

4c0
bv12 −

c211 − c212
2c0

; c24 =
(γ − 1)b

4c0
(u12 − v11)−

c11c12
c0

.

Построение коэффициентов c3 , u2 , v2 , w3 ряда (5.13)

Чтобы получить уравнения для коэффициентов u2 , v2 , необходимо систе-

му (5.1) продифференцировать по z дважды, положить z = 0 и учесть, что

значения U0 , U1 и c2 , w2 считаются заданными и соответствующим образом

зависят от ϕ .

Результат дифференцирования второго и третьего уравнений системы (5.1)

такой:

u2t + u2u0r + 2u1u1r + u0u2r +
v2
r
u0ϕ +

2v1
r
u1ϕ +

v0
r
u2ϕ−

−2v21
r
− 2v0v2

r
+ w2u1 + 2w1u2 + w0u3+

+
2

(γ − 1)
c2c0r +

4

(γ − 1)
c1c1r +

2

(γ − 1)
c0c2r = av2 − bw2 cosϕ. (6.11)

v2t + u2v0r + 2u1v1r + u0v2r +
u2v0
r

+ 2
u1v1
r

+
u0v2
r

+

+
v2
r
v0ϕ + 2

v1
r
v1ϕ +

v0
r
v2ϕ + w2v1 + 2w1v2 + w0v3+

+
2

(γ − 1)

c2
r
c0ϕ +

4

(γ − 1)

c1
r
c1ϕ +

2

(γ − 1)

c0
r
c2ϕ =

= −au2 + bw2 sinϕ. (6.12)

С учетом уже найденных коэффициентов искомые функции u2 и v2 пред-

ставляются в виде:

u2 = u20 + u21 cosϕ+ u22 sinϕ+ +u23 cos 2ϕ+ u24 sin 2ϕ,

v2 = v20 + v21 cosϕ+ v21 sinϕ+ +v23 cos 2ϕ+ v24 sin 2ϕ,
(6.13)
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где

u2j; v2j; j = 0, 1, 2, 3, 4

являются искомыми функциями, зависящими от t и от r в нестационарном

случае, и зависящие только от r в стационарном случае.

Далее в уравнениях (6.11), (6.12) учитывается вид (6.13), раскрываются

скобки, квадраты синусов и косинусов, а также произведения косинусов и си-

нусов заменяются по соответствующим тригонометрическим формулам.

В каждом из полученных таким образом уравнений делается соответству-

ющая группировка слагаемых и приравниваются нулю коэффициенты при

cosϕ , при sinϕ , при cos 2ϕ , при sin 2ϕ и слагаемые, не содержащие сомно-

жителей, зависящих от ϕ .

В результате получается следующая система уравнений для искомых u2j ,

v2j , j = 0, 1, ..., 4 :

u20t + u0ru20 + u11u11r + u12u12r + u0u20r +
1

r
v11u12−

−1

r
v12u11 −

1

r
v211 −

1

r
v212 −

2

r
v0v20+

+
1

2
w21u11 +

1

2
w22u12 +

2

(γ − 1)
c0rc20 +

4

(γ − 1)
c10c10r+

+
2

(γ − 1)
c11c11r +

2

(γ − 1)
c12c12r +

2

(γ − 1)
c0c20r = av20 −

1

2
bw21; (6.14)

u21t + u0ru21 + u0u21r +
1

r
v0u22 −

2

r
v0v21 + w20u11+

+
2

(γ − 1)
c0rc21 +

4

(γ − 1)
c10c11r +

4

(γ − 1)
c11c10r+

+
2

(γ − 1)
c0c21r = av21 − bw20; (6.15)

u22t + u0ru22 + u0u22r −
1

r
v0u21 −

2

r
v0v22 + w20u12+

+
2

(γ − 1)
(c0rc22 + c0c22r) +

4

(γ − 1)
(c10c12r + c12c10r) = av22; (6.16)

u23t + u0ru23 + u11u11r − u12u12r + u0u23r +
1

r
v11u12 +

1

r
v12u11 +

2

r
v0u24−
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−1

r
v211 +

1

2
v212 −

2

r
v0v23 +

1

2
w21u11 −

1

2
w22u12+

+
2

(γ − 1)
c0rc23 +

2

(γ − 1)
c11c11r −

2

(γ − 1)
c12c12r+

+
2

(γ − 1)
c0c23r = av23 −

1

2
bw21; (6.17)

u24t + u0ru24 + u11u12r + u12u11r + u0u24r −
1

r
v11u11+

+
1

r
v12u12 −

2

r
v0u23 −

2

r
v11v12 −

2

r
v0v24+

+
1

2
w21u12 +

1

2
w22u11 +

2

(γ − 1)
c0rc24 +

2

(γ − 1)
c11c12r+

+
2

(γ − 1)
c12c11r +

2

(γ − 1)
c0c24r = av24 −

1

2
bw22; (6.18)

v20t + v0ru20 + u11v11r + u12v12r + u0v20r +
1

r
v0u20+

+
1

r
u11v11 +

1

r
u12v12 +

1

r
u0v20 +

1

r
v11v12 −

1

r
v12v11+ (6.19)

+
1

2
(w21v11 + w22v12) +

2

(γ − 1)

1

r
(c11c12 − c12c11) = −au20 +

1

2
bw22;

v21t + v0ru21 + u0v21r +
1

r
v0u21 +

1

r
u0v21+

+
1

r
v0v22 + w20v11 +

4

(γ − 1)

1

r
c10c12 +

2

(γ − 1)

1

r
c0c22 = −au21; (6.20)

v22t + v0ru22 + u0v22r +
1

r
v0u22 +

1

r
u0v22 −

1

r
v0v21+

+w20v12 −
4

(γ − 1)

1

r
c10c11 −

2

(γ − 1)

1

r
c0c21 = −au22 + bw20; (6.21)

v23t + v0ru23 + u11v11r − u12v12r + u0v23r+

+
1

r
v0u23 +

1

r
u11v11 −

1

r
u12v12 +

1

r
u0v23 +

1

r
v11v12+

+
1

r
v12v11 +

2

r
v0v24 +

1

2
w21v11 −

1

2
w22v12 +

2

(γ − 1)

1

r
c11c12+

+
2

(γ − 1)

1

r
c12c11 +

4

(γ − 1)

1

r
c0c24 = −au23 −

1

2
bw22; (6.22)

v24t + v0ru24 + u11v12r + u12v11r+

+u0v24r +
1

r
v0u24 +

1

r
u11v12 +

1

r
u12v11 +

1

r
u0v24−
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−1

r
v211 +

1

r
v212 −

2

r
v0v23 +

1

2
w21v12 +

1

2
w22v11−

− 2

(γ − 1)

1

r
c211 +

2

(γ − 1)

1

r
c212 −

4

(γ − 1)

1

r
c0c23 = −au24 +

1

2
bw21. (6.23)

Уравнения (6.14)–(6.23) можно записать в таком виде:

u2jt + u0u2jr = Fu2j; v2jt + u0v2jr = Fv2j; j = 0, 1, ..., 4 (6.24)

с соответствующими правыми частями.

Полученная система уравнений в нестационарном случае сводится к сле-

дующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений для искомых

функций u2j(t, r) , v2j(t, r) , j = 0, 1, ..., 4 :

du2j
dt

∣∣∣∣
C0

= Fu2j|C0;
dv2j
dt

∣∣∣∣
C0

= Fv2j|C0; j = 0, 1, ..., 4.

Численное построение решений этих уравнений модифицированным методом

характеристик описано в [40].

В случае стационарных решений для искомых функций u2j(r) , v2j(r) , j =

= 0, 1, ..., 4 имеет место следующая система обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений:

du2j
dr

=
Fu2j
u0

;
dv2j
dr

=
Fv2J
u0

; j = 0, 1, ..., 4. (6.25)

Начальные данные для этой системы обыкновенных дифференциальных

уравнений можно задать при r = rin :

u2j(rin) = uo2j; v2j(rin) = vo2j; v21(rin) = vo21; j = 0, 1, ..., 4,

где uo2j , vo2j – const.

Это однозначно определит значения при z = 0 вторых производных по z

функций uo , vo из условий (5.3) в виде:

∂2uo(t, ϕ, z)

∂z2

∣∣∣∣
z=0

= uo20 + uo21 cosϕ+ uo22 sinϕ+ uo23 cos 2ϕ+ uo24 sin 2ϕ;

∂2vo(t, ϕ, z)

∂z2

∣∣∣∣
z=0

= vo20 + vo21 cosϕ+ vo22 sinϕ+ vo23 cos 2ϕ+ vo24 sin 2ϕ.
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В частности, в случае условий (5.8), (5.9) имеем:

uo2j = vo2j = 0, j = 0, 1, ..., 4.

После нахождения коэффициентов u2 , v2 из результатов двукратного диф-

ференцирования первого и четвертого уравнений системы (5.1) по z и после

подстановки z = 0 и уже найденных коэффициентов однозначно определяют-

ся коэффициенты w3 и c3 .

В частности, в стационарном случае они определяются по нижеследую-

щим формулам:

w3(r, ϕ) = − 2

(γ − 1)

1

c0(r)
×

×
{
u2(r, ϕ)c0r(r) + 2u1(r, ϕ)c1r(r, ϕ) + u0(r)c2r(r, ϕ)+

+
1

r
[2v1(r, ϕ)c1ϕ(r, ϕ) + v0(r)c2ϕ(r, ϕ)] + w2(r, ϕ)c1(r, ϕ)+

+
(γ − 1)

2
c2(r, ϕ)

[
u0r(r) +

u0(r)

r

]
+

+(γ − 1)c1(r, ϕ)

[
u1r(r, ϕ) +

u1(r, ϕ) + v1ϕ(r, ϕ)

r
+ w2(r, ϕ)

]
+

+
(γ − 1)

2
c0(r)

[
u2r(r, ϕ) +

u2(r, ϕ) + 2v2ϕ(r, ϕ)

r

]}
; (6.26)

c3(r, ϕ) =
(γ − 1)

2c0(r)

[
bu2(r, ϕ) cosϕ− bv2(r, ϕ) sinϕ− u0(r)w2r(r, ϕ)−

−1

r
v0(r)w2ϕ(r, ϕ)− 6c0(r)c1(r, ϕ)c2(r, ϕ)

(γ − 1)

]
. (6.27)

Чтобы получить уравнения для коэффициентов c4 , u3 , v3 , w4 , необхо-

димо систему (5.1) продифференцировать по z трижды, положить z = 0 и

учесть, что значения U0 , U1 , U2 и c3 , w3 считаются заданными и соответ-

ствующим образом зависят от ϕ .

c3t + u3c0r + 3u2c1r + 3u1c2r + u0c3r +
3v2
r
c1ϕ +

3v1
r
c2ϕ +

v0
r
c3ϕ +w3c1 + 3w2c2+

+
(γ − 1)

2
c3

(
u0r +

u0
r

)
+ 3

(γ − 1)

2
c2

(
u1r +

u1
r

+
v1ϕ
r

+ w2

)
+
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+3
(γ − 1)

2
c1

(
u2r +

u2r
r

+
v2ϕ
r

+ w3

)
+

(γ − 1)

2
c0

(
u3r +

u3
r

+
v3ϕ
r

+ w4

)
= 0;

u3t + u3u0r + 3u2u1r + 3u1u2r + u0u3r+

+
3v2
r
u1ϕ +

3v1
r
u2ϕ +

v0
r
u3ϕ −

6

r
v1v2 −

2

r
v0v3 + w3u1 + 3w2u2+

+
2

(γ − 1)
(c3c0r + 3c2c1r + 3c1c2r + c0c3r) = av3 − bw3 cosϕ;

v3t + u3v0r + 3u2v1r + 3u1v2r + u0v3r +
u3v0
r

+
3u2v1
r

+
3u1v2
r

+
u0v3
r

+

+
3v2
r
v1ϕ +

3v1
r
v2ϕ +

v0
r
v3ϕ + w3v1 + 3w2v2 +

6

(γ − 1)

c2
r
c1ϕ+

+
6

(γ − 1)

c1
r
c2ϕ +

2

(γ − 1)

c0
r
c3ϕ = −au3 + bw3 sinϕ;

w3t + 3u1w2r + u0w3r +
3v1
r
w2ϕ +

v0
r
w3ϕ+

+3w2w2 +
2c3c1
γ − 1

+
6

γ − 1
c2c2 +

6

γ − 1
c1c3+

+
2

γ − 1
c0c4 = bu3 cosϕ− bv3 sinϕ. (6.28)

С учетом вида коэффициента c3

c3 = c30 + c31 cosϕ+ c32 sinϕ+ c33 cos 2ϕ+ c34 sin 2ϕ+ c35 cos 3ϕ+ c36 sin 3ϕ

искомые коэффициенты u3 , v3 представляются в виде:

u3 = u30 + u31 cosϕ+ u32 sinϕ+ u33 cos 2ϕ+

+u34 sin 2ϕ+ u35 cos 3ϕ+ u36 sin 3ϕ; (6.29)

v3 = v30 + v31 cosϕ+ v32 sinϕ+ v33 cos 2ϕ+

+v34 sin 2ϕ+ v35 cos 3ϕ+ v36 sin 3ϕ. (6.30)

И тогда уравнения для u3j , v3j , 0 ≤ j ≤ 6 записываются в следующем

виде:

u3jt + u0u3jr = Fu3j; v3jt + u0v3jr = Fv3j; j = 0, 1, ..., 6 (6.31)

с соответствующими правыми частями:

Fu30 = −
[
u0ru30 +

3

2
u21u11r +

3

2
u22u12r+
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+
3

2
u11u21r +

3

2
u12u22r +

3

2r
v21u12 −

3

2r
v22u11 +

3

2r
v11u22 −

3

2r
v12u21−

−3

r
v11v21 −

3

r
v12v22 −

2

r
v0v30 +

1

2
w31u11 +

1

2
w32u12+

+3w20u20 +
3

2
w21u21 +

3

2
w22u22 +

2

(γ − 1)
c30c0r+

+
6

(γ − 1)
c20c10r +

3

(γ − 1)
c21c11r +

3

(γ − 1)
c22c12r +

6

(γ − 1)
c10c20r+

+
3

(γ − 1)
c11c21r +

3

(γ − 1)
c12c22r +

2

(γ − 1)
c0c30r

]
+ av30 −

1

2
bw31; (6.32)

Fu31 = −
[
u31u0r + 3u20u11r +

3

2
u23u11r +

3

2
u24u12r+

+3u11u20r +
3

2
u11u23r +

3

2
u12u24r +

3

r
v20u12 +

3

2r
v23u12 −

3

2r
v24u11+

+
3

r
v11u24 −

3

r
v12u23 +

1

r
v0u32 −

6

r
v11v20 −

3

r
v11v23−

−3

r
v12v24 −

2

r
v0u31 + w30u11 +

1

2
w33u11 +

1

2
w34u12 + 3w20u21 + 3w21u20+

+
3

2
w21u23 +

3

2
w22u24 +

2

(γ − 1)
c0c31r +

2

(γ − 1)
c31c0r+

+
6

(γ − 1)
c21c10r +

6

(γ − 1)
c20c11r +

3

(γ − 1)
c23c11r +

3

(γ − 1)
c24c12r+

+
6

(γ − 1)
c10c21r +

6

(γ − 1)
c11c20r+

+
3

(γ − 1)
c11c23r +

3

(γ − 1)
c12c24r

]
+ av31 − bw30 −

1

2
bw33; (6.33)

Fu32 = −
[
u32u0r + 3u20u12r −

3

2
u23u12r +

3

2
u24u11r+

+3u12u20r +
3

2
u11u24r −

3

2
u12u23r −

3

r
v20u11 +

3

2r
v23u11 +

3

2r
v24u12−

−3

r
v11u23 −

3

r
v12u24 −

1

r
v0u31 −

6

r
v12v20 −

3

r
v11v24 +

3

r
v12v23−

−2

r
v0v32 + w30u12 −

1

2
w33u12 +

1

2
w34u11 + 3w20u22 + 3w22u20 +

3

2
w21u24−

−3

2
w22u23 +

2

(γ − 1)
c32c0r +

2

(γ − 1)
c0c32r +

6

(γ − 1)
c20c12r+

+
6

(γ − 1)
c22c10r −

3

(γ − 1)
c23c12r +

3

(γ − 1)
c24c11r +

6

(γ − 1)
c10c22r+
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+
6

(γ − 1)
c12c20r +

3

(γ − 1)
c11c24r −

3

(γ − 1)
c12c23r

]
+ av32 − bw34; (6.34)

Fu33 = −
[
u33u0r +

3

2
u21u11r −

3

2
u22u12r +

3

2
u11u21r−

−3

2
u12u22r +

3

2r
v21u12 +

3

2r
v22u11 +

3

2r
v11u22 +

3

2r
v12u21 +

2

r
v0u34−

−3

r
v11v21 +

3

r
v12v22 −

2

r
v0v33 +

1

2
w31u11 −

1

2
w32u12+

+3w20u23 +
3

2
w21u21 −

3

2
w22u22 +

2

(γ − 1)
c33c0r+

+
2

(γ − 1)
c0c33r +

6

(γ − 1)
c23c10r +

3

(γ − 1)
c21c11r −

3

(γ − 1)
c22c12r+

+
6

(γ − 1)
c10c23r +

3

(γ − 1)
c11c21r −

3

(γ − 1)
c12c22r

]
+ av33 −

1

2
bw31; (6.35)

Fu34 = −
[
u34u0r +

3

2
u21u12r +

3

2
u22u11r +

3

2
u11u22r+

+
3

2
u12u21r −

3

2r
v21u11 +

3

2r
v22u11 −

3

2r
v11u21 +

3

2r
v12u22 −

2

r
v0u33−

−3

r
v11v22 −

3

r
v12v21 −

2

r
v0v34 +

1

2
w31u12 +

1

2
w32u11+

+3w20u24 +
3

2
w21u22 +

3

2
w22u21 +

2

(γ − 1)
c34c0r+

+
2

(γ − 1)
c0c34r +

6

(γ − 1)
c24c10r +

3

(γ − 1)
c21c12r +

3

(γ − 1)
c22c11r+

+
6

(γ − 1)
c10c24r +

3

(γ − 1)
c11c22r +

3

(γ − 1)
c12c21r

]
+ av34 −

1

2
bw32; (6.36)

Fu35 = −
[
u35u0r +

3

2
u23u11r −

3

2
u24u12r +

3

2
u11u23r −

3

2
u12u24r +

3

2r
v23u12+

+
3

2r
v24u11 +

3

r
v11u24 +

3

r
v12u23 +

3

r
v0u36 −

3

r
v11v23 +

3

r
v12v24 −

2

r
v0v35+

+
1

2
w33u11 −

1

2
w34u12 +

3

2
w21u23 −

3

2
w22u24 +

2

(γ − 1)
c35c0r+

+
2

(γ − 1)
c0c35r +

3

(γ − 1)
c23c11r −

3

(γ − 1)
c24c12r+

+
3

(γ − 1)
c11c23r −

3

(γ − 1)
c12c24r

]
+ av35 −

1

2
bw33; (6.37)

Fu36 = −
[
u36u0r +

3

2
u23u12r +

3

2
u24u11r +

3

2
u12u24r +

3

2
u12u23r−
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−2

r
v0v36 −

3

2r
v23u11 −

3

r
v12v23 −

3

r
v24v11 +

3

2r
v24u12−

−3

r
v11u23 +

3

r
u24v12 −

3

r
u35v0 +

1

2
w33u12 +

1

2
w34u11+

+
3

2
w21u24 +

2

(γ − 1)
c0c36r +

3

(γ − 1)
c11c24r +

3

(γ − 1)
c12c23r+

+
3

(γ − 1)
c23c12r +

3

(γ − 1)
c24c11r +

2

(γ − 1)
c36c0r

]
+ av36 −

1

2
bw34; (6.38)

Fv30 = −
[
u30v0r +

3

2
u21v11r +

3

2
u22v12r +

3

2
u11v21r+

+
3

2
u12v22r +

u30v0
r

+
3

2r
u21v11 +

3

2r
u22v12 +

3

2r
v11u21+

+
3

2r
u12v22 +

u0v30
r

+
3

2r
v21v12 −

3

2r
v22v11 +

3

2r
v11v22 −

3

2r
v12v21+

+
1

2
w31v11 +

1

2
w32v12 + 3w20v20 +

3

2
w21v21 +

3

2
w22v22 +

3

(γ − 1)r
c21c12−

− 3

(γ − 1)r
c22c11 +

3

(γ − 1)r
c11c22 −

3

(γ − 1)r
c12c21

]
− au30 +

1

2
bw32; (6.39)

Fv31 = −
[
u31v0r + 3u20v11r +

3

2
u23v11r +

3

2
u24v12r+

+3u11v20r +
3

2
u11v23r +

3

2
u12v24r + u0v31r +

u31v0
r

+
3

r
u20v11 +

3

2r
u23v11+

+
3

2r
u24v12 +

3

r
u11v20 +

3

2r
u11v23 +

3

2r
u12v24 +

u0v31
r

+
3

r
v20v12+

+
3

2r
v23v12 +

3

2r
v24v11 +

1

r
v0v32 −

3

r
v12v23 + w30v11+

+
1

2
w33v11 +

1

2
w34v12 + 3w20v21 + 3w21v20 +

3

2
w21v23 +

3

2
w22v24+

+
6

(γ − 1)r
c20c12 +

3

(γ − 1)r
c23c12 −

3

(γ − 1)r
c24c11 +

6

(γ − 1)r
c10c22+

+
6

(γ − 1)r
c11c24 −

6

(γ − 1)r
c12c23 +

6

(γ − 1)r
c32c0

]
− au31 +

1

2
bw34; (6.40)

Fv32 = −
[
u32v0r + 3u20v12r −

3

2
u23v12r +

3

2
u24v11r + 3u12v20r+

+
3

2
u11v24r −

3

2
u12v23r + u0v32r +

u32v0
r

+
3

r
u20v12 +

3

2r
u24v11−

− 3

2r
u23v12 +

3

r
u12v20 +

3

2r
u11v24 −

3

2r
u12v23 +

u0v32
r
− 3

r
v20v11+
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+
3

2r
v23v11 +

3

2r
v24v11 +

3

2r
v12v24 −

3

r
v23v11 −

3

r
v12v24 −

v0v31
r

+ w30v12+

+
1

2
w34v11−

1

2
w33v12 + 3w20v22 +

3

2
w21v24 + 3w22v20−

3

2
w22v23−

6

(γ − 1)r
c20c11+

+
3

(γ − 1)r
c23c11 +

3

(γ − 1)r
c24c12 −

6

(γ − 1)r
c10c21 −

6

(γ − 1)r
c11c23−

− 6

(γ − 1)r
c12c24 −

6

(γ − 1)r
c31c0

]
− au32 + bw30 −

1

2
bw33; (6.41)

Fv33 = −
[
u33v0r +

3

2
u21v11r −

3

2
u22v12r +

3

2
u11v21r−

−3

2
u12v22r +

3

2r
u21v11 +

3

2r
v21v12 +

1

r
u33v0 +

3

2r
v11v22−

− 3

2r
v12u22 +

1

r
u0v33 +

3

2r
v21u11 −

3

2r
v22u12 +

3

2r
v11v22 +

3

2r
v12v21+

+
2v34v0
r

+
1

2
w31v11 −

1

2
w32v12 + 3w20v23 +

3

2
w21v21−

−3

2
w22v22 +

3

(γ − 1)r
c21c12 +

3

(γ − 1)r
c22c11 +

12

(γ − 1)r
c10c24+

+
3

(γ − 1)r
c11c22 +

3

(γ − 1)r
c12c21 +

12

(γ − 1)r
c34c0

]
− au33 −

1

2
bw32; (6.42)

Fv34 = −
[
u34v0r +

3

2
u21v12r +

3

2
u22v11r +

3

2
u11v22r+

+
3

2
u12v21r +

u34v0
r

+
3

2r
u21v12 +

3

2r
u12v21 +

3

2r
u11v22+

+
3

2r
u12v23 +

u0v34
r
− 3

2r
v21v11 +

3

2r
v22v12 −

3

2r
v11v21 +

3

2r
v12v22−

−2

r
v33v0 +

1

2
w31v12 +

1

2
w32v11 + 3w20v24+

+
3

2
w21v22 +

3

2
w22v21 −

3

(γ − 1)r
c21c11 +

3

(γ − 1)r
c22c12−

− 12

(γ − 1)r
c10c23 −

3

(γ − 1)r
c11c21 +

3

(γ − 1)r
c12c22−

− 12

(γ − 1)r
c33c0

]
− au34 +

1

2
bw31; (6.43)

Fv35 = −
[
u35v0r +

3

2
u23v11r −

3

2
u24v12r +

3

2
u11v23r−

−3

2
u12v24r + u0v35r +

3

2r
v11u23 −

3

2r
v12u24+
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+
3

2r
u11v23 −

3

2r
u12v24 +

1

r
v0u35 +

3

2r
v12v23 −

3

2r
v11v24 +

1

r
u0v35+

+
3

r
v11v24 +

3

r
v12v23 +

3

r
v36v0 +

1

2
w33v11 −

1

2
w34v12 +

3

2
w21v23−

−3

2
w22v24 +

3

(γ − 1)r
c23c12 +

3

(γ − 1)r
c24c11 +

6

(γ − 1)r
c11c24+

+
6

(γ − 1)r
c12c23 +

18

(γ − 1)r
c36c0

]
− au35 −

1

2
bw34; (6.44)

Fv36 = −
[
u36v0r +

3

2
u23v12r +

3

2
u24v11r + u0v36r +

3

2
u11v24r +

3

2
u12u23r+

+
3

2r
v11u24 +

3

2r
v24u11 +

3

2r
u23v12 +

1

r
u0v36 −

3

2r
v11v23

+
3

2r
v12v24 +

1

r
v0u36 −

3

r
v11v23 +

3

r
v12v24 −

3

r
v0v35+

+w36u10 +
1

2
w33v12 +

1

2
w34v11 +

3

2
w21v24 +

3

2
w22v23−

− 18

(γ − 1)
c0c35 +

3

(γ − 1)r
c24c12 −

6

(γ − 1)r
c23c11+

+
6

(γ − 1)r
c12c24

]
− au36 +

1

2
bw33; (6.45)

Полученная система уравнений в нестационарном случае сводится к сле-

дующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений для искомых

функций u3j(t, r) , v3j(t, r) , j = 0, 1, ..., 6 :

du3j
dt

∣∣∣∣
C0

= Fu3j|C0;
dv3j
dt

∣∣∣∣
C0

= Fv3j|C0; j = 0, 1, ..., 4. (6.46)

Численное построение решений этих уравнений осуществляется модифици-

рованным методом характеристик [39].

В случае стационарных решений для искомых функций u3j(r) , v3j(r) , 0 ≤
≤ j ≤ 6 , имеет место следующая система обыкновенных дифференциальных

уравнений:
du3j
dr

=
Fu3j
u0

;
dv3j
dr

=
Fv3J
u0

; j = 0, 1, ..., 6. (6.47)

Начальные данные для этой системы обыкновенных дифференциальных

уравнений можно задать при r = rin :

u3j(rin) = uo3j; v3j(rin) = vo3j; j = 0, 1, ..., 6,
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где uo2j , vo2j – const.

В частности, в случае условий (5.8), (5.9) имеем:

uo3j = vo3j = 0, j = 0, 1, ..., 6. (6.48)

Коэффициенты w4 , c4 определяются из первого и четвертого уравнений

системы (6.28) в явном виде:

c4 =
(γ − 1)

2c0

[
bu3 cosϕ− bv3 sinϕ− w3t − 3u1w2r − u0w3r −

3v1
r
w2ϕ−

−v0
r
w3ϕ − 3w2w2 −

2

(γ − 1)
c3c1 −

6

(γ − 1)
c2c2 −

6

(γ − 1)
c1c3

]
;

w4 = − 2

(γ − 1)c0

[
c3t + u3c0r + 3u2c1r + 3u1c2r + u0c3r +

3v2
r
c1ϕ+

+
3v1
r
c2ϕ +

v0
r
c3ϕ + w3c1 + 3w2c2+

+
(γ − 1)

2
c3

(
u0r +

u0
r

)
+ 3

(γ − 1)

2
c2

(
u1r +

u1
r

+
v1ϕ
r

+ w2

)
+

+3
(γ − 1)

2
c1

(
u2r +

u2
r

+
v2ϕ
r

+ w3

) ]
− u3r −

u3
r
− v3ϕ

r
.

С учетом уже найденных коэффициентов, в том числе u3 , v3 , имеют место

следующие представления коэффициентов c4 , w4 :

c4(t, r, ϕ) = c40(t, r) + c41(t, r) cosϕ+ c42(t, r) sinϕ+

+c43(t, r) cos 2ϕ+ c44(t, r) sin 2ϕ+ c45(t, r) cos 3ϕ+

+c46(t, r) sin 3ϕ+ c47(t, r) cos 4ϕ+ c48(t, r) sin 4ϕ,

w4(t, r, ϕ) = w40(t, r) + w41(t, r) cosϕ+ w42(t, r) sinϕ+

+w43(t, r) cos 2ϕ+ w44(t, r) sin 2ϕ+ w45(t, r) cos 3ϕ+ w46(t, r) sin 3ϕ.

Индукцией по k и методикой, представленной в [188], доказывается сле-

дующая

Теорема 3. Коэффициенты ряда (5.13) задаются следующими

формулами:

wk(t, r, ϕ) = wk,0(t, r) +
k−1∑
i=1

[wk,2i−1 cos(iϕ) + wk,2i sin(iϕ)] ; k = 2, 3, ...

96



fk(t, r, ϕ) = fk,0(t, r) +
k∑
i=1

[fk,2i−1 cos(iϕ) + fk,2i sin(iϕ)] ; k = 1, 2, ...

где значок f принимает значения c , u , v .

Особо отмечаем, что построенные отрезки ряда (5.13)

c = c0 + c1z + c2
z2
2 + c3

z3
6 + c4

z4
24;

u = u0 + u1z + u2
z2
2 + u3

z3
6 ;

v = v0 + v1z + v2
z2
2 + v3

z3
6 ;

w = w0 + w1z + w2
z2
2 + w3

z3
6 + w4

z4
24

(6.49)

в силу специфики характеристической задачи Коши обращают каждое урав-

нение системы (5.1) в справедливые равенства с точностью z4 . Это, в

частности, следует из процедуры определения этих коэффициентов с помо-

щью трехкратного дифференцирования системы (5.1) по z и последующей

подстановки z = 0 . При этом первая и последняя искомые функции приве-

денными отрезками ряда (6.49) определились с точностью z5 , а функции u и

v – с точностью z4 .

Подробности построения начальных коэффициентов ряда (5.13) представ-

лены в препринте [87].
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§ 7. Влияние вращения Земли на исследуемые потоки

Многие исследователи высказывали гипотезу, что вращение Земли вокруг

своей оси через действие силы Кориолиса способствует закрутке воздуха в

этих потоках (см. об этом, например, в книгах [115, 116]). Однако надежно-

го научного обоснования этой гипотезе они не давали. В то же время многие

современные исследователи полагают, что вращение Земли при изучении те-

чений типа торнадо вообще учитывать не надо (обзор таких работ имеется в

книге [108]).

В книге [1] предложена и в § 1 приведена схема зарождения и устойчивого

функционирования восходящего закрученного потока газа типа торнадо и тро-

пического циклона. В этой схеме действию силы Кориолиса – силы инерции,

связанной с вращением Земли вокруг своей оси, отводится принципиальная

роль.

Далее в параграфе строго математически установлено, что причиной воз-

никновения закрутки воздуха в торнадо и в тропических циклонах является

только вращение Земли вокруг своей оси и что только это движение Земли

является источником кинетической энергии вращающейся части этих пото-

ков.

Свойства решений и роль вращения Земли вокруг своей оси

Доказанный факт существования и единственности решения начально-кра-

евой задачи (5.1)-(5.3) позволяет установить, что только из-за вращения Зем-

ли вокруг своей оси воздух закручивается в придонных частях восходящих по-

токов.

Это устанавливается при анализе единственного решения в двух случа-

ях: Ω = 0 и Ω 6= 0 . Первый случай соответствует тому, что при построении

решения задачи (5.1)-(5.3) не учитывается действие силы Кориолиса и, сле-

довательно, не учитывается факт вращения Земли вокруг своей оси. А второй

случай – когда учитывается.

Будем пользоваться фактом, что нужное единственное аналитическое ре-
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шение задачи (5.1)-(5.3) представимо в виде сходящегося ряда

W(t, r, ϕ, z) =
∞∑
k=0

Wk(t, r, ϕ)
zk

k!
. (7.1)

Предположим, что начальные и краевые условия не зависят от переменной

ϕ :
∂W0

∂ϕ
= 0;

∂u0

∂ϕ
=
∂v0

∂ϕ
= 0, (7.2)

и закрутки воздуха на радиусе притока нет:

v0|r=rin = 0. (7.3)

Вначале рассматривается случай Ω = 0 и поэтому a = b = 0 .

Течение в случае Ω = 0

При указанных в (7.2), (7.3) условиях и учете того, что Ω = a = b = 0 ,

задача (5.1)–(5.3) переходит в нижеследующую задачу (7.4)–(7.6):

ct + ucr + v
rcϕ + wcz +

(γ − 1)
2 c

(
ur + u

r +
vϕ
r + wz

)
= 0,

ut + uur + v
ruϕ −

v2
r + wuz + 2

(γ − 1)
ccr = 0,

vt + uvr + uv
r + v

rvϕ + wvz + 2
(γ − 1)

1
rccϕ = 0,

wt + uwr + v
rwϕ + wwz + 2

(γ − 1)
ccz = −g.

(7.4)


c(t, r, ϕ, z)|z=0 = c0(t, r),

u(t, r, ϕ, z)|z=0 = u0(t, r),

v(t, r, ϕ, z)|z=0 = 0,

w(t, r, ϕ, z)|z=0 = 0;

(7.5)

{
u(t, r, ϕ, z)|r=rin = uin = const < 0,

v(t, r, ϕ, z)|r=rin = 0,
(7.6)

при условии согласования

u0(t, r)|r=rin = uin.
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Теорема 4. У задачи (7.4–7.6) существует единственное аналитическое

решение (см. Теорему 2), представимое в виде сходящегося ряда (7.1), ко-

эффициенты которого удовлетворяют следующим соотношениям
∂Wk

∂ϕ
= 0; vk = 0; k = 0, 1, 2, ... (7.7)

и, следовательно, решение задачи (7.4)–(7.6) не зависит от ϕ , и у этого реше-

ния окружная скорость тождественно равна нулю.

Доказательство теоремы проводится методом математической индукции

по номеру k коэффициентов Wk , ck+1 , wk+1 .

При k = 0 требуемые равенства для W0 выполняются по свойствам (7.5),

(7.6). Далее из формул (5.5) определяются

c1 = c10(t, r) = −(γ − 1)g

2c0(t, r)
; w1 = 0, (7.8)

и указанные функции удовлетворяют соотношениям (7.7). База индукции для

W0 , c1 , w1 установлена.

Предположение индукции: при 0 ≤ ` ≤ k имеют место следующие равен-

ства:
∂W`

∂ϕ
= 0; u` = 0;

∂ck+1

∂ϕ
= 0;

∂wk+1

∂ϕ
= 0.

Для выполнения шага индукции третье уравнение системы (7.4) диффе-

ренцируется (k + 1) раз по z и полагается z = 0 . Тогда с учетом формулы

Лейбница для производной нужного порядка от произведения двух функций

(P ·Q)(k+1) =
k+1∑
`=0

C`
k+1P

(`) ·Q(k+1−`)

получается, что коэффициент vk+1 при нулевом его значении удовлетворяет

полученному после дифференцирования соотношению и, следовательно,

vk+1 = 0

есть решение этого уравнения.

Затем второе уравнение системы (7.4) дифференцируется (k+ 1) раз по z

и полагается z = 0 . В результате получается уравнение
∂uk+1

∂t
+ u0

∂uk+1

∂r
+
v0
r

∂uk+1

∂ϕ
+

2

(γ − 1)

∂ck+1

∂r
= = F2,k

(
W0, ...,Wk

)
. (7.9)
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В этом уравнении
v0
r

∂uk+1

∂ϕ
= 0

и слагаемые
2

(γ − 1)

∂ck+1

∂r
; F2,k

(
W0, ...,Wk

)
по предположению индукции не зависят от ϕ .

С учетом ниже следующего начального условия для уравнения (7.9)

uk+1|r=rin = 0, (7.10)

которое получается после дифференцирования по z условия (7.6), устанав-

ливается, что решение задачи (7.9), (7.10) не зависит от ϕ . Этот факт получа-

ется при представлении решения задачи (7.9), (7.10) в виде ряда по степеням

(r−rin) и доказательство того, что коэффициенты этого ряда не зависят от ϕ .

После этого первое и четвертое уравнения системы (7.4) дифференциру-

ются (k+1) раз по z и полагается z = 0 . В результате получаются следующие

два уравнения: 
(γ−1)
c0

wk+2 = F1,k+1

(
W0, ...,Wk+1

)
,

2
(γ−1)c0ck+2 = F4,k+1

(
W0, ...,Wk+1

)
,

из которых однозначно определяются wk+2 , ck+2 и которые не зависят от ϕ .

Последнее верно, поскольку по предположению индукции и по доказанным

свойствам коэффициентов uk+1 , vk+1 правые части этих двух последних урав-

нений: F1,k+1 , F4,k+1 – не зависят от ϕ .

Таким образом, шаг индукции от коэффициентов Wk , ck+1 , wk+1 к коэф-

фициентам Wk+1 , ck+2 , wk+2 сделан и теорема 4 доказана.

Течение в случае Ω 6= 0

Для задачи (5.1)–(5.3) – характеристической задачи Коши о заданном ра-

диальном притоке – справедлива теорема 2 о существовании и единственно-

сти ее аналитического решения.
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В данном параграфе эта задача рассматривается с уточненными начально-

краевыми условиями: 
c(t, r, ϕ, z)|z=0 = c0(r),

u(t, r, ϕ, z)|z=0 = u0(r),

v(t, r, ϕ, z)|z=0 = v0(r),

w(t, r, ϕ, z)|z=0 = 0;

(7.11)

{
u(t, r, ϕ, z)|r=rin = uin = const < 0,

v(t, r, ϕ, z)|r=rin = 0,
(7.12)

где функции c0(r) , u0(r) , v0(r) задаются формулами (6.4) или (что эквива-

лентно) при заданной v0(r) функции c0(r) , u0(r) определятся при решении

системы обыкновенных дифференциальных уравнений (6.5) при условиях (6.3).

Поскольку для этих начально-краевых условий (7.11), (7.12) теорема 2

справедлива, то, как уже отмечено выше, при Ω = 0 решение не будет за-

висеть от переменной ϕ и окружная скорость v(t, r, z) будет тождественным

нулем.

В случае Ω 6= 0 имеет место формула (см. (6.4))

v0(r) =
a(r2in − r2)

2r
. (7.13)

Общий вид функции (7.13) приведен на рис. 7.1.

Рис. 7.1

Следовательно, в случае учета вращения Земли вокруг своей оси у един-

ственного аналитического решения задачи обязательно будет иметь место за-

крутка газа при r0 ≤ r < rin . Направление закрутки в случае Северного по-

лушария, где a > 0 и v0(r) > 0 , положительное, т. е. против хода часовой
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стрелки. В случае Южного полушария, где a < 0 и v0(r) < 0 , направление

закрутки отрицательное – по ходу часовой стрелки.

Поскольку v0(r) отлична от тождественного нуля, то у течения воздуха,

задающегося этим решением, кинетическая энергия вращающейся части по-

тока будет строго положительна. И, как показывают проведенные расчеты,

значения этой кинетической энергии могут быть достаточно большими.

Влияние вращения Земли вокруг своей оси на течение газа

Используя полученное конкретное решение (6.4) при условиях (7.11), (7.12),

рассмотрим вопрос о влиянии силы Кориолиса, а точнее, о влиянии вращения

Земли вокруг своей оси, на подобные потоки, поскольку сама сила Кориолиса

работы не производит.

Задачу о радиальном притоке в плоскости z = 0 рассмотрим в двух слу-

чаях:

1. Ω = 0 и тогда v0(r) ≡ 0 ;

2. Ω 6= 0 и тогда v0(r) = a(r2in − r2)/(2r) .

Функции c0(r) , u0(r) можно определить не только из неявно заданного

вида (6.4), но и при решении следующей задачи Коши для системы из двух

обыкновенных дифференциальных уравнений:

c′0 = −(γ − 1)
2 c

[
u20 +

a2(r4in − r4)
4r2

]
r(u20 − c20)

,

u′0 = u0

[
c20 +

a2(r4in − r4)
4r2

]
r(u20 − c20)

,

c0(r)|r=rin = 1; u0(r)|r=rin = uin = const < 0.

(7.14)

Решение задачи (7.14) и функция (7.13) описывают следующее течение: на

окружности r = rin задан радиальный приток газа: u0 = uin < 0 – в кольцо

r0 ≤ r ≤ rin (см. рис. 7.2). При r = rin окружная скорость v0 равна нулю, а

скорость звука равна единице.
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Рис. 7.2

Рис. 7.3

В случае следующих размерных значений: rin = 73000 м ; r0 = 3650 м ;√
u20(r0) + v20(r0) = 51.91м/c – графики полученного решения приведены на

рис. 7.3–7.5, на которых кривые, соответствующие первому ( Ω = 0 ) и второ-

му ( Ω 6= 0 ) случаям, помечены соответственно цифрами один и два.

Рис. 7.4
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Рис. 7.5

Кривые скорости звука качественно ведут себя одинаково, только во вто-

ром случае изменение c(r) в окрестности точки r = r0 принципиально более

резкое. Графики радиальной скорости практически совпадают. И поэтому оче-

видно, что во втором случае: Ω 6= 0 – кинетическая энергия потока больше,

чем кинетическая энергия потока в первом случае Ω = 0 , поскольку во втором

случае v0(r) > 0 при r0 ≤ r < rin , а в первом – нуль.

Это увеличение кинетической энергии потока в случае, когда при построе-

нии решения учитывается вращение Земли, можно объяснить только следую-

щим образом. Часть кинетической энергии вращения Земли, благодаря учету

вращения Земли вокруг своей оси через учет действия силы инерции (силы

Кориолиса), переходит в кинетическую энергию вращающейся части соответ-

ствующего течения, имеющего вертикальный сток и придонную часть. Этот

вывод схематично изображен на рис. 7.6.

И нет других причин, кроме вращения Земли вокруг своей оси, для поступ-

ления энергии как на возникновение закрутки придонной части течения, так и

на поддержание этой закрутки.

Рис. 7.6
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Замечание. Для решений задач, рассмотренных в параграфах пять и во-

семь, также справедлив факт, аналогичный теореме 4. А именно: если в на-

чальных данных и в краевых условиях указанных задач нет зависимости от ϕ ,

то в случае Ω = 0 (при неучете вращения Земли вокруг своей оси) закрутки

газа в решении этих задач нет. И, следовательно, установленная в этих зада-

чах закрутка газа вызвана только вращением Земли вокруг своей оси.
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§ 8. Задача о трехмерном нестационарном движении газа

возле нагревающегося цилиндра

Теорема о возникновении отрицательно закрученного

трехмерного нестационарного течения при начале

плавного нагрева вертикального цилиндра.

Влияние вращения Земли

Для системы уравнений газовой динамики для идеального политропного

газа в изэнтропическом случае в условиях действия сил тяжести и Кориоли-

са ставится специальная характеристическая задача Коши, решение которой

описывает движение первоначально покоящегося в поле тяжести воздуха при

плавном нагреве находящегося в нем вертикального цилиндра. Доказано, что

при условии аналитичности входных данных поставленная задача в некото-

рой окрестности рассматриваемой точки имеет единственное аналитическое

решение, представимое в виде сходящегося ряда. Анализ первых коэффици-

ентов этого ряда показал, что при начале нагрева цилиндра в воздухе сразу

возникает окружное движение газа, закрученное в Северном полушарии в от-

рицательном направлении и в положительном направлении в случае Южного

полушария. Установленные факты являются математическим обоснованием

направления закрутки огненных вихрей. Также показано, что при отсутствии

действия силы Кориолиса, т. е. при неучете вращения Земли вокруг своей оси,

построенное решение является радиальным и закрутка газа отсутствует.

Система уравнений газовой динамики

в условиях действия сил тяжести и Кориолиса

Рассматривается система (3.10), т. е. система уравнений газовой динамики

для нестационарных общих пространственных изэнтропических течений по-

литропного газа в условиях действия сил тяжести и Кориолиса в безразмер-

ных переменных, и которая здесь повторена:
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

ct + ucr + v
rcϕ + wcz +

(γ − 1)
2 c

(
ur + u

r +
vϕ
r + wz

)
= 0,

ut + uur + v
ruϕ −

v2
r + wuz + 2

(γ − 1)
ccr = av − bw cosϕ,

vt + uvr + uv
r + v

rvϕ + wvz + 2
(γ − 1)

c
rcϕ = −au+ bw sinϕ,

wt + uwr + v
rwϕ + wwz + 2

(γ − 1)
ccz = bu cosϕ− bv sinϕ− g.

(8.1)

Cкорость звука c политропного газа связана с температурой T следую-

щей формулой [188]:

c =
√
T .

В системе (8.1) вместо скорости звука в качестве искомой функции вво-

дится температура

T = c2, Tη = 2ccη,

где η принимает значения t , r , ϕ , z и для удобства последующих выкладок

первое уравнение системы (8.1) ставится в конец новой системы

ut + uur + v
ruϕ −

v2
r + wuz + 1

(γ − 1)
Tr = av − bw cosϕ,

vt + uvr + uv
r + v

rvϕ + wvz + 1
(γ − 1)

1
rTϕ = −au+ bw sinϕ,

wt + uwr + v
rwϕ + wwz + 1

(γ − 1)
Tz = bu cosϕ− bv sinϕ− g,

Tt + uTr + v
rTϕ + wTz + (γ − 1)T

(
ur + u

r +
vϕ
r + wz

)
= 0.

(8.2)

Закрутка газа в восходящих потоках

Выше с помощью построения решений системы уравнений (8.1) представ-

лены результаты математического моделирования течений в разрушитель-

ных атмосферных вихрях типа торнадо и тропических циклонов. В частно-
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сти, доказано (см. § 4), что при наличии стока газа на вертикальном цилин-

дре ненулевого радиуса в рассматриваемом течении, внешнем по отношению

к цилиндру, возникает закрутка воздуха в соответствующем направлении: по-

ложительном и отрицательном в случаях соответственно Северного и Южно-

го полушария. Эти направления соответствуют направлениям закрутки атмо-

сферных восходящих потоков типа торнадо и тропического циклона.

Математически факт закрутки газа в соответствующем направлении уста-

новлен при доказательстве существования и единственности решений соот-

ветствующих характеристических задач Коши стандартного вида (см. § 3) и

исследовании свойств этих решений.

Закрутка восходящего потока в указанном направлении подтверждена так-

же результатами экспериментов [54, 97, 98–112].

В экспериментах [94–106] свободный восходящий вихрь создавался с по-

мощью нагрева снизу металлического стола. В экспериментах [54, 97] восхо-

дящий поток создавался принудительным движением воздуха вверх по трубе

за счет работы вентилятора, помещенного в верхней части трубы. При этом на

подстилающей поверхности вокруг нижнего края трубы фиксировалось вра-

щение воздуха. Поскольку эксперименты проводились в Северном полуша-

рии, то в обеих схемах экспериментов закрутка воздуха была в положитель-

ном направлении.

Однако в природе также наблюдаются [108, 115, 116] и так называемые

огненные вихри (огненные торнадо), закрутка которых имеет другое направ-

ление: отрицательное в случае Северного полушария и положительное в Юж-

ном полушарии. На рис. 8.1 приведена фотография одного огненного вихря,

наблюдавшегося в Северном полушарии.
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Рис. 8.1

В некоторых экспериментах удалось создать течения, близкие к наблюда-

емым в природе огненным вихрям, причем без принудительной закрутки [114].

При численном моделировании нестационарных трехмерных закрученных

потоков, возникающих при нагреве подстилающей поверхности, также наблю-

дается появление вихревых образований, закрученных в отрицательном на-

правлении, хотя в расчетах значение sinψ полагалось положительным, что

соответствует случаю Северного полушария [74].

Цель данного параграфа – построить решение конкретной начально-кра-

евой задачи, которое моделирует движение воздуха вокруг плавно нагреваю-

щегося вертикального цилиндра, и установить факт возникновения закрутки

воздуха, внешнего по отношению к цилиндру, в отрицательном или в поло-

жительном направлениях в случаях соответственно Северного или Южного

полушария.

Фоновое течение и его звуковая характеристика

Набор функций

u = 0; v = 0; w = 0; T = T0(z) = 1− kz; k = (γ − 1)g = const > 0 (8.3)

является решением системы (8.2). Он передает покоящийся в поле тяжести

газ и далее называется фоновым течением. Cкорость звука фонового течения

задается формулой

c = c0(z) =
√
T0(z) =

√
1− kz.
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Особо подчеркнем, что в (8.3) вместе с u = w = 0 и v = 0 , т. е. в фоновом

течении закрутки газа нет.

Рис. 8.2

Пусть при t = 0 вне цилиндра радиуса r = r0 , r0 = const > 0 (рис. 8.2)

находится покоящийся в поле тяжести газ. С момента времени t = 0 начина-

ется плавный нагрев этого цилиндра, определяемый аналитической в окрест-

ности точки (t = 0, z = 0) функцией T = T o(t, z) :

T (t, r, ϕ, z)|r=r0 = T o(t, z) = T0(z) +T1(t), T1(0) = 0, T ′1(0) = T∗ = const > 0.

Исходя из двух последних равенств, функцию T o(t, z) можно представить в

виде

T o(t, z) = T0(z) + T∗t+ T 01(t)t2

со своей заданной аналитической функцией T 01(t) , и тогда условие плавного

нагрева цилиндра принимает вид:

T (t, r, ϕ, z)|r=r0 = T0(z) + T∗t+ T 01(t)t2. (8.4)

Конфигурация возникшего в результате нагрева цилиндра течения следу-

ющая: по покоящемуся в поле тяжести газу в сторону возрастания значений

r распространяется поверхность звуковой C+ -характеристики (см. рис. 8.2).

Эта поверхность в каждый момент времени отделяет еще покоящийся при

больших значениях r газ от области газа, начавшего при меньших значениях

r движение из-за его нагрева цилиндром. На рис. 8.2 область движущегося

газа затемнена.
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Поверхность C+ -характеристики задается в виде

C+ : r = r0 + r1(t, z), (8.5)

где функция r1(t, z) является решением следующей задачи Коши [179]:

r1t = c0(z)
√

1 + r21z; r1(t, z)|t=0 = 0, (8.6)

которая по теореме Ковалевской [188] имеет в некоторой окрестности точки

(t = 0, r = r0, z = 0) единственное аналитическое решение, от ϕ не завися-

щее.

Построение решения задачи (8.6) в виде ряда по степеням t

r1(t, z) =
∞∑
k=0

r1k(z)
tk

k!
; r1k(z) =

∂kr1
∂tk

∣∣∣∣
t=0

приводит к следующим первым коэффициентам:

r10(z) = 0; r11(z) = c0(z);

r12(z) =

(
∂

∂t

[
c0(z)

√
1 + r21z

])∣∣∣∣
t=0

=

[
c0(z)r1zr1zt√

1 + r21z

]∣∣∣∣∣
t=0

= 0,

поскольку

r1z|t=0 = (r1|t=0)z = r′10(z) = 0,

и, следовательно, к такому представлению:

r1(t, z) =
√

1− kz t+ r2(t, z)t
3 (8.7)

с некоторой аналитической функцией r2(t, z) . Еще раз отметим, что от пере-

менной ϕ функция r1 не зависит.

Характеристическая задача Коши о движении газа

возле нагревающегося цилиндра

Для системы уравнений (8.2) на поверхности звуковой C+ -характеристики

(8.5) ставятся условия 
u(t, r, ϕ, z)|C+ = 0;

v(t, r, ϕ, z)|C+ = 0;

w(t, r, ϕ, z)|C+ = 0;

T (t, r, ϕ, z)|C+ = T0(z),

(8.8)
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обеспечивающие непрерывное примыкание искомого течения к фоновому, за-

даваемому формулами (8.3).

Кроме условий (8.8), для системы (8.2) ставится также условие (8.4).

Решение получившейся задачи (8.2), (8.8), (8.4) описывает искомое тече-

ние газа, расположенное между поверхностью звуковой C+ -характеристики

(8.5) и поверхностью нагревающегося цилиндра r = r0 (см. рис. 8.2).

Теорема 5. Задача (8.2), (8.8), (8.4) имеет единственное аналити-

ческое решение в некоторой окрестности точки M0 с координатами

t = 0 , r = r0 , ϕ = ϕ0 , z = 0 , где 0 ≤ ϕ0 ≤ 2π .

Доказательство теоремы

Доказательство теоремы состоит в сведении задачи (8.2), (8.8), (8.4) к ха-

рактеристической задаче Коши стандартного вида [188], для которой справед-

лив соответствующий аналог теоремы Ковалевской [188, 192].

Для сведения к стандартному виду вначале делается следующая замена

переменных: 
ξ = r0 + r1(t, z)− r;
ζ = r − r0;
ϕ′ = ϕ;

χ = z,

(8.9)

т. е. поверхность звуковой C+ -характеристики (8.5) берется за новую коор-

динатную плоскость ξ = 0 , а поверхность цилиндра r = r0 – за другую новую

координатную плоскость ζ = 0 .

Якобиан этого преобразования переменных:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξt ξr ξϕ ξz

ζt ζr ζϕ ζz

ϕ′t ϕ′r ϕ′ϕ ϕ′z

χt χr χϕ χz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r1t −1 0 r1z

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r1t.

С учетом представления (8.7) получается:

J |t=0,z=0 = r1t|t=0,z=0 = 1,
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т. е. замена переменных (8.9) является невырожденной в некоторой окрестно-

сти рассматриваемой точки M0 .

Для того, чтобы получить обратный переход от новых переменных к ста-

рым, имеем равенства: 
r1(t, χ) = ξ + ζ;

r = ζ + r0;

ϕ = ϕ′;

z = χ.

(8.10)

И чтобы из равенства

r1(t, χ) = ξ + ζ

получить выражение старой переменной t через новые переменные, восполь-

зуемся в равенстве

r1(t, χ) = r − r0

представлением (8.7), т. е. представлением

F (t, χ, r − r0) ≡
√

1− kχ t+ r2(t, χ)t3 − (r − r0) = 0.

Поскольку

Ft|t=0,r=r0 =
√

1− kχ, Fr|t=0,r=r0 = −1,

то

tr|t=0,r=r0 = − Fr
Ft

∣∣∣∣
t=0,r=r0

=
1√

1− kχ
,

и по теореме о существовании неявно заданной функции равенство

F (t, χ, r − r0) = 0

эквивалентно равенству

t =
(r − r0)√

1− kχ
+ t2(r − r0, χ)(r − r0)2

с некоторой аналитической в окрестности точки (r = r0, χ = 0) функцией

t2(r − r0, χ) .
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С учетом последнего полученного соотношения равенство

r1(t, χ) = ξ + ζ

переписывается в эквивалентном виде

t =
(ξ + ζ)√
1− kχ

+ t2(ξ + ζ, χ)(ξ + ζ)2, (8.11)

что и дает окончательный вид первого из соотношений (8.10) для перехода от

новых переменных к старым или, что то же самое, для замены старых пере-

менных через новые с помощью известных функций.

Формулы для частных производных при замене (8.9) преобразуются сле-

дующим образом:

∂

∂t
=

∂

∂ξ
· r1t +

∂

∂ζ
· 0 +

∂

∂ϕ′
· 0 +

∂

∂χ
· 0 = r1t

∂

∂ξ
;

∂

∂r
=

∂

∂ξ
· (−1) +

∂

∂ζ
· 1 =

∂

∂ζ
− ∂

∂ξ
;

∂

∂ϕ
=

∂

∂ϕ′
· 1 =

∂

∂ϕ′
;

∂

∂z
=

∂

∂ξ
· r1z +

∂

∂χ
· 1 =

∂

∂χ
+ r1z

∂

∂ξ
.

Естественно, что в этих формулах значения производных r1t и r1z надо

записать через новые переменные. Для этого можно воспользоваться след-

ствиями формулы (8.7):

r1t =
√

1− kz + 3r2(t, z)t
2 + r2t(t, z)t

3,

r1z = − k

2
√

1− kz
t+ r2z(t, χ)t2,

в которых надо учесть формулы перехода (8.10) и (8.11).

В результате получаются такие представления:

r1t =
√

1− kχ+ r3(ξ + ζ, χ)(ξ + ζ)2, (8.12)

r1z = − k

2
√

1− kχ
(ξ + ζ) + r4(ξ + ζ, χ)(ξ + ζ)2 (8.13)

со своими аналитическими в некоторой окрестности точки (ξ = 0, ζ = 0,

χ = 0) функциями r3(ξ + ζ, ζ) , r4(ξ + ζ, ζ) .
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Далее используются краткие выражения r1t , r1z , при этом подразумева-

ется, что они имеют полученный вид (8.12), (8.13). Также отметим, что от пе-

ременной ϕ′ функции r1t , r1z не зависят.

Далее у переменной ϕ штрих опускается.

В системе (8.2) делается замена переменных (8.9):

(r1t − u+ r1zw)uξ + uuζ + v
(ζ + r0)

uϕ − v2

(ζ + r0)
+

+wuχ + 1
(γ − 1)

Tζ − 1
(γ − 1)

Tξ = av − bw cosϕ;

(r1t − u+ r1zw)vξ + uvζ + uv
(ζ + r0)

+ v
(ζ + r0)

vϕ+

+wvχ + 1
(γ − 1)(ζ + r0)

Tϕ = −au+ bw sinϕ;

(r1t − u+ r1zw)wξ + uwζ + v
(ζ + r0)

wϕ + wwχ+

+ 1
(γ − 1)

Tχ + r1z
(γ − 1)

Tξ = bu cosϕ− bv sinϕ− g;

(r1t − u+ r1zw)Tξ + uTζ + v
(ζ + r0)

Tϕ + wTχ+

+(γ − 1)T

[
uζ − uξ + u

(ζ + r0)
+

vϕ
(ζ + r0)

+ wχ + r1zwξ

]
= 0.

(8.14)

Начальные условия (8.8), заданные на C+ -характеристике, переходят в

условия:

u|ξ=0 = 0; v|ξ=0 = 0; w|ξ=0 = 0; T |ξ=0 = 1− kχ = T0(χ), (8.15)

а краевое условие (8.4) с учетом соотношения (8.11) переходит в

T |ζ=0 = T0(χ) +
T∗√

1− kχ
ξ + T01(ξ, χ)ξ2, (8.16)
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где функция T01(ξ, χ) считается заданной и аналитической в некоторой окрест-

ности точки (ξ = 0, χ = 0) .

Система (8.14) в векторно-матричном виде имеет следующее представле-

ние:

AUξ +BUζ + CUχ +DUϕ = G,

где векторы искомых функций U и правых частей G, а также матрицы A , B ,

C , D таковы:

U =


u

v

w

T

 ; G =



v2

(ζ + r0)
+ av − bw cosϕ

−au+ bw sinϕ− uv
(ζ + r0)

bu cosϕ− bv sinϕ− g

−(γ − 1)Tu
(ζ + r0)


;

A =


R; 0; 0; − 1

(γ − 1)

0; R; 0; 0

0; 0; R; r1z
(γ − 1)

−(γ − 1)T ; 0; (γ − 1)r1zT ; R

 .

Здесь и далее

R = r1t − u+ r1zw.

B =


u; 0; 0; 1

(γ − 1)

0; u; 0; 0

0; 0; u; 0

(γ − 1)T ; 0; 0; u

 ; C =


w; 0; 0; 0

0; w; 0; 0

0; 0; w; 1
(γ − 1)

0; 0; (γ − 1)T ; w

 ;

D =



v
(ζ + r0)

; 0; 0; 0

0; v
(ζ + r0)

; 0; 1
(γ − 1)(ζ + r0)

0; 0; v
(ζ + r0)

; 0

0;
(γ − 1)T
(ζ + r0)

; 0; v
(ζ + r0)


.

Чтобы показать, что рассматриваемая ХЗК (8.14)–(8.16) сводится к стан-

дартному виду, достаточно подобрать невырожденные матрицы M1 и M2 , за-
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висящие от ζ , χ , ϕ и такие, что произведения (M1AM2)|ξ=0 и (M1BM2)|ξ=0

имеют требуемый вид (см. § 3). А именно:

(M1AM2)|ξ=0 =



q11 q12 q13 q14 0

q21 q22 q23 q24 0

q31 q32 q33 q34 0

q41 q42 q43 q44 0

0 0 0 0 0


;

(M1BM2)|ξ=0 =



s11 s12 s13 s14 s15

s21 s22 s23 s24 s25

s31 s32 s33 s34 s35

s41 s42 s43 s44 s45

s51 s52 s53 s54 s55


и при этом

detQ =



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q11 q12 q13 q14

q21 q22 q23 q24

q31 q32 q33 q34

q31 q32 q33 q34

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ=χ=0,ϕ=ϕ0

6= 0; s55|ζ=χ=0,ϕ=ϕ0
6= 0.

Кроме того, требуется, чтобы задание условия (8.16) было эквивалентно

заданию соответствующего условия при ζ = 0 для последней компоненты

вектора

M−1
2 U = W =


W1

W2

W3

W4

 .

В самом деле, после умножения системы (8.14) слева на M1 и внесения

в соответствующие места произведения M2M
−1
2 , равного единичной матрице,

получается эквивалентная системе (8.14) система уравнений:

M1AM2M
−1
2 Uξ+M1BM2M

−1
2 Uζ +M1CM2M

−1
2 Uχ+M1DM2M

−1
2 Uϕ = M1G.
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Если теперь заменить вектор M−1
2 U на вектор W и учесть вид производ-

ных вектора W

Wϑ =
(
M−1

2 U
)
ϑ

= M−1
2 Uϑ +M−1

2ϑ U = M−1
2 Uϑ +M−1

2ϑM2W

(здесь символ ϑ принимает значения ξ , ζ , χ , ϕ ), то получается система

M1AM2Wξ +M1BM2Wζ +M1CM2Wχ +M1DM2Wϕ = (8.17)

= M1G +M1BM2M
−1
2ζ M2W +M1CM2M

−1
2χM2W +M1DM2M

−1
2ϕM2W.

При вычислении нужных произведений (M1AM2)|ξ=0 , (M1BM2)|ξ=0 , в мат-

рицах A и B можно сразу положить ξ = 0 :

A|ξ=0 =


r1t|ξ=0; 0; 0; − 1

(γ − 1)

0; r1t|ξ=0; 0; 0

0; 0; r1t|ξ=0;
r1z|ξ=0

(γ − 1)

−(γ − 1)T0(χ); 0 (γ − 1)r1z|ξ=0T0(χ); r1t|ξ=0

 ;

B|ξ=0 =


0; 0; 0; 1

(γ − 1)

0; 0; 0; 0

0; 0; 0; 0

(γ − 1)T0(χ); 0; 0; 0

 .

Требуемые матрицы M1 и M2 имеют следующий вид:

M1 =


1; 0; 0; 0

0; 1; 0; 0

0; 0; 1; 0

(γ − 1)T0(χ); 0; −(γ − 1)r1z|ξ=0T0(χ); r1t|ξ=0

 ,

detM1 = r1t|ξ=0 6= 0

в некоторой окрестности точки (ξ = 0, ζ = 0, χ = 0) , поскольку

r1t|ξ=ζ=χ=0 = 1;
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M2 =



1; 0; 0; 1
(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 1; 0; − r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 1; − r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 0; 1


, detM2 = 1 6= 0;

M−1
2 =



1; 0; 0; − 1
(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 1; 0;
r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 1;
r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 0; 1


.

Вначале последовательно выписывается первое произведение M1(A|ξ=0)M2 :

M1(A|ξ=0) =



r1t|ξ=0; 0; 0; − 1
(γ − 1)

0; r1t|ξ=0; 0;
r1z|ξ=0

(γ − 1)

0; 0; r1t|ξ=0
r1z|ξ=0

(γ − 1)

0; 0; 0; 0


,

поскольку

q41 = r1t|ξ=0(γ − 1)T0(χ)− (γ − 1)T0(χ)r1t|ξ=0 ≡ 0;

q42 = r1t|ξ=0 · 0 ≡ 0;

q43 = r1t|ξ=0(−1)(γ − 1)r1z|ξ=0T0(χ) + (γ − 1)r1z|ξ=0T0(χ))r1t|ξ=0 ≡ 0;

q44 = − 1

(γ − 1)
(γ − 1)T0(χ) +

r1z|ξ=0

(γ − 1)
(−1)(γ − 1)r1z|ξ=0T0(χ) + (r1t|ξ=0)

2 =

= (r1t|ξ=0)
2 − T0(χ)

[
1 + (r1z|ξ=0)

2
]
≡ 0.

Последнее тождество справедливо, поскольку из задачи (8.6) имеем

(r1t|ξ=0)
2 = T0(χ)

[
1 + (r1z|ξ=0)

2
]
. (8.18)

Далее вычисляется произведение

M1 (A|ξ=0)M2 =

120



=



r1t|ξ=0; 0; 0; − 1
(γ − 1)

0; r1t|ξ=0; 0;
r1z|ξ=0

(γ − 1)

0; 0; r1t|ξ=0
r1z|ξ=0

(γ − 1)

0; 0; 0; 0


×

×



1; 0; 0; 1
(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 1; 0; − r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 1; − r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 0; 1


=

=


r1t|ξ=0; 0; 0; 0

0; r1t|ξ=0; 0; 0

0; 0; r1t|ξ=0; 0

0; 0; 0; 0

 ,

поскольку

q14 = r1t|ξ=0
1

(γ − 1)r1t|ξ=0
− 1

(γ − 1)
≡ 0;

q24 = r1t|ξ=0(−1)
r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0
+

r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0
≡ 0;

q34 = r1t|ξ=0(−1)
r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0
+
r1z|ξ=0

(γ − 1)
≡ 0.

Итак, матрица M1 (A|ξ=0)M2 имеет нужный вид:

M1 (A|ξ=0)M2 =


r1t|ξ=0; 0; 0; 0

0; (r1t|ξ=0) ; 0; 0

0; 0; (r1t|ξ=0) ; 0

0; 0; 0; 0

 ,

а стоящий в ее левом верхнем углу минор размером 3× 3 , такой:∣∣∣∣∣∣∣∣
r1t|ξ=0; 0; 0

0; r1t|ξ=0; 0

0; 0; r1t|ξ=0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (r1t|ξ=0)
3 6= 0
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в некоторой окрестности рассматриваемой точки (ξ = 0, ζ = 0, χ = 0) , по-

скольку r1t|ξ=0 = 1 при ξ = ζ = χ = 0 .

Далее последовательно вычисляется произведение M1 (B|ξ=0)M2 :

M1 (B|ξ=0) =


1; 0; 0; 0

0; 1; 0; 0

0; 0; 1; 0

(γ − 1)T0(χ); 0; −(γ − 1)r1z|ξ=0T0(χ); r1t|ξ=0

×

×


0; 0; 0; 1

(γ − 1)

0; 0; 0; 0

0; 0; 0; 0

(γ − 1)T0(χ); 0; 0; 0

 =

=


0; 0; 0; 1

(γ − 1)

0; 0; 0; 0

0; 0; 0; 0

(γ − 1)T0(χ)r1t|ξ=0; 0; 0; T0(χ)

 ;

M1 (B|ξ=0)M2 =


0; 0; 0; 1

(γ − 1)

0; 0; 0; 0

0; 0; 0; 0

(γ − 1)T0(χ)r1t|ξ=0; 0; 0; T0(χ)

×

×



1; 0; 0; 1
(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 1; 0; − r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 1; − r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 0; 1


=


0; 0; 0; 1

(γ − 1)

0; 0; 0; 0

0; 0; 0; 0

(γ − 1)T0(χ); 0; 0; 2T0(χ)

 .

Стоящий в правом нижнем углу элемент 2T0(χ) > 0 в некоторой окрестности

точки (ξ = ζ = χ = 0) .
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Осталось установить вид вектора

W = M−1
2 U =



1; 0; 0; 1
(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 1; 0; − r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 1; − r1z|ξ=0

(γ − 1)r1t|ξ=0

0; 0; 0; 1




u

v

w

c

 =

=



u+ T
(γ − 1)r1t|ξ=0

v − r1z|ξ=0T
(γ − 1)r1t|ξ=0

w − r1z|ξ=0T
(γ − 1)r1t|ξ=0

T


=


W1

W2

W3

W4

 .

Начальные условия (8.14) переходят в начальные условия для W :

W1|ξ=0 = T
(γ − 1)r1t

∣∣∣∣
ξ=0

;

W2|ξ=0 = − r1zT
(γ − 1)r1t

∣∣∣∣
ξ=0

;

W3|ξ=0 = − r1zT
(γ − 1)r1t

∣∣∣∣
ξ=0

;

W4|ξ=0 = T |ξ=0.

(8.19)

И поскольку W4 – последняя координата получившегося вектора W –

совпадает с функцией T , то краевое условие (8.16) переходит в условие

W4|ζ=0 = T0(χ) +
T∗√

1− kχ
ξ + T01(ξ, χ)ξ2 (8.20)

и обеспечивает единственность решения у получившейся характеристической

задачи Коши стандартного вида (8.16), (8.19), (8.20).

Поскольку характеристическая задача Коши (8.13)–(8.15) эквивалентна

характеристической задаче Коши (8.16), (8.19), (8.20), то теорема доказана.
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Построение первых коэффициентов ряда,

решающего рассматриваемую задачу

Построим первые коэффициенты ряда

U(ξ, ζ, ϕ, χ) =
∞∑
k=0

Uk(ζ, ϕ, χ)
ξk

k!
; Uk(ζ, ϕ, χ) =

(
∂kU

∂ξk

)∣∣∣∣
ξ=0

,

решающего характеристическую задачу Коши (8.14)–(8.16).

Для этого в системе (8.14) положим ξ = 0 и учтем вид начальных условий

(8.15):



(r1t|ξ=0)u1 − 1
(γ − 1)

T1 = 0,

(r1t|ξ=0) v1 = 0,

(r1t|ξ=0)w1 + 1
(γ − 1)

T ′0 +
(r1χ|ξ=0)
(γ − 1)

T1 = −g,

(r1t|ξ=0)T1 − (γ − 1)T0u1 + (γ − 1)T0 [−u1 + (r1z|ξ=0)w1] = 0.

(8.21)

С учетом уравнения для функции T0(χ), т. е. соотношения

(γ − 1)T ′0(χ) = −g,

получаются следующие три соотношения:

u1 = 1
(γ − 1) (r1t|ξ=0)

T1,

v1 = 0,

w1 = − (r1z|ξ=0)
(γ − 1) (r1t|ξ=0)

T1,

(8.22)

поскольку после исключения из последнего уравнения системы (8.21) величин

u1 , v1 и w1 оно становится тождеством, т. е. прямым следствием первых трех

уравнений.
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Одно свойство решения рассматриваемой задачи

Для обоснования одного конкретного свойства решения рассматриваемой

задачи определим в точке (ζ = χ = 0) знаки первых коэффициентов ряда, ре-

шающего характеристическую задачу Коши (8.14)–(8.16). И для этого явные

формулы, задающие коэффициенты u1 , v1 , w1 , T1 и v2 , не нужны.

Чтобы узнать значение коэффициента T1 при ζ = χ = 0 , необходимо кра-

евое условие (8.16) продифференцировать по ξ и положить в получившемся

равенстве ξ = χ = 0 :

T1|ζ=χ=0 = T∗ > 0. (8.23)

Отсюда, в частности, следует, что при всех значениях 0 ≤ ϕ ≤ 2π

T1ϕ|ζ=χ=0 = 0, (8.24)

а также

u1|ζ=χ=0 =
1

(γ − 1)
T1|ζ=χ=0 =

1

(γ − 1)
T∗ > 0. (8.25)

Для получения коэффициента v2 второе уравнение системы (8.14) диф-

ференцируется по ξ , полагается ξ = 0 и учитываются компоненты вектора

U0 :

(r1t|ξ=0) v2 = −au1 + bw1 sinϕ.

В последнем равенстве полагается ζ = χ = 0 и учитывается то, w1|ζ=χ=0 = 0

(поскольку (r1z|ξ=ζ=χ=0) = 0 ):

v2|ζ=χ=0 = −au1|ξ=ζ=χ=0.

Последнее соотношение приводит к равенству

v2|ζ=χ=0 = −2Ω sinψ

c00
(u1|ζ=χ=0) . (8.26)

Из формулы (8.26) и с учетом неравенства (8.25) следует, что в Северном

полушарии, где sinψ > 0 ,

∂2v

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=ζ=χ=0

= v2|ζ=χ=0 < 0, (8.27)
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а в Южном полушарии, где sinψ < 0 ,

∂2v

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=ζ=χ=0

= v2|ζ=χ=0 > 0 (8.28)

при всех значениях 0 ≤ ϕ ≤ 2π .

С учетом формул для преобразования производных, а также нулевых зна-

чений v0 , v1 , получаются следующие значения для первых двух производных

функции v , выводящих со звуковой C+ -характеристики:

∂v

∂r

∣∣∣∣
C+

=

(
∂v

∂ζ
− ∂v

∂ξ

)∣∣∣∣
ξ=0

= v0ζ − v1 = 0,

∂2v

∂r2

∣∣∣∣
C+

=

(
∂2v

∂ζ2
− 2

∂2v

∂ζ∂ξ
+
∂2v

∂ξ2

)∣∣∣∣
ξ=0

= v0ζζ − 2v1ζ + v2 = v2.

Знак выводящей с C+ -характеристики производной функции u устанав-

ливается следующим образом:

∂u

∂r

∣∣∣∣
C+

=

(
∂u

∂ζ
− ∂u

∂ξ

)∣∣∣∣
ξ=0

= u0ζ − u1 = − 1

(γ − 1)
T∗ < 0. (8.29)

На рис. 8.3 с учетом установленных знаков выводящих с C+ -характерис-

тики производных (для v взят лучай Северного полушария) показано

качественное поведение u , v в ее окрестности в некоторый момент времени

t = t1 > 0 .

Рис. 8.3

Таким образом, с учетом неравенств (8.28), (8.29) доказано, что

в задаче нагрева вертикального цилиндра при всех 0 ≤ ϕ ≤ 2π в неко-

торой окрестности звуковой C+ -характеристики, начиная с момен-

та времени t = 0 , возникает закрутка газа: в отрицательном направ-

лении для Северного полушария и в положительном направлении – для

Южного полушария.
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Установленный факт есть математическое обоснование направления за-

крутки огненных вихрей.

По аналогии с результатами из § 4, 5, 7, устанавливается, что единственное

решение задачи (8.2), (8.8), (8.4) в случае Ω = 0 описывает только радиаль-

ное течение без какой-либо закрутки. Следовательно, причиной закрутки газа

возле плавно нагревающегося цилиндра является только вращение Земли во-

круг своей оси.
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Глава III

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

СТАЦИОНАРНЫХ ТЕЧЕНИЙ В ПРИДОННЫХ ЧАСТЯХ

ВОСХОДЯЩИХ ЗАКРУЧЕННЫХ ПОТОКОВ

§ 9. Расчет кинетической энергии трехмерного

стационарного потока

Кинетическая энергия газа, движущегося в области

(D) : {r0 ≤ r ≤ rin; 0 ≤ ϕ ≤ 2π; 0 ≤ z ≤ h},

задается тройным интегралом

W =
1

2

∫ ∫ ∫
(D)

ρ(x, y, z)~V 2dxdydz =
1

2

h∫
0


2π∫
0

 rin∫
r0

ρ(r, ϕ)~V 2(r, ϕ)rdr

 dϕ
 dz, (9.1)

где ~V – вектор скорости газа.

W =
1

2

∫ ∫ ∫
(D)

ρ(x, y, z)~V 2dxdydz =

=
1

2

h∫
0


2π∫
0

 rin∫
r0

c5 (r, ϕ, z)
(
u2 (r, ϕ, z) + v2 (r, ϕ, z) + w2 (r, ϕ, z)

)
rdr

 dϕ
 dz = (9.2)

= Wu +Wv +Ww.

Поскольку рассматриваются изэнтропические течения политропного газа,

то

c2 (r) = ρ(γ−1), ρ = c
2

(γ−1) , (9.3)

и поэтому в случае воздуха с γ = 1.4 имеем

ρ = c5 (r) . (9.4)

Рассматриваем стационарный случай, когда решение зависит только от

переменных r и ϕ :

Wki = Wki (r, ϕ) ; fki = fki (r, ϕ) ; f − c, u, v. (9.5)
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Вид формулы скорости звука следующий:

c (r, ϕ) = c0 + c1z + c2
z2

2
+ c3

z3

6
+ c4

z4

24
. (9.6)

Поэтому с учетом равенства (9.4) для вычисления интеграла (9.2) необходимо

возвести c в пятую степень, то есть представить в виде:

c5 (r, ϕ) =

(
c0 + c1z + c2

z2

2
+ c3

z3

6
+ c4

z4

24

)5

. (9.7)

Далее для простоты изложения используется представление:

c (r, ϕ) = c0 (r) + c1 (r, ϕ) z, (9.8)

где

c1 (r, ϕ) = c10 (r) + c11 (r) cos(ϕ) + c12 (r) sin(ϕ), (9.9)

которое и возведем в пятую степень. Тогда c5 (r, ϕ) примет следующий вид:

(c0 + c1z)5 = c0
5 + 5 c0

4c1z+ 10 c0
3c1

2z2 + 10 c0
2c1

3z3 + 5 c0c1
4z4 + c1

5z5 (9.10)

Введем замены: a 10 = c0
5; a11 = 5 c0

4c1; a12 = 10 c0
3c1

2;

a13 = 10 c0
2c1

3; a14 = 5 c0c1
4; a15 = c1

5, т.е. (c0 + c1z)5 =
5∑
i=0

a1iz
i

Радиальная скорость закрученного потока будем определять следующей

формулой:

u (r, ϕ) = u0 + u1z + u2
z2

2
+ u3

z3

6
. (9.11)

где

u1 (r, ϕ) = u10 (r) + u11 (r) cos(ϕ) + u12 (r) sin(ϕ), u10 (r) = 0. (9.12)

Если ограничиться представлением

u (r) = u0 + u1z, (9.13)

то для вычисления первого слагаемого интеграла (9.2) найдем u2 :

(u0 + u1z)2 = u0
2 + 2u0u1z + u1

2z2. (9.14)

Введем замены:

b10 = u0
2; b11 = 2u0u1; b12 = u1

2, (9.15)
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т.е.

(u0 + u1z)2 =
2∑
i=0

b1iz
i.

Перемножим c5 и u2 и затем выделим слагаемые при каждой степени z :(
a10 + a11z + a12z

2 + a13z
3 + a14z

4 + a15z
5
) (
b10 + b11z + bz2

)
=

a10b10 + a10b11z + a10b12z
2 + a11zb10 + a11b11z

2 + a11b12z
3 + a12b10z

2 +

+ a12b11z
3 + a12b12z

4 + a13b10z
3 + a13b11z

4 + a13b12z
5 + a14b10z

4 + a14b11z
5 +

+ a14b12z
6 + a15b10z

5 + a15b11z
6 + a15b12z

7 =

= a10b10 + (a10b11 + a11b10) z + (a10b12 + a11b11 + a12b10) z
2 +

+ (a11b12 + a12b11 + a13b10) z
3 + (a12b12 + a13b11 + a14b10) z

4 +

+ (a13b12 + a14b11 + a15b10) z
5 + (a14b12 + a15b11) z

6 + (a15b12) z
7.

Введем новые замены:

d 0 = a10b10; d1 = a10b11 + a11b10; d2 = a10b12 + a11b11 + a12b10;

d3 = a11b12 + a12b11 + a13b10; d4 = a12b12 + a13b11 + a14b10;

d5 = a13b12 + a14b11 + a15b10; d6 = a14b12 + a15b11; d7 = a15b12.

Теперь можно записать произведение

c5 (r, ϕ)u2 (r, ϕ)

в следующем виде:

c5 (r, ϕ)u2 (r, ϕ) = d0 + d1z + d2z
2 + d3z

3 + d4z
4 + d5z

5 + d6z
6 + d7z

7. (9.16)

Проинтегрируем выражение (9.16) по z и в пределах от z = 0 до z = h :
z0∫
0

[
c5(r)u2(r)

]
dz = d0h+ 1

2 d1h
2 + 1

3 d2h
3 + 1

4 d3h
4 + 1

5d4h
5 +

+ 1
6 d5h

6 + 1
7 d6h

7 + 1
8 d7h

8.

Вернемся к заменам (9.15) и проинтегрируем отдельно по ϕ каждое выраже-

ние при степенях z :

1

2

2π∫
0

[a10b10h] dϕ = c0
5u0

2hπ; (9.17)

1

2

2π∫
0

[
1

2
(a10b11 + a11b10)h

2

]
dϕ =

2π∫
0

1

2

[(
2 c0

5u0

(
u11 cos (ϕ) + u12 sin (ϕ)

)
+
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+ 5 c0
4
(
c10 + c11 cos (ϕ) + c12 sin (ϕ)

)
u0

2
)
h2
]
dϕ =

=
5

2
c0

4u0
2h2c10π;

1

2

2π∫
0

[
1

3

(
a10b12 + a11b11 + a12b10]

)
h3
]
dϕ =

1

6
h3c0

5u12
2π +

1

6
h3c0

5u11
2π+

+
5

3
h3c0

4u0c11u11π +
5

3
h3c0

3u0
2c11

2π +
5

3
h3c0

3u0
2c12

2π +
5

3
h3c0

4u0u12c12π+

+
10

3
h3c0

3u0
2c10

2π;

1

2

2π∫
0

[
1

4
(a11b12 + a12b11 + a13b10)h

4

]
dϕ =

15

4
h4c0

2u0
2c10c12

2π+

+
15

4
h4c0

2u0
2c10c11

2π + 5h4c0
3u0c10c12u12π + 5h4c0

3u0c10c11u11π+

+
5

8
h4c0

4c10u11
2π +

5

8
h4c0

4c10u12
2π +

5

2
h4c0

2u0
2c10

3π;

1

2

2π∫
0

[
1

5
(a12b12 + a13b11 + a14b10)h

5

]
dϕ =

3

2
h5c0

2u0c11
3u11π+

+
3

2
h5c0

2u0c12
3u12π +

3

4
h5c0u0

2c11
2c12

2π + 3h5c0u0
2c10

2c11
2π+

+ 3h5c0u0
2c10

2c12
2π + h5c0

3c10
2u11

2π + h5c0
3c10

2u12
2π +

3

4
h5c0

3c11
2u11

2π+

+
1

4
h5c0

3c11
2u12

2π +
1

4
h5c0

3c12
2u11

2π +
3

4
h5c0

3c12
2u12

2π +
3

8
h5c0u0

2c11
4π+

+
3

8
h5c0u0

2c12
4π + h5c0u0

2c10
4π + h5c0

3c11c12u11u12π + 6h5c0
2u0c10

2c11u11π+

+ 6h5c0
2u0c10

2c12u12π +
3

2
h5c0

2u0c11
2c12u12π +

3

2
h5c0

2u0c11c12
2u11π;
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1

2

2π∫
0

[
1

6
(a13b12 + a14b11 + a15b10)h

6

]
dϕ =

1

6
h6u0

2c10
5π+

+
5

2
h6c0u0c10c11

2c12u12π +
5

2
h6c0u0c10c11c12

2u11π +
5

2
h6c0

2c10c11c12u11u12π+

+
5

8
h6u0

2c10c11
2c12

2π +
15

8
h6c0

2c10c11
2u11

2π +
15

8
h6c0

2c10c12
2u12

2π+

+
5

8
h6c0

2c10c11
2u12

2π +
5

8
h6c0

2c10c12
2u11

2π +
10

3
h6c0u0c10

3c11u11π+

+
10

3
h6c0u0c10

3c12u12π +
5

2
h6c0u0c10c11

3u11π +
5

2
h6c0u0c10c12

3u12π+

+
5

6
h6c0

2c10
3u11

2π +
5

6
h6c0

2c10
3u12

2π +
5

6
h6u0

2c10
3c11

2π +
5

6
h6u0

2c10
3c12

2π+

+
5

16
h6u0

2c10c11
4π +

5

16
h6u0

2c10c12
4π;

1

2

2π∫
0

[
1

7
(a14b12 + a15b11)h

7

]
dϕ =

15

7
h7c10

2c11c12u11c0u12π+

+
5

14
h7c11c12

3u11c0u12π +
15

14
h7c10

2c11c12
2u11u0π +

15

14
h7c10

2c11
2u12u0c12π+

+
5

14
h7c11

3c12u11c0u12π +
5

14
h7c10

4u11
2c0π +

5

14
h7c10

4u12
2c0π+

+
25

112
h7c11

4u11
2c0π +

5

56
h7c11

5u11u0π +
25

112
h7c12

4u12
2c0π+

+
5

56
h7c12

5u12u0π +
5

112
h7c11

4u12
2c0π +

5

112
h7c12

4u11
2c0π+

+
5

7
h7c10

4u11u0c11π +
5

7
h7c10

4u12u0c12π +
45

28
h7c10

2c11
2u11

2c0π+

+
15

14
h7c10

2c11
3u11u0π +

45

28
h7c10

2c12
2u12

2c0π +
15

14
h7c10

2c12
3u12u0π+

+
5

56
h7c11

4u12u0c12π +
5

56
h7c11c12

4u11u0π +
5

28
h7c11

3c12
2u11u0π+

+
15

56
h7c11

2c12
2u11

2c0π +
15

56
h7c11

2c12
2u12

2c0π +
5

28
h7c11

2c12
3u12u0π+
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+
15

28
h7c10

2c11
2u12

2c0π +
15

28
h7c10

2c12
2u11

2c0π;

1

2

2π∫
0

[
1

8
(a15b12)h

8

]
dϕ =

1

16
h8c10

5u11
2π +

1

16
h8c10

5u12
2π+

+
15

64
h8c10c11

2c12
2u11

2π +
15

64
h8c10c11

2c12
2u12

2π +
25

128
h8c10c12

4u12
2π+

+
5

32
h8c10

3c11
2u12

2π +
5

32
h8c10

3c12
2u11

2π +
5

128
h8c10c11

4u12
2π+

+
5

128
h8c10c12

4u11
2π +

15

32
h8c10

3c11
2u11

2π +
15

32
h8c10

3c12
2u12

2π+

+
25

128
h8c10c11

4u11
2π +

5

8
h8c10

3c11c12u11u12π +
5

16
h8c10c11

3c12u11u12π+

+
5

16
h8c10c11c12

3u11u12π.

Для нахождения аналитического вида интегралов по ϕ использовался па-

кет для решения математических программ Maple.

Естественно, что все вычисления проходят и в случае, когда за начальные

отрезки ряда берутся представления (6.49), а не только по два первых слагае-

мых из них.

Для вычисления первого слагаемого из интеграла (9.2) остается найти сле-

дующий интеграл по переменной r :

W =

rin∫
r0

[(
1

16
c10

5u11
2π +

1

16
c10

5u12
2π +

15

64
c10c11

2c12
2u11

2π+

+
15

64
c10c11

2c12
2u12

2π +
25

128
c10c12

4u12
2π +

5

32
c10

3c11
2u12

2π +
5

32
c10

3c12
2u11

2π+

+
5

128
c10c11

4u12
2π +

5

128
c10c12

4u11
2π +

15

32
c10

3c11
2u11

2π+

+
15

32
c10

3c12
2u12

2π+
25

128
c10c11

4u11
2π+

5

8
c10

3c11c12u11u12π+
5

16
c10c11

3c12u11u12π+
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+
5

16
c10c11c12

3u11u12π

)
h8 +

(
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7
c10
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5

14
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+
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14
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5
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2c0π +

25

112
c11

4u11
2c0π +

5

56
c11

5u11u0π+

+
25

112
c12

4u12
2c0π +

5

56
c12

5u12u0π +
5

112
c11

4u12
2c0π +

5

112
c12

4u11
2c0π+

+
5

7
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c10
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5
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c11

4u12u0c12π+

+
5

56
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5
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c11

3c12
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56
c11
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2c0π+

+
15

56
c11
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5

28
c11

2c12
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28
c10

2c11
2u12

2c0π+

+
15

28
c10

2c12
2u11

2c0π

)
h7 +

(
1

6
u0

2c10
5π +

5

2
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+
5

2
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2
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+
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8
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8
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8
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+
5

8
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3
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5

2
c0u0c10c11
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5

6
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5

6
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+
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6
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2π +
5
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5
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4π
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h6 +

(
3

2
c0
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+
3

2
c0

2u0c12
3u12π +

3

4
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2c12

2π + 3c0u0
2c10

2c11
2π + 3h5c0u0
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4
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3

8
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(
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+ 5c0
3u0c10c12u12π + 5c0

3u0c10c11u11π +
5

8
c0

4c10u11
2π +

5

8
c0

4c10u12
2π+

+
5

2
c0

2u0
2c10

3π

)
h4 +

(
1

6
c0

5u12
2π +

1

6
c0

5u11
2π +

5

3
c0

4u0c11u11π+

+
5

3
c0

3u0
2c11

2π +
5

3
c0

3u0
2c12

2π +
5

3
c0

4u0u12c12π +
10

3
c0

3u0
2c10

2π

)
h3+

+
5

2
c0

4u0
2c10πh

2 + c0
5u0

2πh

]
rdr

Поскольку коэффициенты рядов находятся численно при решении систе-

мы обыкновенных дифференциальных уравнений, то приведенный интеграл по

r тоже будет считаться численно.

Аналогичным образом вычисляют второе и третье слагаемое из интеграла

(9.2). Из-за громоздкости эти формулы здесь не приводятся.

Таким образом, вычисление тройного интеграла от переменных r, ϕ, z све-

дено к вычислению обычных определенных интегралов от переменной r , по-

скольку вычисление определенных интегралов от ϕ и от z проведено в явном

виде.
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§ 10. Расчеты течений для различных классов торнадо

Для того, чтобы математически смоделировать течения газа в придонной

части торнадо, будет использована так называемая шкала Фудзиты [164] в ви-

де таблицы 10.1:

Таблица 10.1

Класс Скорость Ширина Средняя Среднее

торнадо ветра, следа, длина пути, время

м/с м км жизни, мин

F0 19− 32 5− 15 1.9 2.4

F1 33− 50 16− 50 4.2 5.2

F2 51− 70 51− 160 8.7 10.8

F3 71− 92 161− 508 16.1 20.0

F4 93− 116 547− 1448 43.8 54.4

F5 117− 142 1609− 4989 57.1 71.0

Анализ числовых данных, приведенных во втором столбце таблицы 10.1,

говорит о том, что разделение торнадо на различные классы проведено по зна-

чениям скоростей движения воздуха в окрестности вертикальной части торна-

до. При этом построение таблицы при разделении на классы проведено почти

с постоянным шагом изменения этого параметра.

Из таблицы 10.1 видно, что составляющие третий столбец данные меня-

ются непрерывно в зависимости от данных из второго столбца (исключение

– данные в двух последних строках третьего столбца). Это может служить

гипотезой о существовании функциональной зависимости между этими пара-

метрами, причем нелинейной.

Если данные из четвертого столбца поделить на соответствующие данные

из пятого столбца и умножить на 50/3 для перехода к другим единицам изме-

рения, то получится нижеследующая таблица 10.2 – таблица скоростей, из-

меряемых в м/с, движения по поверхности Земли торнадо, принадлежащих

разным классам.
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Поскольку получились практически одинаковые значения скоростей для

торнадо, принадлежащих разным классам, то можно сделать следующее пред-

положение.
Таблица 10.2

F0 F1 F2 F3 F4 F5

13.19 16.46 16.42 13.42 13.42 13.40

Скорость движения вертикальной части торнадо по поверхности Земли и

длина следа торнадо являются величинами, хорошо определяемыми по дан-

ным натурных наблюдений. Поэтому возможно, что данные из пятого столбца

таблицы 10.1 определены не по данным натурных наблюдений, а определе-

ны простыми вычислениями с использованием скорости движения торнадо по

поверхности Земли, практически одинаковой для торнадо разных классов, и

длиной следа, оставляемого торнадо, принадлежащего разным классам.

Достаточно очевидно, что идущая на разрушения кинетическая энергия

движущегося в торнадо воздуха не появилась вдруг и вся сразу – нет натур-

ных наблюдений, говорящих об этом. Следовательно, эта энергия накопилась

с течением времени в результате каких-то объективно существующих процес-

сов. И вот эта стадия существования торнадо – стадия накопления кинети-

ческой энергии движущегося в торнадо воздуха – остается, как правило, вне

исследований. Именно об этом и говорит исходное название пятого столбца в

таблице 10.1.

С помощью численных расчетов смоделирован процесс нестационарной

закрутки газа в придонной части восходящего закрученного потока [39], и тем

самым определено время выхода на стационарный режим и характер нараста-

ния скорости движения газа.

Для того, чтобы увязать расчеты трехмерных стационарных течений с дан-

ными натурных наблюдений различных торнадо, следующим образом будут

использованы данные из таблицы 10.1.

Значения скорости ветра и ширины следа, половина которой взята за зна-

чение r0 (радиуса окружности стока), определяются как средние значения
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данных, приведенных в отдельных строках второго и третьего столбцов таб-

лицы 10.1, т.е. при данных расчетах, как и в работе [39], применяется таблица

с такими данными:

Таблица 10.3

Класс торнадо F0 F1 F2 F3 F4 F5

Скорость ветра, м/с 25.5 41.5 60.5 81.5 104.5 129.5

r0, м 5 16.5 52.75 167.25 498.75 1649.5

rin, м 1500 3700 8200 16000 32000 65000

Значения в последней строке таблицы 10.3 есть значения rin – радиуса

окружности, на которой осуществляется приток газа в придонную часть, – и

они вычисляются по такому правилу.

Полагая, что значения из второй строки таблицы 10.3 дают значения vo(r0)

окружной скорости на окружности стока в стационарном решении, по вели-

чинам vo(r0) и r0 вычисляется постоянная интегрирования C1 в этом стаци-

онарном решении. И по значению константы C1 определяется значение r =

rin , при котором равна нулю окружная скорость в стационарном решении. Та-

кой выбор исходных параметров r0 , rin , vo(r0) и vo(rin) = 0 позволяет пол-

ностью учесть информацию о данных натурных наблюдений торнадо разных

классов, приведенную в таблице 10.1.

Замечание 10.1. Возможно, что именно функциональная зависимость vo(r) =

C1/r − ar/2 – указывает на предполагаемую функциональную зависимость

между значениями из второго и третьего столбцов таблицы 10.1.

Далее в параграфе приведены результаты численного моделирования ста-

ционарного течения воздуха в придонной части торнадо, принадлежащие раз-

личным классам шкалы Фудзиты с использованием значений из таблицы 10.3.

При этом подробные расчеты приведены для торнадо класса F3 . Для торнадо

остальных классов в данном параграфе приведены только некоторые общие

результаты.
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Результаты расчетов торнадо класса F3

Итоговые результаты расчетов торнадо класса F3 приведены в нижесле-

дующих таблицах 10.4 - 10.6, а также на рисунках 10.1 (a, b), 10.2.

В таблице 10.4 приведены значения некоторых констант и параметры ста-

ционарного течения в самой нижней части придонной области торнадо (то есть

при z = 0 ) данного класса. На рисунках 10.1 (a, b) представлены графики

co(r) , uo(r) , vo(r) стационарного течения при z = 0 , на рис. 10.2 траектория

движения одной частицы газа в плоскости XOY и зависимость ϕ0(r) на этой

линии тока.

Таблица 10.4

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 16000 м 1

t00 = r00/c00 48.048 c 1

Ω 0.0000727 c−1 0.003492

sinψ 0.7071 0.7071

rin 16000 м 1

r0 160.0 м 0.01

z0 16.0 м 0.001

c(rin) 333 м/c 1

c(r0) 330.6 м/c 0.9928

u(rin) −0.333 м/c −0.001

u(r0) −34.53 м/c −0.10368

v(rin) 0 м/c 0

v(r0) 82.21 м/c 0.24689
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Рис. 10.1 a

Рис. 10.1 b

Рис. 10.2
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Из рисунка 10.2 видно, что полный оборот траектория делает, только ко-

гда r приближается к нулю ( r ≈ 0 ). На первых трех графиках рис. 10.1 так-

же видно, что основные изменения газодинамических параметров происходят

возле цилиндра стока при r : r0 ≤ r ≤ 0.1 .

На рисунках 10.3-10.10 приведены графики газодинамических парамет-

ров на луче ϕ = 0 при разных значениях z : 0; 0.0001; 0.0005; 0.001 . Анало-

гичные графики на лучах ϕ = π/3 , ϕ = 2π/3 , ϕ = π , ϕ = 4π/3 , ϕ = 5π/3 .

Рис. 10.3

Рис. 10.4
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Рис. 10.5

Рис. 10.6

Рис. 10.7
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Рис. 10.8

Рис. 10.9

Рис. 10.10
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На рис. 10.11-10.14 при z = 0.001 представлены поверхности газодина-

мических распределений над плоскостью декартовых координат x0y . Анало-

гичные поверхности распределения газодинамических параметров при задан-

ных высотах. Поверхность компоненты скорости w при z = 0 не приведена,

поскольку при z = 0 w тождественно равно нулю по условиям рассматрива-

емой задачи.

Рис. 10.11

Рис. 10.12
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Рис. 10.13

Рис. 10.14
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Рис. 10.15

Рис. 10.16

Рис. 10.17
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Рис. 10.18

Рис. 10.19

Рис. 10.20
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Рис. 10.21

Рис. 10.22

На рисунках 10.15-10.22 при разных значениях z и при ϕ = 0 приведены

проекции траекторий линий тока на плоскости x0y , rOϕ , rOz соответствен-

но. Из представленных результатов следует:

1) частица делает больше полного оборота при движении от rin к r0 ;

2) при увеличении высоты наблюдается изменение направления движения

"вверх-вниз";

3) число локальных экстремумов на этих проекциях смотри в таблице 10.6.
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Таблица 10.5

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

rin 16000 м 1

r0 160.0 м 0.01

maxc(rin) 333 м/c 1

minc(rin) 333 м/c 1

max|u(rin)| −0.333 м/c −0.001

min|u(rin)| −0.333 м/c −0.001

maxv(rin) 0 м/c 0

minv(rin) 0 м/c 0

maxc(r0) 330.6 м/c 0.9928

minc(r0) 330.6 м/c 0.9928

max|u(r0)| −34.53 м/c −0.10368

min|u(r0)| −34.53 м/c −0.10368

maxv(r0) 82.21 м/c 0.24689

minv(r0) 82.21 м/c 0.24689

maxz(r) 16.0008 м 0.0010005

Таблица 10.6

ϕ 0 π/3 2π/3 π 4π/3 5π/3

maxz(r) 0, 0010005 м 0, 001 м 0, 001 м 0, 001018 м 0, 0010065 м 0, 0010055 м

R 4 2 2 4 2 2

где R – число локальных экстремумов на линии z(r) .

Общие выводы по расчетам течений торнадо класса F3 :

Поток газа является трехмерным, в том числе с ростом z начинает прин-

ципиально зависеть от ϕ : при r → r0 + 0 изменение газодинамических па-

раметров при разных значениях ϕ проявляется сильнее, но тем не менее эти

изменения в размерных значениях не очень велики, то есть при r → r0 + 0 при

изменении ϕ наблюдается небольшая "рябь" в потоке.
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Из анализа представленного графического материала следует, что на рас-

сматриваемых высотах z между z = 0 и z = z0 = 0.001 (размерное значение

z0 = 0.001 для торнадо класса F3 равно 16 м) газодинамические парамет-

ры меняются незначительно при переходе на разные лучи ϕ = const . Но при

приближении к цилиндру стока, то есть при r0 ≤ r ≤ 0, 1 , каждый из газоди-

намических параметров претерпевает существенные для себя изменения:

1) значения c убывают при r → r0 + 0 , следовательно, при r → r0 + 0

убывают значения плотности и давления газа. Однако абсолютные изменения

этих величин малы – во втором, третьем знаке после десятичной точки;

2) v окружная компонента вектора скорости газа при r → r0 + 0 растет

от значений 0.03 до 0.25, что соответствует размерным значениям скорости

1 м/c и 80 м/c соответственно. Положительные значения v говорят о том,

что закрутка газа происходит в положительном направлении;

3) значение u радиальной составляющей вектора скорости газа при r →
r0 + 0 отрицательно (газ течет к цилиндру стока) и основные изменения также

происходят на отрезке r0 ≤ r ≤ 0, 1 от значения 0.001 до 0.1, что соответ-

ствует размерным значениям 3 м/c и 33 м/c соответственно.

4) w вертикальная составляющая вектора скорости газа с ростом z и при

r → r0 + 0 мало по абсолютной величине, но меняет знак. Это говорит о том,

что частицы газа при движении к r = r0 меняют направление своего движе-

ния "вверх-вниз". Но непосредственно в окрестности цилиндра стока движут-

ся вниз. Об этом же говорят результаты расчетов, представленные в таблице

10.6 и на рисунках 10.11-10.22.
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Результаты расчетов торнадо класса F0

В таблице 10.7 приведены значения некоторых констант и параметры пре-

дельного стационарного течения в придонной части торнадо класса F0 . На

рис. 10.23, 10.24 представлены графики этого предельного стационарного те-

чения, причем на правой части рис. 10.24 дана одна траектория движения ча-

стицы газа в этом стационарном придонном течении.

Таблица 10.7

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 1500 м 1

t00 = r00/c00 4.5 c 1

Ω 0, 0000727 c−1 0.000327

sinψ 0.7071 0.7071

rin 1500 м 1

r0 4.5 м 0.003

co(rin) 333 м/c 1

co(r0) 332.76 м/c 0.99929

uo(rin) −0.0333 м/c −0.0001

uo(r0) −11.14 м/c −0.03345

vo(rin) 0 м/c 0

vo(r0) 25.67 м/c 0.077073

Рис. 10.23
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Рис. 10.24

Рис. 10.25

Рис. 10.26
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Результаты расчетов торнадо класса F1

Значения некоторых констант и параметры предельного стационарного те-

чения в придонной части торнадо данного класса F1 приведены в таблице

10.8.

Таблица 10.8

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 3700 м 1

t00 = r00/c00 11.11 c 1

Ω 0.0000727 c−1 0.0008076

sinψ 0.7071 0.7071

rin 3700 м 1

r0 16.28 м 0.0044

c(rin) 333 м/c 1

c(r0) 332.48 м/c 0.99844

u(rin) −0.08325 м/c −0.00025

u(r0) −16.78 м/c −0.05039

v(rin) 0 м/c 0

v(r0) 38.03 м/c 0.11421

На рис. 10.25, 10.26 представлены графики этого предельного стационар-

ного течения, причем на правой части рис. 10.26 дана одна траектория движе-

ния частицы газа в этом стационарном придонном течении.

Рис. 10.27
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Рис. 10.28

Рис. 10.29

Рис. 10.30
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Результаты расчетов торнадо класса F2

Значения некоторых констант и параметры предельного стационарного те-

чения в придонной части торнадо данного класса F2 приведены в таблице

10.9. На рис. 10.27, 10.28 представлены графики этого предельного стаци-

онарного течения, причем на правой части рис. 10.28 дана одна траектория

движения частицы газа в этом стационарном придонном течении.

Таблица 10.9

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 8200 м 1

t00 = r00/c00 24.62 c 1

Ω 0.0000727 c−1 0.0017898

sinψ 0.7071 0.7071

rin 8200 м 1

r0 53.3 м 0.0065

c(rin) 333 м/c 1

c(r0) 331.73 м/c 0.99619

u(rin) −0.1665 м/c −0.0005

u(r0) −24.24 м/c −0.072803

v(rin) 0 м/c 0

v(r0) 93.24 м/c 0.18079

Рис. 10.31
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Рис. 10.32

Рис. 10.33

Рис. 10.34
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Результаты расчетов торнадо класса F4

Значения некоторых констант и параметры предельного стационарного те-

чения в придонной части торнадо данного класса F4 приведены в таблице

10.10. На рис. 10.29, 10.30 представлены графики этого предельного стаци-

онарного течения, причем на правой части рис. 10.30 дана одна траектория

движения частицы газа в этом стационарном придонном течении.

Таблица 10.10

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 32000 м 1

t00 = r00/c00 96.096 c 1

Ω 0.0000727 c−1 0.006985

sinψ 0.7071 0.7071

rin 32000 м 1

r0 499.2 м 0.0156

c(rin) 333 м/c 1

c(r0) 329.48 м/c 0.98943

u(rin) −0.4995 м/c −0.0015

u(r0) −32.92 м/c −0.09886

v(rin) 0 м/c 0

v(r0) 102.77 м/c 0.30861

Рис. 10.35
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Рис. 10.36

Рис. 10.37

Рис. 10.38
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Результаты расчетов торнадо класса F5

Значения некоторых констант и параметры предельного стационарного те-

чения в придонной части торнадо данного класса F5 приведены в таблице

10.11. На рис. 10.31, 10.32 представлены графики этого предельного стаци-

онарного течения, причем на правой части рис. 10.32 дана одна траектория

движения частицы газа в этом стационарном придонном течении.

Таблица 10.11

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 65000 м 1

t00 = r00/c00 195.195 c 1

Ω 0.0000727 c−1 0.014188

sinψ 0.7071 0.7071

rin 65000 м 1

r0 1638 м 0.0252

c(rin) 333 м/c 1

c(r0) 327.47 м/c 0.98339

u(rin) −0.999 м/c −0.003

u(r0) −41.77 м/c −0.12544

v(rin) 0 м/c 0

v(r0) 128.4 м/c 0.3856

Рис. 10.39
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Рис. 10.40

Рис. 10.41

Рис. 10.42
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§11. Расчеты течений для тропического циклона

Для исследования взяты параметры среднего по своим характеристикам

тропического циклона и проведен расчет газодинамических параметров в его

придонной части.

Некоторые необходимые для расчетов параметры тропического циклона

приведены в таблице 11.1 [161].

Таблица 11.1

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 73000 м 1

Ω 0.0000727 c−1 0.01593

sinψ 0.5 0.5

rin 73000 м 1

r0 3650 м 0.05

c(rin) 333 м/c 1

c(r0) 332.1 м/c 0.9974

u(rin) −0.41292 м/c −0.00124

u(r0) −8.366 м/c −0.025124

v(rin) 0 м/c 0

v(r0) 52.9 м/c 0.1589

h 73 м 0.001

На рисунках 11.1-11.8 приведены графики газодинамических параметров

на луче ϕ = 0 при разных значениях z : 0; 0.0001; 0.0005; 0.001 . Аналогичные

графики на лучах ϕ = π/3 , ϕ = 2π/3 , ϕ = π , ϕ = 4π/3 , ϕ = 5π/3 .
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Рис. 11.1

Рис. 11.2

Рис. 11.3
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Рис. 11.4

Рис. 11.5

Рис. 11.6
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Рис. 11.7

Рис. 11.8

На рис. 11.9-11.12 при z = 0.001 представлены поверхности газодинами-

ческих распределений над плоскостью декартовых координат x0y . Аналогич-

ные поверхности распределения газодинамических параметров при заданных

высотах. Поверхность компоненты скорости w при z = 0 не приведена, по-

скольку при z = 0 w тождественно равна нулю по условиям рассматриваемой

задачи.

164



Рис. 11.9

Рис. 11.10

165



Рис. 11.11

Рис. 11.12
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Рис. 11.13

Рис. 11.14

Рис. 11.15
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Рис. 11.16

Рис. 11.17

Рис. 11.18
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Рис. 11.19

Рис. 11.20

На рисунках 11.13-11.20 при разных значениях z и при ϕ = 0 приведены

проекции траекторий линий тока на плоскости x0y , rOϕ , rOz соответствен-

но. Из представленных результатов следует:

1) частица делает больше полного оборота при движении от rin к r0 ;

2) при увеличении высоты наблюдается изменение направления движения

"вверх-вниз";

3) число локальных экстремумов на этих проекциях смотри в таблице 11.3.
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Таблица 11.2

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

rin 73000 м 1

r0 3650.0 м 0.05

maxc(rin) 333 м/c 1

minc(rin) 333 м/c 1

max|u(rin)| −0.41292 м/c −0.00124

min|u(rin)| −0.41292 м/c −0.00124

maxv(rin) 0 м/c 0

minv(rin) 0 м/c 0

maxc(r0) 332.1 м/c 0.9974

minc(r0) 332.1 м/c 0.9974

max|u(r0)| −8.366 м/c −0.025124

min|u(r0)| −8.366 м/c −0.025124

maxv(r0) 52.9 м/c 0.1589

minv(r0) 52.9 м/c 0.1589

maxz(r) 73.0 м 0.001

Таблица 11.3

ϕ 0 π/3 2π/3 π 4π/3 5π/3

maxz(r) 0, 0010018 м 0, 001 м 0, 001 м 0, 00103 м 0, 00109 м 0, 001075 м

R 7 6 6 7 6 6

где R – число локальных экстремумов на линии z(r) .

Общие выводы по расчетам течений среднего по своим характеристикам

тропического циклона:

Поведение траекторий z = z(r) в зависимости от ϕ в отличие от траекто-

рии торнадо F3 имеет существенно больше локальных экстремумов (3-4), а с

учетом значений при r = r0 количество локальных максимумов достигает 5.

Перепад значений между локальным максимумом и локальным миниму-
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мом для каждого значения ϕ практически постоянно. Самые большие значе-

ния при ϕ = 0 и ϕ = π , а все остальные значения меньше.

Так же, как и у торнадо F3 , при изменении ϕ наблюдается разное по-

ведение частицы при уменьшении r . В районе ϕ = π/3; 2π/3 при уменьше-

нии r высота от плоскости z = 0 сначала уменьшается, затем растет. А при

ϕ = 4π/3; 5π/3 высота сначала растет, а потом убывает.

Перепады высот на траектории порядка 1 м: так называемая "рябь" на-

чинает наблюдаться уже при достаточно больших значениях r = 0.2 − 0.4

безразмерных единиц, то есть на расстояниях 15-30 км от центра циклона (от

центра "глаза" циклона).

Проявление "ряби" в потоке также фиксируется тем, что при высоте z =

0.001 поведение кривой ϕ = ϕ(r) (одна из составляющих пространственной

траектории поршня) при r → 0 с r = 0.2 − 0.4 меняет характер выпуклости

несколько раз (5-6). Однако в проекции траектории на плоскость x0y "рябь"

визуально практически не фиксируется. Поскольку максимум ϕ = ϕ(r) при

всех ϕ имеет значение порядка 12 радиан, а для циклона порядка 27 ради-

ан, то закрутка потока (количество витков спирали) у циклона существенно

больше.

При увеличении высоты уже с r = 1 начинает проявляться немонотон-

ность в поведении функций u и w , а функция c практически не меняется. Так-

же не меняется максимальное значение v , которое достигается при r = v(r0) .

Несмотря на разные знаки u при r → 0 , u на стоке всегда отрицательно.

Также с ростом высоты w принимает значения разных знаков, что говорит

о более сложном поведении трехмерного потока при переходе от среднемас-

штабного восходящего закрученного потока (торнадо классов F0-F3) к круп-

номасштабным восходящим закрученным потокам (торнадо класса F5, тро-

пический циклон).

Поведение газодинамических параметров u , v и w с увеличением z на-

чинает принципиально зависеть от r и от ϕ . Изменяется поведение графиков

этих газодинамических параметров в зависимости от r и от ϕ , причем при r
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начиная с r = 1 при уменьшении значений r . Однако эти изменения значений

газодинамических параметров на характере поведения линий тока практиче-

ски не сказываются: зависимость ϕ = ϕ(r) при разных значениях r меняет

характер выпуклости; w = w(r) меняет знаки, имеет локальные экстремумы,

но абсолютные перепады высот незначительные (5-6 м). А на проекции линий

тока на плоскость переменных x0y изменения витков спирали визуально не

фиксируются.

Общие выводы о свойствах спиральных трехмерных стационарных

течениях

Анализ приведенных графических зависимостей параметров газа в при-

донной части восходящих закрученных потоков позволяет отметить следую-

щие характерные особенности их поведения с течением времени.

1. Течение в придонной части восходящего закрученного потока принци-

пиально трехмерное. При этом наличие стока при r → r0 + 0 существенно

влияет на все течение, и абсолютное изменение всех газодинамических пара-

метров настолько велики (относительно), что при r → r0 + 0 "рябь" в потоке

практически исчезает. Это иллюстрируют рисунки 11.21 и 11.22.

2. При увеличении интенсивности восходящего закрученного потока (при

переходе к торнадо более высокого класса и к тропическому циклону) трех-

мерность потока проявляется все более существенно (смотри рисунки 11.23 и

11.24).

3. "Рябь" в потоке имеет достаточно незначительные изменения в безраз-

мерных переменных. Тем не менее в размерных переменных изменения, напри-

мер, по высоте траектории движения частиц, представляются достаточно ощу-

тимыми: от метров для торнадо с маленьким номером по шкале Фудзиты до

десятков сотен метров для тропического циклона средней интенсивности. По-

лученные количественные характеристики изменения газодинамических пара-

метров хорошо согласуются с основными данными натурных наблюдений за

природными восходящими закрученных потоков: скорости ветра в окрестно-

сти вертикальной части восходящих закрученных потоков, а также радиусами
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вертикальной части природных восходящих закрученных потоков.

4. Изменения газодинамических параметров во всей придонной части вос-

ходящих закрученных потоков на качественном уровне также согласуются с

"рябью наблюдаемой в природных восходящих закрученных потоках.

Рис. 11.21

Рис. 11.22
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Рис. 11.23

Рис. 11.24
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На рисунке 11.25 представлена поверхность скорости звука, когда значе-

ния этого газодинамического параметра взяты вдоль траекторий zi = z(r, ϕi) ,

1 ≤ i ≤ 20 , выпущенных из точек на цилиндре притока при z = 0.001 .

Рис. 11.25
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§ 12. Таблицы геометрических, скоростных и энергетических

характеристик придонных частей восходящих закрученных потоков

Природное явление торнадо, известное своей разрушительной силой, яв-

ляется объектом изучения многих ученых. Доступная часть данных натурных

наблюдений за этим природным явлением систематизирована и собрана в так

называемую шкалу Фудзиты. В частности, в ней указывается ширина поло-

сы разрушения для торнадо различной интенсивности, а из газодинамических

параметров приведены только значения максимальной скорости ветра. Бау-

тиным С.П. [1] предложена и обоснована ранее не встречавшаяся схема воз-

никновения и функционирования природных восходящих закрученных пото-

ков типа торнадо и тропического циклона. На основе этой схемы, исходя из

данных шкалы Фудзиты, установлены внешние радиусы притока воздуха в

придонных частях торнадо различной интенсивности и рассчитаны значения

газодинамических параметров этих потоков. Оказалось, что в случае торнадо

самой малой интенсивности из шкалы Фудзиты, кинетическая энергия вра-

щательного движения воздуха составляет половину всей кинетической энер-

гии потока в придонной части. И с ростом интенсивности торнадо кинетиче-

ская энергия вращательного движения составляет все бо́льшую часть всей

кинетической энергии потока. В данном параграфе при заданном в таблице

Фудзиты значении ширины полосы разрушений для всех торнадо установлены

два внешних радиуса притока воздуха в придонную часть торнадо: rin1 и rin2 .

Первый из этих радиусов rin1 такой, что кинетическая энергия вращатель-

ного движения построенного потока составляет половину всей кинетической

энергии этого потока. Второй – rin2 , при котором кинетическая энергии всего

потока становится равной кинетической энергии самого слабого торнадо, при

котором имеют место разрушения. Знание значений этих радиусов позволит

более надежно прогнозировать возникновения торнадо.

Ранее были изучены все виды торнадо из шкалы Фудзиты [164], состав-

ленной по результатам многочисленных наблюдений за природными торна-

до разной интенсивности. Из этих наблюдений, в частности, следует вывод,
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что торнадо становится разрушительным, только начиная с самого маленько-

го класса торнадо из шкалы Фудзиты. В десятом и одиннадцатом параграфах

приведены численные расчеты придонных частей торнадо. В частности было

установлено, что для самого слабого по интенсивности торнадо класса F0 из

шкалы Фудзиты отношения Wv – кинетической энергии окружного движения

ко всей W кинетической энергии потока практически равно одной второй

Wv

W
=

1

2
.

Для торнадо большей интенсивности это отношение растет и стремится к еди-

нице. Данный факт отражает то, что кинетическая энергия вращения Земли

вокруг своей оси, вкладываемая в кинетическую энергию окружного движе-

ния воздуха придонной части торнадо, становится преобладающей для всего

потока.

В данном параграфе для торнадо всех классов F1−F5 из шкалы Фудзиты

исследуется вопрос: при каких радиусах притока воздуха в придонной части

энергетические характеристики удовлетворяют следующим двум условиям:

Wv

W
≥ 1

2
;

W

Wmin
≥ 1. (12.1)

Здесь Wmin - общая кинетическая энергия потока торнадо класса F0 . Вы-

полнимость первого неравенства определяет первый радиус rin1 . Выполни-

мость второго неравенства определяет второй радиус rin2 .

Постановка задачи

Будут рассматриваться плоские стационарные изэнтропические течения

политропного газа со следующими искомыми газодинамическими параметра-

ми: c0 , u0 , v0 . Функции c0 , u0 описываются решениями системы обыкновен-

ных дифференциальных уравнений (6.5), а функция v0 определяется в явном

виде (см. (6.6))

v0(r) =
a(r2in − r2)

2r
; v0(rin) = 0; a = 2Ω sinψ.

Кинетическая энергия газа, движущегося в области (D) , задается трой-
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ным интегралом:

W =
1

2 (D)
ρ0
(
u20 + v20

)
rdrdϕdz =

= πh

rin∫
r0

[c0(r)]
2/(γ−1) [u20(r) + v20(r)

]
rdr = Wu +Wv,

где W – полная кинетическая энергия потока – состоит из двух составляю-

щих: радиальной Wu и окружной Wv , поскольку в рассматриваемом плоском

течении Wz = 0 . В представленных далее расчетах размерное значение высо-

ты придонной части полагалось 30 м, h – ее безразмерный аналог.

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (6.5) численно ре-

шалась известным методом Рунге-Кутты с автоматическим выбором шага для

достижения заданной точности в пятом знаке после запятой. Вычисления опре-

деленных интегралов осуществлялись стандартной программой по методу Симп-

сона с ∆r = 0.001 .

Для того, чтобы в рамках предложенной С.П. Баутиным схемы [1] мате-

матически смоделировать течение газа, согласующееся с данными натурных

наблюдений в придонной части торнадо, используется шкала Фудзиты [164],

составленная по результатам анализа большого количества данных натурных

наблюдений за различными торнадо.

А именно, для каждого класса торнадо из шкалы Фудзиты берутся зна-

чения: r0 – половина ширины полосы разрушения и V (r0) – максимальная

скорость ветра (см. первые три столбца из таблицы 12.1).
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Таблица 12.1

1 2 3 4 5 6 7

Класс r0,м V (r0),м/с
√
u20(r0) + v20(r0), rin,м W,Дж Wv/W

торнадо м/с

F0 2.5 19.0 19.01 975 5.099 · 105 0.497

F1 8.0 33.0 32.97 2618 1.452 · 107 0.876

F2 25.5 51.0 51.02 5949 3.248 · 108 0.973

F3 80.5 71.0 70.96 12522 5.693 · 109 0.994

F4 273.5 93.0 93.01 26500 1.000 · 1011 0.9986

F5 804.5 117.0 116.98 50890 1.212 · 1012 0.9996

Затем при заданном значении u(rin) = −0.0001 определялось значение

rin (см. пятый столбец из таблицы 12.1) – радиуса внешнего притока возду-

ха в придонную часть торнадо такое, чтобы у решения задачи (6.5) значение√
u20(r0) + v20(r0) (см. четвертый столбец из таблицы 12.1) совпало бы с соот-

ветствующим значением из таблицы Фудзиты (см. третий столбец из таблицы

12.1). Затем для течения, построенного при найденном значении rin , вычис-

лялись значения W и Wv/W (см. шестой, седьмой столбцы из таблицы 12.1).

Далее значение W для торнадо F0 обозначается Wmin , поскольку именно

при этом значении кинетической энергии потока и начинаются разрушения,

приносимые торнадо. Тем самым были построены течения в придонных частях

торнадо различной интенсивности, параметры которых соответствуют пара-

метрам природных торнадо, зафиксированных в шкале Фудзиты.

Результаты расчетов различных течений

В данной работе расчеты геометрических, скоростных и энергетических

характеристик придонных частей торнадо проводились по следующей схеме.

Для каждого класса торнадо при заданном в таблице Фудзиты значении r0

перебирались значения rin так, чтобы определить: при каких значениях rin1 и

rin2 для новых построенных течений выполняются неравенства (12.1).
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Результаты расчетов для торнадо всех классов представлены в таблицах

12.2-12.12.

Таблица 12.2 для торнадо класса F0 с r0 = 2.5 м и скоростью ветра 18.99 м/с

при r = r0 по шкале Фудзиты.

Таблица 12.2

rin,м 500 750 975 1200 1500 2000

V ветра,м/с 7.6 12.9 19.0 26.4 38.4 64.2

W,Дж 7.5 · 104 2.3 · 105 5.1 · 105 1.0 · 106 2.2 · 106 6.3 · 106

Wv/W 0.20 0.37 0.50 0.60 0.70 0.81

W/Wmin 0.15 0.45 1.00 1.98 4.30 12.41

Таблицы 12.3, 12.4 для торнадо класса F1 с r0 = 8 м и скоростью ветра

33.02 м/с при r = r0 по шкале Фудзиты.

Таблица 12.3

rin,м 950 1000 1025 1050 1150 1250

V ветра,м/с 5.7 6.2 6.4 6.7 7.7 8.8

W,Дж 3.7 · 105 4.4 · 105 4.7 · 105 5.1 · 105 6.9 · 105 9.2 · 105

Wv/W,м 0.47 0.50 0.51 0.53 0.57 0.61

W/Wmin 0.73 0.86 0.93 1.00 1.36 1.80

Таблица 12.4

rin,м 1500 2000 2618 3000 3500 5000

V ветра,м/с 11.99 20.00 33.02 42.80 57.61 115.77

W,Дж 1.75 · 106 5.1 · 106 1.5 · 107 2.5 · 107 4.6 · 107 2.0 · 108

Wv/W,м 0.70 0.80 0.88 0.90 0.93 0.96

W/Wmin 3.43 10.00 28.48 48.93 90.93 388.05
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Таблицы 12.5, 12.6 для торнадо класса F2 с r0 = 25.5 м и скоростью ветра

51.07 м/с при r = r0 по шкале Фудзиты.

Таблица 12.5

rin,м 1000 1030 1090 1150 1300 1500

V ветра,м/с 1.9 2.0 2.2 2.4 2.9 3.8

W,Дж 3.8 · 105 3.5 · 105 4.3 · 105 5.1 · 105 7.9 · 105 1.3 · 106

Wv/W,м 0.49 0.50 0.53 0.56 0.62 0.69

W/Wmin 0.63 0.70 0.84 1.01 1.54 2.58

Таблица 12.6

rin,м 2000 4000 5949 7000 8500 10000

V ветра,м/с 6.27 23.41 51.07 70.49 103.68 143.31

W,Дж 3.9 · 106 6.3 · 107 3.2 · 108 6.4 · 108 1.4 · 109 2.8 · 109

Wv/W,м 0.80 0.94 0.97 0.98 0.99 0.99

W/Wmin 7.62 10.00 123.28 636.90 1.25 · 103 5.51 · 103

Таблицы 12.7, 12.8 для торнадо класса F3 с r0 = 80.5 м и скоростью ветра

71.02 м/с при r = r0 по шкале Фудзиты.

Таблица 12.7

rin,м 1000 1100 1200 1295 1500 2000

V ветра,м/с 0.6 0.7 0.8 0.9 1.2 2.0

W,Дж 2.1 · 105 2.9 · 105 3.9 · 105 5.1 · 105 8.9 · 105 2.7 · 106

Wv/W,м 0.46 0.51 0.55 0.59 0.67 0.79

W/Wmin 0.41 0.57 0.77 1.01 1.74 5.28

Таблица 12.8

rin,м 4000 8000 12522 14000 16000 18000

V ветра,м/с 7.4 29.1 71.0 88.7 115.8 146.6

W,Дж 4.6 · 107 8.6 · 108 5.7 · 109 9.1 · 109 1.6 · 1010 2.6 · 1010

Wv/W,м 0.93 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99

W/Wmin 90.5 1.7 · 103 1.1 · 104 1.8 · 104 3.1 · 104 5.1 · 104
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Таблицы 12.9, 12.10 для торнадо класса F4 с r0 = 273.5 м и скоростью ветра

93.06 м/с при r = r0 по шкале Фудзиты.

Таблица 12.9

rin,м 5000 10000 15000 20000 26450 2000

V ветра,м/с 0.2 0.3 0.3 0.4 0.4 0.6

W,Дж 2.1 · 105 2.1 · 105 2.5 · 105 4.7 · 105 5.1 · 105 1.4 · 106

Wv/W,м 0.49 0.50 0.52 0.62 0.63 0.75

W/Wmin 0.41 0.42 0.49 0.93 1.00 2.82

Таблица 12.10

rin,м 10000 15000 20000 26450 30000 35000

V ветра,м/с 1.3 30.0 53.2 93.1 119.7 162.9

W,Дж 1.5 · 109 8.9 · 109 3.0 · 1010 1.0 · 1011 1.7 · 1011 3.3 · 1011

Wv/W,м 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99

W/Wmin 3.0 · 103 1.7 · 104 6.0 · 104 2.0 · 105 3.3 · 105 6.4 · 105

Таблицы 12.11, 12.12 для торнадо класса F5 с r0 = 804.5 м и скоростью ветра

117.04 м/с при r = r0 по шкале Фудзиты.

Таблица 12.11

rin,м 1500 1725 1900 2070 2500 5000

V ветра,м/с 0.1 0.1 0.2 0.2 0.3 1.1

W,Дж 1.0 · 105 2.1 · 105 3.4 · 105 5.2 · 105 1.3 · 106 3.9 · 107

Wv/W,м 0.38 0.50 0.58 0.65 0.76 0.95

W/Wmin 0.20 0.40 0.66 1.02 2.6 76.48

Таблица 12.12

rin,м 20000 35000 50890 65000 80000 100000

V ветра,м/с 18.1 55.4 117.0 191.0 289.3 452.1

W,Дж 2.1 · 1010 2.4 · 1011 1.2 · 1012 3.4 · 1012 8.1 · 1012 2.0 · 1013

Wv/W,м 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99

W/Wmin 4.2 · 104 4.8 · 105 2.4 · 106 6.7 · 106 1.6 · 107 3.9 · 107

182



В таблице 12.13 собраны соответствующие значения результатов расчетов

для всех классов торнадо F0 – F5.

Таблица 12.13

r0,м rin1,м rin2,м rin,м V1(r0),м/с V2(r0),м/с V (r0),м/с

F0 2.5 975 975 975 19.0 19.0 19.0

F1 8.0 1000 1050 2618 6.2 6.7 33.0

F2 25.5 1030 1150 5949 2.0 2.4 51.0

F3 80.5 1100 1295 12522 0.7 0.9 71.0

F4 273.5 1251 1557 26500 0.3 0.4 93.0

F5 804.5 1725 2070 50890 0.1 0.2 117.0

Здесь rin1 – то значение радиуса внешнего притока воздуха, при котором для

получающегося потока выполняется первое неравенство из (12.1); rin2 – то

значение радиуса внешнего притока воздуха, при котором для получающего-

ся потока выполняется второе неравенство из (12.1); rin – радиус внешнего

притока воздуха, при котором скорость ветра на стоке совпала с соответству-

ющей скоростью ветра из шкалы Фудзиты; V1(r0) – скорость ветра на радиу-

се стока, получающаяся для радиуса притока rin1 ; V2(r0) – скорость ветра на

радиусе стока, получающаяся для радиуса притока rin2 .

Выводы

Результаты расчетов позволили установить следующее:

1. С увеличением rin для всех значений r0 растут величины

W ;
Wv

W
;

W

Wmin
.

2. Значения rin1 и rin2 не совпадают: rin1 < rin2 .

3. Оказалось, что для торнадо большой интенсивности неравенства (12.1)

начинают выполняться для достаточно небольших размерных значений ско-

рости ветра на стоке при r = r0 .
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§ 13. Возможность предсказания, обнаружения и уничтожения торнадо

Полученные результаты исследований и их совпадение с тем, что наблю-

дается и в природных условиях, и в экспериментах, позволяют высказать кон-

кретные предложения по выявлению торнадо на ранних стадиях их образова-

ния и по уничтожению торнадо с разумными энергетическими затратами.

Первым шагом по выявлению мест возможного возникновения торнадо

должно стать выявление тепловых пятен на ровной земляной или водной по-

верхности. Подобная технология уже реализуется МЧС РФ с помощью спут-

ников для выявления пожаров.

Расчеты, представленные в предыдущем параграфе, дают рекомендации

по размерам тепловых пятен, на которые необходимо обращать внимание в

первую очередь.

Следующим шагом, на наш взгляд, должен стать анализ конкретных дан-

ных с целью прогнозирования возникновения торнадо и возможных послед-

ствий: наличие или возможность возникновения грозовых фронтов, близость

населенных пунктов, большое скопление людей.

После получения информации о наиболее возможных и наиболее опас-

ных местах возникновения торнадо проведение более детального исследова-

ния выявленных мест, в том числе с помощью авиации, включая беспилотные

летательные аппараты. Цель этого этапа – обнаружение восходящих конвек-

тивных потоков и закрутки воздуха вокруг них. Для подобного диагностирова-

ния, кроме визуального осмотра, возможно использовать и оптические свой-

ства воздуха с различными значениями его термодинамических параметров.

Естественно, что при обнаружении подобных потоков, чем раньше будут

предприняты превентивные меры, тем меньше негативных последствий прине-

сет выявленный воздушный поток. В качестве возможных превентивных мер

можно указать на уничтожение приближающихся грозовых фронтов и (или)

на уничтожение самого восходящего закрученного потока с помощью разру-

шения его вертикальной части. Представляется, что именно этот способ будет

наиболее эффективен в борьбе с торнадо, в том числе достигших разруши-
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тельной фазы.

Уже в монографии [1] был предложен один из возможных способов борь-

бы с природными восходящими закрученными потоками. Позже этот способ

был запатентован [22]: разрушить «внешние непроницаемые стенки» верти-

кальной части восходящего закрученного потока и тем самым изменить тече-

ние во всем восходящем закрученном потоке.

Рис. 13.1

Кстати, человечество имеет положительный опыт борьбы с природными

восходящими закрученными потоками подобным образом с применением ко-

рабельных пушек еще в XIX веке, что описано русским писателем И.А. Гон-

чаровым в книге «Фрегат Паллада».

После разрушения «внешних непроницаемых стенок» внешний покоящий-

ся воздух устремится в разрыв «стенки», поскольку внешнее давление p0 боль-

ше, чем давление p1 в центре вертикальной части восходящего закрученного

потока на всем участке, где разрушены «стенки». На рис. 13.1 такое движение

обозначено горизонтальными линиями со стрелками. В результате заполне-

ния разорванной части восходящего закрученного потока внешним воздухом

давление в ней станет практически равно внешнему давлению p0. Тогда если в

этой заполненной извне части и возникнет движение, то оно не будет обладать

ни закруткой, ни вертикальной составляющей вектора скорости газа.

Поскольку воздух в вертикальной части восходящего закрученного пото-

ка движется вверх, то верхняя от места указанного воздействия часть потока

будет продолжать двигаться вверх. Это движение вверх будет освобождать
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всё больше места для заполнения освобождающейся области внешним поко-

ящимся газом и очень быстро захлопнется внешним воздухом (см. рис. 13.1).

На нижнем крае разрушенной «стенки» будет наблюдаться другая карти-

на. Фактически возникнет ситуация, которая в газовой динамике называется

распад разрыва. А именно, по одну сторону от этой поверхности разрыва –

сверху – будет располагаться газ с одними значениями параметров, а по дру-

гую сторону от этой поверхности – снизу – будет газ с другими значениями

параметров. При этом давление вверху будет больше, чем внизу. Не вдава-

ясь в детали известного в газовой динамике решения задачи о распаде разры-

ва [179], укажем только на следующий факт. Чем больше значение давления

сверху, тем вероятнее появление границы раздела, идущей вниз, на которой

вертикальная скорость будет близка к нулю. Иначе говоря, чем больше раз-

ность указанных давлений, тем больше на границе разрыва будет тормозиться

идущий вверх газ и тем быстрее область с заторможенным газом, отмеченная

темным цветом на рис. 13.1, будет распространяться вниз. В итоге затормо-

женный газ закроет выход воздуха вверх из закрученной придонной части и

придонная часть из-за отсутствия стока газа вверх со временем сама пере-

станет вращаться из-за диссипативных процессов и взаимодействия с неров-

ностями, находящимися на земной поверхности.

И, наконец, самый важный вопрос: какую энергию надо вложить, чтобы

разрушить восходящий закрученный поток подобным воздействием? Пред-

ставляется, что не очень большую. Во-первых, давление, которое надо пре-

одолеть для разрушения «стенок», есть давление во внешнем воздухе, т.е. по-

рядка всего одной атмосферы или даже меньше. Во-вторых, именно давление

внешнего воздуха в месте разрушения «стенок» будет тормозить ту часть вос-

ходящего закрученного потока, что лежит ниже места разрушения «стенок».

Конечно, если это давление окажется недостаточным для торможения газа ни-

же места разрушения стенок, то одновременно с разрушением «стенок» необ-

ходимо будет соответствующим внешним воздействием увеличивать давление

сверху от поверхности разрыва «стенок».
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Следовательно, при указанном способе внешнего воздействия на верти-

кальную часть восходящего закрученного потока основная энергия потребу-

ется на разрушение «стенок». А тормозить поток в целом будет давление внеш-

него воздуха, т.е. работу по уничтожению восходящего закрученного потока

произведет сама природа.
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§ 14. Описание численных методик

Численные расчеты нулевых коэффициентов

С помощью c0(r) , u0(r) , v0(r) – нулевых коэффициентов ряда по степе-

ням z – восстанавливаются плоские течения.

Для нахождения нулевых коэффициентов c0(r) , u0(r) , v0(r) численно стан-

дартным методом Рунге–Кутта решается система обыкновенных дифферен-

циальных уравнений по переменной r на отрезке

r0 ≤ r ≤ rin; 0 < r0 < rin

с шагом ∆r . Здесь: r0 – радиус стока, rin – радиус притока.

Для проверки точности расчетов они проводились с разными значениями

∆r : 0.001 , 0.0005 , 0.0001 . При этом результаты расчетов совпадали в пяти–

шести знаках после десятичной точки.

Расчеты велись от точки r = rin до точки r = r0 .

Безразмерное значение rin для всех торнадо и для тропического циклона

средней интенсивности полагалось равным единице.

Безразмерное значение r0 разное для разных торнадо и для тропического

циклона. Это значение в расчетах менялось от 0.003 до 0.05 .

На всем отрезке интегрирования построенные функции, передающие по-

ведение газодинамических параметров, вели себя монотонно. При приближе-

нии к точке r0 никаких особенностей не возникало. С увеличением интенсив-

ности торнадо и при переходе к тропическому циклону средней интенсивности

увеличивались значения

max
r
|V0|

и уменьшались значения

min
r
c0,

где V0 = (u0, v0) .

Поскольку в СОДУ входит sinψ , то с увеличением угла ψ – широты точ-

ки нахождения восходящего закрученного потока – также увеличивались зна-

чения
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max
r
|V0|

и уменьшались значения

min
r
c0.

Численные расчеты следующих коэффициентов начального отрезка

ряда по степеням z

Нахождение следующих коэффициентов

Uk(r, ϕ) =
(
ck(r, ϕ), uk(r, ϕ), vk(r, ϕ)

)
; k ≤ 1

также осуществлялось численно методом Рунге–Кутта при решении соответ-

ствующих систем обыкновенных дифференциальных уравнений по перемен-

ной r . Зависимость от ϕ в этих коэффициентах присутствует явно через гар-

моники, поскольку для этих коэффициентов независимые переменные частич-

но разделились.

Для проверки точности расчетов они также проводились с разными значе-

ниями ∆r : 0.001 , 0.0005 , 0.0001 . При этом результаты расчетов совпадали в

пяти–шести знаках после десятичной точки.

Рис. 14.1
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Но эти следующие коэффициенты вели себя немонотонно. На рис. 14.1

для торнадо класса F3 приведены графики нулевых и первых коэффициентов

для функций c(r, ϕ) и v(r, ϕ) при ϕ = π/4 . Немонотонность начинала прояв-

ляться где-то «посередине» между r0 и rin . Число локальных экстремумов с

ростом k – номера коэффициента не увеличивается. При этом

max
r
|Uk|,

принципиально растет с увеличением номера k , Uk = (ck, uk, vk) .

Поведение начального отрезка ряда по степеням z

Быстрый рост безразмерных величин

max
r
|Uk|,

с ростом k номера коэффициента ряда приводит к тому, что R радиус сходи-

мости ряда в безразмерных величинах, приближенно оцениваемый по подсчи-

танным первым коэффициентам, оказывается маленьким:

R ≈ 0.001.

Поскольку для разных восходящих закрученных потоков за масштабные

значения расстояния брались разные величины, то соответствующие размер-

ные значения R следующие: для торнадо класса F0 R ≈ 1 м; для торнадо

класса F3 R ≈ 12 м; для тропического циклона R ≈ 200 м.

Безразмерные значения h высоты придонной части, естественно не пре-

вышающие R , в расчетах подбирались такими, чтобы значения

|U4z
4|z=h

для суммы (
4∑

k=0

Uk
zk

k!

)∣∣∣∣∣
z=h

сказывались только в третьем–четвертом знаке после десятичной точки.
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§ 15. Описание программного комплекса

Разработанный в рамках настоящего исследования комплекс программ

характеризуется тем, что он представляет собой взаимосвязанный набор мо-

дулей, объединенных общими исходными данными и общим интерфейсом вза-

имодействия. Отдельные составляющие модули комплекса зарегистрированы

в Федеральной службе по интеллектуальной собственности (Роспатент).

1. Программа для ЭВМ «Моделирование трехмерного стационарного по-

тока идеального газа в условиях действия сил тяжести и Кориолиса».

2. Прикладная программа для ЭВМ «Tornado, stationary case». Приклад-

ная программа для ЭВМ «Tornado, stationary case»

предназначена для численного моделирования придонных частей торнадо и

тропического циклона в стационарном плоском случае для расчета газоди-

намических характеристик. Программа обеспечивает выполнение следующих

функций: В процессе работы программы происходит: считывание данных о

выбранном пользователем классе торнадо с текстового файла на той или иной

широте; расчет газодинамических характеристик торнадо методом Рунге-Кутта

4-го порядка; расчет кинетической энергии радиальной и окружной ее состав-

ляющих; запись в файл результатов расчетов газодинамических характери-

стик;

3. Прикладная программа для ЭВМ «Tornado, calculation of zero coefficients

of gas-dynamic parameters by the Euler method» Прикладная программа для

ЭВМ «Tornado, calculation of zero coefficients of gas-dynamic parameters by

the Euler method»

предназначена для расчета нулевых коэффициентов основных газодинамиче-

ских характеристик, реализованного с помощью метода Эйлера. Производит-

ся считывание данных о выбранном пользователем классе торнадо с текстово-

го файла для той или иной широты, расчет окружной и радиальной составля-

ющих скорости ветра, запись в файл результатов расчетов газодинамических

параметров.

4. Прикладная программа для ЭВМ «Tornado, calculation of zero coefficients
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of gas-dynamic parameters by the Runge-Kutta method». Прикладная програм-

ма для ЭВМ «Tornado, calculation of zero coefficients of gas-dynamic parameters

by the Runge-Kutta method»

предназначена для расчета нулевых коэффициентов основных газодинамиче-

ских параметров: окружной и радиальной скорости ветра, скорости звука вет-

ра, траектории движения частицы методом Рунге-Кутта четвертого порядка

точности.

5. Прикладная программа для ЭВМ «Tornadoes, calculation of the first co-

efficients of gas-dynamic parameters by the Runge-Kutta method and the Euler

method». Прикладная программа для ЭВМ «Tornadoes, calculation of the first

coefficients of gas-dynamic parameters by the Runge-Kutta method and the Euler

method»

предназначена для расчета первых коэффициентов основных газодинамиче-

ских параметров: окружной и радиальной скорости ветра, скорости звука вет-

ра, траектории движения частицы. Для получения более точной математиче-

ской модели представления торнадо и тропического циклона в стационарном

плоском случае реализован метод Рунге-Кутта четвертого порядка точности,

также представлен метод Эйлера.

6. Прикладная программа для ЭВМ «Tornado, calculating the incoming

radius». Прикладная программа для ЭВМ «Tornado, calculating the incoming

radius»

предназначена для расчета входящего радиуса любого класса торнадо по из-

вестной скорости ветра и радиусу стока методом дихотомии.

7. Прикладная программа для ЭВМ «Tornado, visualization». Прикладная

программа для ЭВМ «Tornado, visualization»

предназначена для визуализации расчетов основных газодинамических пара-

метров придонной части торнадо различных классов для широт ϕ = π/6 ,

ϕ = π/4 , ϕ = π/3 .

8. Прикладная программа для ЭВМ «Tornado, calculation tables». При-

кладная программа для ЭВМ «Tornado, calculation tables» предназначена для
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математического моделирования такого природного явления, как восходящие

закрученные потоки типа торнадо. Представлены расчеты входящего радиуса

торнадо при выполнении условия: отношение окружной кинетической энергии

к полной кинетической энергии больше либо равно 0.5, в этом случае считает-

ся, что торнадо приобретает разрушительную силу. Подбор входящего радиу-

са при условии выполнения: отношение общей кинетической энергии к мини-

мальной кинетической энергии больше либо равной 1, в этом случае опреде-

ляются таблицы обнаружения торнадо.

В процессе обработки результатов расчетов: выдача результатов в таблич-

ном и графическом виде.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Обосновано существование и единственность решения конкретной ха-

рактеристической задачи Коши стандартного вида. Данное решение модели-

рует трехмерное нестационарное течение газа при наличии радиального стока

в условиях действия сил тяжести и Кориолиса.

2. На основании исследования свойств первых коэффициентов бесконеч-

ных рядов, моделирующих течения с радиальным стоком, установлены факты

возникновения закрутки и ее направление в исследуемом течении газа.

3. Численными методами приближенно построены трехмерные стационар-

ные течения идеального газа в окрестности непроницаемой горизонтальной

плоскости в условиях действия сил тяжести и Кориолиса.

4. Получены результаты массовых расчетов, которые приближенно моде-

лируют течения газа в придонных частях природных торнадо различных клас-

сов, а также тропического циклона средней интенсивности.

Полученные в диссертации результаты по математическому моделирова-

ние течений газа в восходящих закрученных потоках позволяют сделать вы-

вод о том, что разработаны теоретические положения, совокупность которых

можно квалифицировать как новое крупное научное достижение: даны обос-

нованные ответы на самые главные вопросы - почему возникает закрутка воз-

духа и откуда берется энергия на возникновение и продолжительное функци-

онирование восходящих закрученных потоков.

Автор выражает искреннюю благодарность доктору физико-математических

наук, профессору Сергею Петровичу Баутину за поддержку, постоянное вни-

мание к работе и обсуждение ее результатов.
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