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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность. Потеря устойчивости функционирования техниче-
ских или физических систем носит разнообразный характер, при этом 
можно выделить такие виды потери устойчивости как: статическая, ди-
намическая, при параметрических колебаниях и др. Под параметриче-
скими колебаниями понимают колебания, при которых внешнее перио-
дическое воздействие на систему входит в уравнение колебаний не в 
виде слагаемых, а в виде периодических коэффициентов при диффе-
ренциальных операторах. 

При исследовании параметрических колебаний возникают опреде-
ленные математические трудности, которые разрешают приближенны-
ми методами. Однако приближенные методы не дают математически 
корректного моделирования процессов параметрических колебаний. 

Проблема параметрических колебаний чаще всего встречается в 
двух случаях: когда они сопровождаются наличием демпфирования, то 
есть внутреннего или внешнего трения, и когда они сопровождаются 
дополнительным движением системы в виде прецессии. Примером па-
раметрической колебательной системы при наличии демпфирования 
могут быть качели, которые раскачивают стоя на них и приседая в такт 
колебаниям, а демпфирующей силой при этом является в основном аэ-
родинамическое сопротивление. Явление прецессии встречается в гиро-
скопических системах. 

Целью диссертационной работы является разработка новых матема-
тических методов численного моделирования параметрических колеба-
ний систем с учетом демпфирования и прецессии, а также исследование 
особенностей и закономерностей этих процессов с использованием но-
вого итерационного алгоритма. 

Для достижения поставленной цели решаются следующие задачи: 
1. Разработка математического метода перехода задачи о нахожде-
нии границ между областями устойчивости и неустойчивости пара-
метрических колебаний с учетом демпфирования к спектральной за-
даче для дифференциального уравнения. 
2. Разработка математического метода перехода спектрального 
уравнения с учетом демпфирования в дифференциальной форме к 
спектральному уравнению в операторной форме. 
3. Разработка программного комплекса для математического моде-
лирования процессов параметрических колебаний на основе итера-
ционной схемы. 
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4. Проведение исследования и построение областей устойчивости и 
неустойчивости в плоскости параметров, характеризующих воздей-
ствие, приводящее к параметрическому резонансу. 
5. Разработка математического метода перехода задачи о прецессии 
маятника на кардановом подвесе при вынужденных вертикальных 
колебаниях точки подвеса к спектральному дифференциальному 
уравнению. 
6. Разработка математического метода перехода спектральных 
уравнений при наличии прецессии в дифференциальной форме к 
спектральным уравнениям в операторной форме. 
7. Проведение исследования и построение области существования 
прецессии маятника в плоскости параметров. Построение траекто-
рии движения конца маятника при прецессии. 
Объектом исследования являются параметрические колебания с 

учетом демпфирования и прецессия плоскости колебаний маятника на 
кардановом подвесе. 

Предмет исследования – закономерности и особенности исследо-
вания областей устойчивости и неустойчивости в плоскости параметров 
для параметрических колебаний с учетом демпфирования и возникно-
вение прецессии при колебаниях маятника на кардановом подвесе. 

Методы исследования. Теория итерационных алгоритмов для ре-
шения спектральных задач с интегральными операторами, методы про-
граммирования, теория дифференциальных уравнений, методы вычис-
лительной математики. 

На защиту выносятся следующие результаты, соответствующие 
трем пунктам специальности 05.13.18 «Математическое моделирова-
ние, численные методы и комплексы программ» по физико-математи-
ческим наукам: 

Пункт 1: Разработка новых математических методов моделирова-
ния объектов и явлений. Новый математический метод по моделирова-
нию параметрических колебаний с учетом демпфирования, на основе 
которого дифференциальная задача сводится к спектральной с инте-
гральными операторами. Новый математический метод по моделирова-
нию прецессии плоскости колебаний маятника на кардановом подвесе. 

Пункт 2: Развитие качественных и приближенных аналитических 
методов исследования математических моделей. Численный метод 
решения спектральной задачи для линейного пучка интегральных опе-
раторов. 

Пункт 4: Реализация эффективных численных методов и алгорит-
мов в виде комплексов проблемно-ориентированных программ для про-
ведения вычислительного эксперимента. Программный комплекс раз-
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работанного итерационного алгоритма на основе численного решения 
задач устойчивости при  параметрических колебаниях с проведением 
различных видов тестирования и обоснование существования прецес-
сионного движения маятника на кардановом подвесе. 

Таким образом, в соответствии с паспортом специальности 05.13.18 
в диссертации присутствуют оригинальные результаты одновременно 
из трех областей: математического моделирования, численных методов 
и комплексов программ. 

Научная новизна выносимых на защиту результатов заключается в 
следующем. 

1. Получен новый математический метод исследования спектраль-
ной задачи с интегральными операторами для расчета границ устойчи-
вости параметрических колебаний с учетом демпфирования. 

2. Получен новый математический метод исследования спектраль-
ной задачи с интегральными операторами для расчета области прецес-
сии в плоскости параметров маятника на кардановом подвесе при вы-
нужденных вертикальных колебаниях точки подвеса. 

3. Предложен новый численный метод для решения спектральных 
задач. 

4. Создан программный комплекс для математического моделиро-
вания процессов параметрических колебаний. 

5. Построены зоны устойчивости и неустойчивости для параметри-
ческих колебаний с учетом демпфирования. 

6. Построена область прецессии в плоскости параметров маятника 
на кардановом подвесе при вынужденных вертикальных колебаниях 
точки подвеса. 

Достоверность результатов исследования обеспечивается: матема-
тически строгими доказательствами, совпадением оценки качественно-
го поведения областей в задачах устойчивости с известными ранее диа-
граммами Айнса-Стретта. 

Практическая значимость. Сделан существенный вклад по вне-
дрению в научный арсенал методов исследования устойчивости нового, 
эффективного итерационного алгоритма. Для параметрических колеба-
ний с учетом демпфирования получены области устойчивости, пригод-
ные для инженерной практики и обобщающие аналогичные результаты 
Айнса-Стретта. На основе теоретических исследований и численных 
расчетов открыт новый физический эффект существования прецессии 
плоскости колебаний маятника на кардановом подвесе при вынужден-
ных вертикальных колебаниях точки подвеса. Разработан комплекс 
программ для численного нахождения спектральных чисел задачи о 
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параметрических колебаниях при наличии демпфирования и задачи о 
прецессии маятника на кардановом подвесе. 

Апробация работы. Результаты работы докладывались на научных 
семинарах кафедры прикладной математики, строительные технологии 
и конструкции, лаборатории математического моделирования в строи-
тельстве Сургутского государственного университета и на следующих 
конференциях: 

- VIII Окружная конференция молодых ученых «Наука и инновации 
XXI века», г. Сургут (2007 г.); 

- IV международная конференция «Математические идеи П.Л. Че-
бышева и их приложение к современным проблемам естествознания»,  
г. Обнинск (2008 г.); 

- Всероссийская конференция по математике и механике, г. Томск 
(2008 г.). 

Публикации. Основные результаты отражены в 7 публикациях, в 
том числе 4 публикации в рецензируемых журналах из перечня ВАК, 
получены свидетельства о регистрации программ для ЭВМ. 

Личный вклад. Результаты, составляющие основное содержание, 
получены автором самостоятельно. Во всех совместных работах автор 
участвовал в формулировках постановок задач, создал и реализовал в 
виде комплекса программ численный метод для моделирования пара-
метрических колебаний систем с учетом демпфирования и прецессии. 
Автор исследовал операторные уравнения, рассматривал вопрос воз-
можности применения итерационной схемы, анализировал результат. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 5 
глав, заключения, списка литературы из 68 наименований. Общий объ-
ем работы составляет 100 страниц, в том числе 24 рисунка и 2 таблицы. 

 
КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 
Во введении обоснована актуальность исследования в области па-

раметрических колебаний. 
В первой главе проводится обзор литературы по тематике связан-

ной с параметрическими колебаниями, формулируется цель, объект, 
предмет, задачи исследования, научная новизна и др. 

При отсутствии демпфирования проведены достаточно полные рас-
четы, характеризующие границы между областями устойчивости и не-
устойчивости, которые называются диаграммами Айнса-Стретта. По-
строение этих диаграмм было основано на свойствах функций Матье, 
являющихся решениями уравнения параметрических колебаний 

0]2cos[ =++′′ ytqay . Если в уравнении 0)]([ =ϕ++′′ ytqay  периоди-
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ческая функция ,2cos)( tt ≠ϕ  то для его решения можно использовать 
результаты Флоке (1883). 

По анализу устойчивости решения уравнения параметрических ко-
лебаний при наличии демпфирования 0)( =ϕ+′ϑ+′′ ytyy  имеется 
большое количество литературы. Основным содержанием этих работ 
является получение оценок, характеризующих области устойчивости в 
плоскости параметров. Однако ни в одной из этих работ не приводятся 
диаграммы, точно описывающие эти области в случае 0≠ϑ  типа диа-
грамм Айнса-Стретта. 

Теория колебаний маятника при вертикальных вынужденных коле-
баниях точки подвеса и колебаниях маятника в одной плоскости рас-
сматривались во многих работах, как экспериментально, так и теорети-
чески, при этом был установлен интересный эффект стабилизации ма-
ятника в перевернутом положении, когда центр тяжести маятника был 
выше точки подвеса. Этот эффект в ряде работ обобщался на исследо-
вание устойчивости некоторых технических систем с вибрирующим 
основанием. 

Обширный материал по исследованию различных видов маятников 
и маятниковых систем приведен в работе Т.Г. Стрижак. 

Анализ литературы показал, что схема появления прецессионного 
движения плоскости колебаний маятника ранее не рассматривалась. 

Интерес представляет не только сам механический эффект, но и его 
математическое обоснование, а также метод численного нахождения 
параметров прецессии. 

Во второй главе в разделе 2.1 рассматривается математическая мо-
дель задачи исследования устойчивости параметрических колебаний с 
демпфированием: 

).2,0()(,1)(,0)(),()(

,,0,0,0)]([

0

π∈ϕ≤ϕ=ϕπ+ϕ=ϕ

∞≠≠∞<<=ϕ++′ϑ+′′

∫
π

Cttdtttt

qqtytqayy
              (1) 

Уравнение является исходным для математических исследований и 
расчетов, но не для реального использования в физике и технике, где 
оно имеет следующий вид: 

,0)]([ 000 =ωτϕ++′ϑ+′′ yqayy                         (2) 
Здесь τ  – размерное время, 0ϑ – некоторый коэффициент трения, 

,0a 0q – параметры, характеризующие воздействие, приводящее к па-
раметрическому резонансу, ω  – частота этого воздействия. При пере-
ходе к безразмерному времени 2/ωτ=t  получается уравнение, где ве-

8 

личины ,/2 0 ωϑ=ϑ  2
0

2
0 /4,/4 ω=ω= qqaa  являются безразмерными. 

Коэффициент ϑ  называется коэффициентом демпфирования, коэффи-
циент q – коэффициентом возбуждения колебаний. 

В разделе 2.2 задача нахождения границ устойчивости решения 
уравнения (1) сводится к спектральной задаче. На основе теории Флоке 
решение уравнения (1) представляется в виде 

),()(),()(

),ln()()ln()()(

2211

2211

π+ω=ωπ+ω=ω

σ
π

ω+σ
π

ω=

tttt

tехрttехрtty
                     (3) 

мультипликаторы 21, σσ  являются корнями уравнения  

)],()([
2
1,0)(2 21

2 π′+π==ϑπ−+σ−σ xxpехрp                      (4) 

где )(),( 21 txtx  частные решения уравнения (1), с начальными условиями 

.1)0(,0)0(,0)0(,1)0( 2211 =′==′= xxxx  
Кривая в плоскости aq , отделяющая зоны устойчивости и неустой-

чивости решения уравнения (1), обозначается символом Г. 
Теорема 1.  На кривой Г мультипликаторы 21,σσ  принимают 

только один из двух вариантов значений: 

).(ехр,1
);(ехр,1

21

21
ϑπ−−=σ−=σ

ϑπ−=σ=σ  

Сопоставим задаче нахождения кривой Г спектральную задачу для 
дифференциального уравнения 

,20,0)](1[ π≤≤=ηϕ+λ+′ϑ+′′ tytyy                           (5) 
с краевыми условиями 

),2()0( π= yy                                             (6) 
)2(ехр)2()0( ϑππ′=′ yy                                    (7) 

и функциональным условием 
),2,0(1 π∈Cy                                            (8) 

где λ – спектральный параметр, который зависит от переменного пара-
метра η  и принимает такие значения, при которых система (5) – (8) 
имеет нетривиальное решение. 

На промежутке π<< 20 t  уравнения (1) и (5) совпадают, если поло-
жить 

., aqa η==λ                                             (9) 
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Теорема 2. Если решение спектральной задачи в дифференциальной 
форме (5) – (8) существует, то множество Г состоит только из то-
чек qa, , полученных по формулам (9), а задача исследования и вычис-
ления кривой Г эквивалентна проблеме исследования и вычисления 
спектра задачи (5) – (8). 

Основным результатом главы являются краевые условия (6), (7) ко-
торые дают возможность перейти от бесконечного промежутка к ко-
нечному. 

В третьей главе в разделе 3.1 осуществляется переход от спек-
тральной задачи (5) – (8) в дифференциальной форме к эквивалентной 
задаче в операторной форме. Рассматривается уравнение 

,, HuBuFuu ∈λ+=                                        (10) 
где λ – спектральный параметр, H – гильбертово пространство. 

Операторы FB,  задаются в следующем виде  
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Собственные числа и соответствующие собственные функции урав-
нения (10) можно находить последовательно, начиная с первого, по 
следующей итерационной схеме: 

( ) ( ) .)(),(,

,,,,3,2,1,

2
1

22222
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−

+
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FuuAuAuFuAuFuAu

HhAhukAuFuu K
      (11) 

Данный итерационный алгоритм сходится к решению уравнения 
(10) в смысле ,0lim,lim 2

1
2
1 =ϕ−λ=σ

∞→∞→
kkkk

u где 2
1λ – первое спектральное 

число, 1ϕ – первая собственная функция, параметры kσ  монотонно 
уменьшаются на итерациях .1+σ>σ kk  
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Последующие спектральные числа 2
iλ  и собственные функции iϕ  

находятся по индукции на основе построения вспомогательных опера-
торов ,...4,3,2,, =mAF mm  и итерационного алгоритма (11). 

Теорема 3. При любом значении параметра ∞<< η0  и любом зна-

чении коэффициента демпфирования ,0, ∞<≤ϑϑ  нахождение мно-
жества Гqa ∈,  для уравнения (10) эквивалентно решению спектраль-
ного уравнения на основе итерационного алгоритма, при этом пара-
метры qa,  связаны с параметрами ηλ ,i  соотношениями  

,, ηλ=λ= iiii qa  
где )( iii qaa =  – отдельные ветви многозначной функции Г. 

Для любого значения коэффициента ϑ  в плоскости aq  имеется 
бесконечная последовательность чередующихся областей устойчиво-
сти и неустойчивости решения уравнения (1). 

В разделе 3.2 описывается программный комплекс и результаты 
численного счета. 

Программный комплекс написан с использованием модульного под-
хода, структура его представлена на рис. 1. Программа состоит из четы-
рех основных частей, содержащих модули для расчета: спектральных 
чисел уравнения колебаний при наличии демпфирования, погрешности 
независимым способом по величине невязки, спектральных чисел урав-
нения колебаний при наличии прецессионного движения маятника на 
кардановом подвесе, координат точек траектории движения конца 
маятника на плоскость ортогональную оси подвеса. 

Один из дополнительных модулей комплекса содержит операторы 
описания именованных констант и основных переменных, которые ис-
пользуются для расчета и сохранения результатов. Другой модуль со-
держит процедуры, отвечающие за задание начальных условий. Таким 
образом, при изменении решаемой задачи требуется изменять только 
эти процедуры без необходимости модификации тела основной 
программы. Вспомогательная процедура инициализирует переменные, 
хранящие значения количества расчетных точек, шага по времени и 
управляющих параметров, сохраняет промежуточные значения пере-
менных в файл, служит для вывода данных на экран, записи 
результатов расчетов в файлы. 

Разработанный программный комплекс оснащен оконным пользо-
вательским интерфейсом, позволяющим варьировать условия задачи 
без изменения и перекомпиляции исходного кода. 
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Вычисление части кривой Г, соответствующей в плоскости aq  гра-
нице между первой зоной устойчивости и зонами неустойчивости, про-
водилось на основе итерационной схемы при задании функции 

.2cos)( tt =ϕ  
Результаты расчетов контролировались двумя способами: 

1. По величине относительной невязки уравнения (10): 

.1
jjjj

jjjj

BuF

BuF

λ+ϕ+ϕ

λ−ϕ−ϕ
=ε  

2. Независимым способом, минуя теоремы 2 и 3. По величине невязки  
[ ]
[ ]

.
))(ехр1()()(

))(ехр1()()(
22

21

22
21

2
ϑπ−++π′+π

ϑπ−+−π′+π
=ε

xx

xx
 

В этом случае величина )()( 21 π′+π xx  находилась из численного реше-
ния дифференциального уравнения (1) на промежутке ),0( π . Причем в 
качестве параметров a  и q  в уравнение (1) подставлялись параметры, 
найденные по итерационной схеме (11). 

Интегралы в операторах считались по квадратурным формулам тра-
пеций с числом узлов на промежутке )2,0( π  равным 3000. При расчетах 
параметр η  варьировался с переменным шагом от 0,1 до 1000, для 

ошибок 21, εε  выполнялись неравенства .10,10 2
2

5
1

−− ≤ε≤ε  

В качестве примера для 051,0;025,1;01,0 ===ϑ qa  в табл. 1 при-

водится значение погрешности 2ε  в зависимости от величины шага kt∆  
в конечно-разностной схеме решения уравнения (1) на промежутке 

),0( π  при равномерном разбиении промежутка. 
 

Таблица 1 
Значения погрешности 2ε  в зависимости от величины шага kt∆  

 

kt∆  310−⋅π  410−⋅π  510−⋅π  610−⋅π  

2ε  0,005 0,003 0,001 0,0004 
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Рис. 1. Структура программного комплекса для численного моделирования  
задач параметрических колебаний 

 
Уменьшение шага kt∆  приводит к лучшей конечно-разностной ап-

проксимации дифференциального уравнения (1), повышению точности 
его решения, уменьшению ошибки 2ε . Однако это происходит пока 
величина kt∆  не достигнет некоторого малого значения, когда ошибка 

2ε  начинает возрастать с уменьшением шага kt∆ , что связано с увели-
чением погрешности от представления чисел с конечным числом зна-
чащих цифр в компьютере и погрешностей выполнения арифметиче-
ских операций. 

Результаты численных расчетов кривой Г для значений 
1;5,0;4,0;3,0;2,0;1,0;01,0 =ϑ=ϑ=ϑ=ϑ=ϑ=ϑ=ϑ  приведены на 

(рис. 2–8), в силу симметрии кривой Г относительно оси a , показаны 
только кривые в полуплоскости 0>q . 

Модуль задания  
начальных и граничных 

условий 

Программный комплекс математического моделирования процессов  
параметрических колебаний 

Расчет спектральных 
чисел равнения колеба-

ний при наличии  
демпфирования

Модуль описания основ-
ных переменных и мас-
сивы для хранения инте-
гральных операторов 

Расчет спектральных чи-
сел и собственных функ-
ций уравнения колебаний 
при наличии прецессии 

Вывод спектральных чисел и других параметров 

Расчет погрешности  
независимым способом 
по величине невязки 

Расчет координат точек, 
траектории движения 

конца маятника 
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Рис. 2. Зоны устойчивости и неус-

тойчивости для значения: 01,0=ϑ  
Рис. 3. Зоны устойчивости и неус-

тойчивости для значения: 1,0=ϑ  

 
Рис. 4. Зоны устойчивости и неус-

тойчивости для значения: 2,0=ϑ  
Рис. 5. Зоны устойчивости и неус-

тойчивости для значения: 3,0=ϑ  

  

Рис. 6. Зоны устойчивости и неус-
тойчивости для значения: 4,0=ϑ  

Рис. 7. Зоны устойчивости и неус-
тойчивости для значения: 5,0=ϑ  

Рис. 8. Зоны устойчивости и неустойчивости для значения: 1=ϑ  
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На рисунках зоны устойчивости окрашены в серый цвет, а зоны не-
устойчивости имеют белый цвет. 

Общая картина изменения зон устойчивости и неустойчивости. 
• При значении 01,0=ϑ  граница практически не отличается от 

границы на диаграмме Айнса-Стретта, в которой полагается 00,0=ϑ . 
• Первая зона устойчивости монотонно растет с увеличением ϑ , 

причем ее левая граница асимптотически стремится к оси q  при 0=a , 
а правая граница перемещается по оси a  вправо и вверх по оси q . 

• Зона неустойчивости при 0,0 >> qa  также перемещается вправо 
и вверх, не отрываясь от оси a  при 0=q , где имеется кратная точка. 
Ширина зоны монотонно уменьшается, асимптотически стремясь к нулю. 

Характер участков кривой Г, которые получались приближенными 
методами, качественно отличается. С ростом коэффициента ϑ  кривые 
отделяются от кратных точек, но перемещаются не вправо по оси a , 
как в настоящей работе, а вверх по оси q . 

В главе 3 речь идет о решении не единственной задачи, так как ис-
ходное уравнение содержит произвольную, π  – периодическую функ-
цию )(tϕ . Численное решение задачи проводилось, когда функция )(tϕ  
задавалась в виде .2cos)( tt =ϕ  

В четвертой главе рассматривается возможность появления пре-
цессии плоскости колебаний маятника на кардановом подвесе, структу-
ра которого приведена в разделе 4.1. При этом маятник совершает вы-
нужденные колебания в вертикальном направлении и может совершать 
колебания относительно точки подвеса в любой плоскости, а плоскость 
колебаний может свободно поворачиваться. Схема маятника на карда-
новом подвесе изображена на рис. 9. 

В разделе 4.2 осуществляется математическая постановка задачи. 

Система уравнений получается в следующих предположениях. 
• Угол отклонения маятника относительно вертикальной оси z  

мал и синус этого угла можно заменить на величину угла. 
• Угол θ  между плоскостью колебаний и осью координат x  явля-

ется функцией времени t . 
• Маятник представляет невесомый стержень длиной l , имеющий 

на конце сосредоточенную массу m . 
• Периодическое внешнее воздействие на вертикальной оси имеет 

гармонический характер с частотой ω  и амплитудой δ , поэтому, сме-
щение W  точки подвеса в вертикальном направлении задается соотно-
шением .cos tW ωδ−=  
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Используя закон сохранения момента количества движения маятни-
ка относительно точки подвеса, получаем: 

,0)cos( 2 =ϕωδω++ϕ′′ xx tgmlI            (12) 

,0)cos( 2 =ϕωδω++ϕ′′ yy tgmlI            (13) 

где yx ϕϕ ,  – проекции угла отклонения маятника 
относительно вертикальной оси на оси Iyx ,,  – 
момент инерции маятника, g  – ускорение силы 
тяжести. 

Переходя к безразмерному времени 
2
tω

=τ  и 

безразмерным параметрам qa,  

,4,4
2 I

mlq
I

mgla δ=
ω

=  

уравнения (12), (13) можно переписать в виде 
,0)2cos( =ϕτ++ϕ′′ xx qa             (14) 
.0)2cos( =ϕτ++ϕ′′ yy qa             (15) 

Представим функции )(),( τϕτϕ yx  в виде 

,sin)(cos)( 21 αττ+αττ=ϕ RRx         (16) 
,cos)(sin)( 21 αττ−αττ=ϕ RRy         (17) 

где α  – постоянная составляющая скорости пре-
цессии маятника. 

Вводя обозначения 2,2cos1)(, α−=λτη+=τψλ=η aq , получим 
,0)(2 121 =τλψ+′α+′′ RRR                                (18) 
.0)(2 212 =τλψ+′α−′′ RRR                                (19) 

Нетривиальное решение уравнений (18), (19) будем искать в классе 
непрерывных и непрерывно дифференцируемых, π  - периодических 
функций, что приводит к следующим краевым условиям 

).()0(),()0(
),()0(),()0(

2211

2211

π′=′π′=′
π=π=

RRRR
RRRR

                         (20) 

В главе пятой в разделе 5.1 произведено математическое моделиро-
вание операторной формы спектральной задачи. В гильбертовом про-
странстве H рассматривается спектральное уравнение относительно 
спектрального параметра λ  

., HuAuGuu ∈λ+=                                          (21) 

 
Рис. 9. Маятник на 
кардановом подвесе:  
1 – маятник, 2 – ниж-
няя вилка, 3 – под-

шипник, 4 – крестови-
на, 5 – верхняя вилка, 

6 – опора, 7 – шток
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Оператор A  задается следующим образом 
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Оператор G  задается следующим образом 
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Теорема 4. Уравнение (21) имеет, по крайней мере, одно действи-
тельное значение спектрального параметра ),( ηαλ≡λ  при всех значе-

ниях .10,20 <η≤<α≤  
Для получения значения спектрального параметра λ  при разных 

значениях параметров ηα,  можно использовать итерационную схему 

HhAhz

kkAzkGzkz k

∈=

=σ+=+
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−++−=σ − kGzkzkAzkGzkAzkGzkAzkAzk

где k – номер итерации. Итерационная схема всегда сходится. 
Теорема 5. В плоскости параметров )(, λη=λ qq  существует, по 

крайней мере, одна зона устойчивости, в которой имеется нетриви-
альное решение спектральной задачи (18) – (20) при 0≠α . 

Отсюда следует существование, по крайней мере, одной зоны ус-
тойчивости, в которой существует прецессия при параметрических ко-
лебаниях маятника. Вопрос о том, все ли зоны устойчивости являются 
зонами прецессии, остается открытым. 

В разделе 5.2 строится на основе итерационной схемы алгоритм 
численных расчетов, с использованием разработанного программного 
комплекса. 
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На каждой итерации для итерационных параметров kσ  должно вы-

полняться условие ,1+σ>σ kk  а для нормы kkzkz ∀+= ,)1()( . 
Погрешность решения, оценивалась по величине невязки 

.
)()()(

)()()(
kAzkGzkz

kAzkGzkz

k

k

σ++

σ−−
=ε  

Для всех проведенных расчетов .000001,0≤ε  
Тестом для решаемой задачи явилось совпадение границы зоны пре-

цессии с кривой, отделяющей зону устойчивости и неустойчивости на 
диаграмме Айнса-Стретта. 

Все интегралы в операторах вычислялись по квадратурным форму-
лам трапеций с равномерным разбиением интервала π≤τ≤0 на 2000 
частей. 

На рис. 10 представлена функциональная зависимость ),( qλα=α , 
где λ  результат численного решения спектральной задачи (21), q  оп-
ределяется формулой ).,( ηα≡λη= qq  Зависимость ),( qλα=α  пред-
ставлена в виде линий уровня const=α . Серым цветом выделена зона, 
в которой решение спектральной задачи отсутствует. 

Результаты, представленные на рис. 10, переносятся на плоскость 
физических параметров qa,  (рис. 11), где 22 ),( α+αλ≡α+λ= qa . 

 
Рис. 10. Линии уровня const=α  функциональной зависимости 

),( qλα=α , где значения α  обозначены числами на кривых 
 

На рис. 11 серым цветом окрашена зона параметров qa,  в которой 
существует прецессия боковых колебаний маятника. Эта зона представ-
ляет криволинейную полосу, отделяющую с одной стороны зону неус-
тойчивости колебаний (кривая 1 на рис. 11), а с другой стороны зону, в 
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которой боковые колебания маятника отсутствуют при сохранении вер-
тикальных колебаний (кривая 2 на рис. 11). 

Кривая 1 совпадает с кривой, отделяющей зоны устойчивости и не-
устойчивости на диаграмме Айнса-Стретта, и на кривой 1 скорость 
прецессии α  равна нулю. 

На (рис. 12–17) 
изображена траекто-
рия движения конца 
маятника на плоскость 
ортогональную оси 
подвеса при различ-
ных значениях ηα, .  

От величины α  
зависит число колеба-
ний при минимальном 
числе оборотов по ор-
бите для полного пе-
риода периодической 
кривой (табл. 2). Дан-

ная зависимость реализуется не при всех α , а только тогда, когда зна-
чения параметров qa,  попадают в зону прецессии. 

Если отношение ηα /  является иррациональным числом, то теоре-
тически совпадения начала и конца циклов не будет, но при численных 
расчетах, когда иррациональное число аппроксимируется рациональ-
ным числом, такое совпадение будет выполняться. Следует подчерк-
нуть, что величины yx ϕϕ ,  характеризуют безразмерные угловые ам-
плитуды поперечных колебаний маятника. 

Таблица 2 
Значения числа колебаний (k) при минимальном числе оборотов 

(n) по орбите до появления периодического решения 
 

α  0,
1 

0,
15

 

0,
2 

0,
25

 

0,
3 

0,
35

 

0,
4 

0,
45

 

0,
5 

0,
55

 

0,
6 

0,
65

 

0,
7 

k 10 20 5 4 10 20 5 20 2 20 5 20 10 
n 1 3 1 1 3 1 2 9 1 11 3 13 7 

Рис. 11. Зона прецессии на части диаграммы 
Айнса-Стретта в плоскости параметров qa,  
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Рис. 12. Траектория движения конца 

маятника на плоскость 
ортогональную оси подвеса при 

08,0,1,0 =η=α  

Рис. 13. Траектория движения  
конца маятника на плоскость 

ортогональную оси подвеса при 
11,0,1,0 =η=α  

 
Рис. 14. Траектория движения конца 

маятника на плоскость 
ортогональную оси подвеса при 

14,0,1,0 =η=α  

Рис. 15. Траектория движения  
конца маятника на плоскость 

ортогональную оси подвеса при 
29,0,15,0 =η=α  

 
Рис. 16. Траектория движения конца 

маятника на плоскость 
ортогональную оси подвеса при 

0615,0,2,0 =η=α  

Рис. 17. Траектория движения  
конца маятника на плоскость 

ортогональную оси подвеса при 
01,0,3,0 =η=α  
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Так как необходимо было численное подтверждение самого факта 
прецессии, расчеты были ограничены первой зоной устойчивости пара-
метрических колебаний на диаграмме Айнса-Стретта, где такая зона 
устойчивости нашлась. 

В заключении описаны результаты работы и положения, выноси-
мые на защиту. 

 
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 

 
1. Разработан математический метод перехода задачи о нахождении 
границ между областями устойчивости и неустойчивости параметриче-
ских колебаний с учетом демпфирования к спектральной задаче для 
дифференциального уравнения. 
2. Разработан математический метод перехода спектрального уравне-
ния с учетом демпфирования в дифференциальной форме к спектраль-
ному уравнению в операторной форме. 
3. Разработан программный комплекс для математического моделиро-
вания процессов параметрических колебаний на основе итерационной 
схемы. 
4. Проведено исследование и построены области устойчивости и неус-
тойчивости в плоскости параметров, характеризующих воздействие, 
приводящее к параметрическому резонансу. 
5. Разработан математический метод перехода задачи о прецессии ма-
ятника на кардановом подвесе при вынужденных вертикальных колеба-
ниях точки подвеса к спектральному дифференциальному уравнению. 
6. Разработан математический метод перехода спектральных уравне-
ний при наличии прецессии в дифференциальной форме к спектраль-
ным уравнениям в операторной форме. 
7. Проведено исследование и построена область существования пре-
цессии маятника в плоскости параметров. Построены траектории дви-
жения конца маятника при прецессии. 
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