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Задача Стефана как предельный случай задачи  
о фазовом переходе в спектре температур

АННОТАЦИЯ. В статье приводится теоретическое обоснование приложения 
метода оценок к решению задачи Стефана. Метод оценок предполагает построе-
ние дифференциальных и интегральных неравенств для уравнений параболического 
или эллиптического типа, описывающих процессы нестационарной или стацио-
нарной теплопроводности. Непосредственное построение таких неравенств для 
задачи Стефана невозможно в связи с тем, что на границе фазового перехода 
основное уравнение не определено.

Здесь рассматривается задача Стефана не в классической постановке, а 
как предельный случай более общей квазилинейной задачи о фазовом переходе 
в спектре температур. Показано, что при определенных условиях существует 
точное равенство между решением квазилинейной задачи и некоторой фронтовой 
задачи. Это позволяет использовать неравенства, построенные для непрерывной 
квазилинейной задачи, для оценки решения задачи Стефана. Сформулированы 
принципы, соблюдение которых обеспечивает возможность построения прибли-
женных решений задачи Стефана с различными граничными условиями.

Изложение ведется на примере задачи о промерзании-оттаивании влажного 
грунта. В грубодисперсных грунтах поровая влага замерзает (оттаивает) при 
фиксированной температуре. Такой процесс естественно описывать фронтовой 
задачей Стефана. В тонкодисперсных грунтах поровая влага находится в свя-
занном состоянии, поэтому фронт фазового перехода не образуется, а Джоулево 
тепло выделяется (поглощается) в некотором спектре температур. Для каж-
дого типа тонкодисперсного грунта фазовый состав влаги при отрицательных 
температурах описывается так называемой кривой незамерзшей влаги.

Таким образом, для процесса промерзания–оттаивания грунта обе сопостав-
ляемые задачи (квазилинейная и фронтовая) имеют конкретный физический 
смысл.

SUMMARY. The article offers a theory which enables to apply the method 
of estimates to the solution of Stefan problem. The method of estimates suggests 
differential and integral inequalities for the equations of parabolic or elliptic type 
describing processes of non-stationary or stationary heat conductivity. does not allow 
Such inequalities are inapplicable for the Stefan problem because at phase transition 
boundary the main equation is not defined.

Here the Stefan problem is not treated in its classical statement, but as a limiting 
case of a more general quasi-linear problem of phase transition in a temperature range. 
It is shown that under certain conditions there exists an exact equality between the 
solution of a quasi-linear problem and some front problem. This allows using the 
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inequalities for a continuous quasi-linear problem, to estimate the solution of the Stefan 
problem. The authors formulate the principles which allow to generate approximate 
solutions of the Stefan problem for various boundary conditions.

The theory is applied to the problem based on freeze-thaw cycles of the moist soil. 
In coarse-dispersed soils the pore moisture freezes (thaws) at a fixed temperature. This 
process is typically described with the Stefan front problem. In finely dispersed soils 
the pore moisture is in the  bound state, and therefore, the front of phase transition 
is not formed, while Joulean heat is released (absorbed) in some temperature range. 
For each type of finely dispersed soil the phase composition of moisture at negative 
temperatures is described by the so-called curve of the not-frozen moisture.

Thus, both compared problems (quasi-linear and front) are immediately applicable 
to describe the freeze-thaw cycles of the moist soil.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Задача Стефана, квазилинейная задача, метод оценок, 
промерзание-оттаивание влажного грунта.

KEYWORDS. Stefan problem, quasi-linear problem, method of estimates, freeze-
thaw cycles of the moist soil.

Метод исследования, оценивания и решения нелинейной задачи теплопро-
водности с помощью дифференциальных и интегральных неравенств разрабо-
тан еще в прошлом веке и применялся для решения многих прикладных задач 
[1]. Многие результаты получены под руководством и при участии Ю.С. Да-
ниэляна [2]. Приложение этого метода для задачи Стефана имеет большое 
своеобразие, связанное с фронтовой структурой этой задачи. Алгоритм решения 
был построен и приведен в работе [3].

Настоящая работа посвящена методологическим аспектам применения 
метода неравенств к задаче Стефана. Приведен инструментарий метода и ле-
жащие в его основе принципы, прежде всего систематическое сопоставление 
решения фронтовой задачи и задачи о фазовом переходе в спектре температур. 
Нам представляется, что такая работа необходима для дальнейшего развития 
метода и его приложения к специфическим вариантам задачи о фазовом пере-
ходе, например, к задаче абляции и к другим прикладным проблемам, упо-
мянутым в книге безвременно ушедшего от нас Ю.А. Сигунова [4].

Изложение ведется на примере задачи о промерзании-оттаивании влажно-
го грунта.

В тонкодисперсных грунтах процесс фазового перехода паровой влаги про-
исходит в спектре (или диапазоне) температур. Это объясняется тем, что прак-
тически вся влага находится в связанном состоянии. Ее фазовый состав при 
различных температурах определяется кривой незамерзшей влаги w(t), где 
t — температура. Опираясь на экспериментальные исследования, полагаем, 
что функция w(t) не имеет разрывов, дифференцируема, а ее производная 
является унимодальной функцией, имеющей максимум при некотором t=t*. 
Функция w(t) является физической характеристикой данного материала.

Математически это описывается моделью А.Г. Колесникова [5], которая 
сводится к краевой задаче для квазилинейного уравнения теплопроводности 
с немонотонными коэффициентами:

            
(1)ot 8 2 t к дw ( t ( x, r)) 

~= а ~-? --с · д r or дх-
r > О , х > О , 
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     (2)

где τ — время;
x — пространственная координата;
a — коэффициент температуропроводности;
C — теплоемкость;
κ — теплота фазового перехода воды, умноженная на плотность скелета 

грунта;
w — cодержание незамерзшей влаги;
F(τ) — монотонная знакопостоянная функция, например, убывающая и 

отрицательная, причем F(0)≤tn;
M — положительная константа.
Последнее неравенство в формулах (2) — условие ограниченности реше-

ния.
Для простоты в (1) полагаем, что С и a — величины постоянные. На общ-

ность рассуждений это не влияет, так как если a=a(t), C=C(t), то подстанов-
ки Кирхгофа и Галанта позволяют привести уравнение к виду (1). Будем 
считать, что эти преобразования уже проведены.

Для определенного вида грунта содержание незамерзшей воды при усло-
виях, близких к термодинамическому равновесию, зависит только от темпера-
туры, то есть 

Полагаем, что фазовый переход происходит в некотором диапазоне темпе-
ратур 2∆t=tк-tн, где tн — температура начала фазовых превращений, tк — тем-
пература, при которой фазовые превращения заканчиваются, tк>tн. Тогда при 

t>tк и при t< tн 

Задача (1), (2) эквивалентна следующему интегральному уравнению:

       (3)

где G(x,ξ,τ-y) — функция Грина для данной задачи; t0(x,τ) — решение урав-
нения

с условиями вида (2). Выражение для t0 и G имеют несложный вид [6].
Применяя к уравнению (3) формулу интегрирования по частям, после пре-

образований получаем

t(О , т)=F(т ) , t(x ,O)=t,, = const , lt(x,т )l < M , 

dw =0 . 
dt 

(7 }jl д l11 д f 

о т д t д т 

оо r дw ( t ( !; У ) ) 
t ( х, т ) = t0 ( х, т ) + ~ f f G ( х , !; , т - у ) ' d !; dy, 

с о о ду 

д tо д2 to 
-= а-, т > О, х > О , 
д т д х2 
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(4)

где

Задача Стефана получается из задачи (1), (2) при tк=tн=t*, ∆t=0. Тогда

где w0 — влажность; δ(τ) — дельта-функция Дирака; τn(t*,x) — время про-
хождения изотермой t=t* точки x.

Если u(x, τ) — решение задачи Стефана, то для него аналогично (1) мож-
но записать следующую задачу:

   (5)

с условиями вида (2).
Задача (1), (2) решается численно, например, методом сеток. А задача (5), 

(2) имеет фронтовую структуру. На границе фазового перехода имеется осо-
бенность типа дельта–функции. Уравнение теплопроводности, которое описы-
вает перенос энергии в области, не определено на границе фазовых переходов. 
Таким образом, можно говорить лишь об обобщенном решении этой задачи.

Разностная аппроксимация дифференциальных операторов сама по себе не 
может привести к численному решению. Необходимы дополнительные методы 
учета фронта перехода. Таких методов разработано достаточно много [4], од-
нако, они, как правило, эффективны лишь в том случае, когда есть только один 
фронт перехода. Когда же фронтов несколько, когда они могут возникать и 
сливаться друг с другом и с границами области, задача осложняется необхо-
димостью следить за эволюцией каждого фронта в отдельности. Очень удоб-
ными являются методы сквозного счета, основанные на «размывании» (или 
«размазывании») фронта в некотором диапазоне температур. В результате 
решается задача для нелинейного уравнения теплопроводности. Однако с по-
мощью полученного этим методом решения в виде поля температур трудно 
идентифицировать положение фронта. Изотерма t(x, τ)=t* не является при 
такой постановке задачи поверхностью, на которой выделяется скрытая тепло-
та перехода.

Аналогично, (3), (4) , для задачи Стефана запишем:

            (6)

   (7)

оо r 

t ( х, т) = t O ( х, т) + V ( х , т) + ~ f f lf/ ( х,;, т - у) w (t (; ,у ) )d; dy , 
с о о 

т > О , х > О , 

00 

и(х,т) =t0 (х , т)+ К~о f G(х,; ,т -тп (t"х))d;, 
о 

оо r 

. ( х' т) = to ( х, т) + vl ( х' т) + 5-_ f f lf/ ( х';' т - у) w с ( и (; 'у ) )d; dy ' 
с о о 
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где

Теоремы о среднем позволяют преобразовать уравнение (3) к виду

             (8)

где tc∈(tн, tк), причем положение tc относительно t* не определено. Уравнение 
(5), в свою очередь, может быть преобразовано к виду

 (9)

где -∆t≤uc≤∆t.
Преобразования (8), (9) в рамках теории теплопроводности означают, что 

распределенные в некотором диапазоне движущиеся источники тепла эквива-
лентны одному точечному источнику, мощность которого равна интегральной 
мощности распределенных источников, а с другой стороны, точечный источник 
может быть заменен эквивалентными распределенными источниками при со-
хранении суммарной мощности. Это важное для нашего метода соответствие 
сформулируем более подробно.

Принцип 1. Для задачи теплопроводности с распределенными источника-
ми тепла всегда можно подобрать такой точечный источник тепла, мощность 
которого будет равна интегральной мощности распределенных источников, 
в результате действия которого формируется точно такое же поле темпера-
тур [6].

Например, если t(x,τ) является решением задачи (1), (2), то можно подо-
брать такую функцию t*(x,τ), tн≤t*≤tк, при которой выполняется равенство t=u, 
если u есть решение задачи (5), (2).

Обратно, для задачи вида (5), (2) можно подобрать такую задачу вида (1), 
(2), при которой будет выполняться равенство t=u, в том числе и при 
t*=const.

Однако, если прямое преобразование (от t к u) является однозначным, то 
обратное имеет бесконечное множество решений. Например, можно менять 
интервал [tн; tк] и форму кривой w(t). Необходимым условием эквивалентной 
замены является равенство:

                                   (10)

Отметим, что полученная преобразованием фронтовая задача не всегда 
является классической задачей Стефана, в которой предполагается t*=const.

Сформулируем еще один важный принцип.
Принцип 2. Если протекают два процесса теплообмена с фронтом фазо-

вого перехода в областях с одинаковой геометрией, при одинаковых начальных 
и граничных условиях, при одинаковых свойствах среды, но в одном из них 

к,11с (и( ~,-r)) ( х ) к ( ) {,110 ,ecлuu2::t,, 
т~ (х, т) =-~-~e1f -- -- ,vс (и(х, т)) , "'с U = 

С 2-J;; С О, если и < t,. 

кw 0 f00 fт дw (и (с;,у )+ис ) 
и ( х, т) = t0 ( х, т) + - G ( х, с;, т - у)-~--~ d с; dy, 

с о о д у 

t , д w 
s~X=Wo . 
t , д т 
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температура фазового перехода t* больше, чем в другом: t*1≥t*2, то тогда при 
условии монотонности процесса во всей области t1≥t2, либо t1≤t2, причем знак 
неравенства определяется направлением фазового перехода.

Чтобы пояснить сказанное на конкретном примере, рассмотрим следующие 
две задачи:

                           (11)

                          
(12)

                        (13)

Условия на границе раздела фаз x=ξi:

               (14)
где ti* — температура кристаллизации (плавления),

.
                  

(15)

Для определенности положим t0>t1*, t0>t2*, tc<t1*, tc<t2*, tc — монотонно 
убывающая функция.

При i=1 получается классическая задача Стефана. Если при любых x, τ 
выполняется условие t1*≤t2*(x,τ), то очевидно ξ1≥ξ2 и, пользуясь теоремами 
сравнения [7], можно показать, что 

t1≤t2.                                          (16)
Наоборот, если t1*≥ t2*(x,τ), то ξ1≤ξ2 и

t1≥t2.                                          (17)

Здесь

Нам представляется, что систематическое использование принципов 1 и 2 
для приближенного решения задачи Стефана является само по себе вкладом 
в изучение этой задачи. Оно позволяет проводить сравнение искомого точного 
решения задачи Стефана и решения задачи с «размытым» фронтом. На основе 
этой последней задачи могут быть получены верхняя и нижняя оценки для 
координаты фронта и температуры.

Применение изложенных принципов возможно только при систематическом 
использовании дифференциальных и интегральных неравенств для полученных 
форм непрерывной и фронтовой задач. Подробное их описание выходит за 
рамки данной статьи. Дифференциальные неравенства (теоремы сравнения) 
сформулированы Фридманом [7], интегральные изложены, например, в [1].

Для иллюстрации приведем один пример. Свойства функции w(t) позволя-
ют провести еще одно преобразование уравнения (1)

      

(18)

(λ — коэффициент теплопроводности) и уравнения (5)

дt 

д т 

д ti l дl til 
-= а-- 0 < х <,;;, 
д т дх 2 ' 

дt1 д 2 t 1 - '-- = а ~ , ,;; < х < со, 
д т дx-

t;i{o, т) = tc, t;(x,0) = t0 = const. 

О < х <,;;, 

<;; < х < 00. 

d\,v 
(f}(t) = к-, 

dt 
т > О, х > О, 
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            (19)

Положим, что в задаче (18) 2∆t = tк–tн — зона «размазывания» фронта в 
задаче сквозного счета, t*=(tк+tн)/2.

С учетом (9) и (18) задачу Стефана можно сформулировать следующим 
образом:

                 
(20)

           (21)

Нам не известно uc, но оценки u(x, τ) мы получить можем. Для получения 
оценок функции u(x, τ) решим две задачи:

         

(22)

с условиями вида (21). Решение этих задач может быть получено численно.
Если S — координата изотермы u=t*, а σ1 и σ2 - соответственно изотермы 

y1=t*-∆t и y2=t*+∆t, то из монотонности процесса и принципа 2 следует, что
σ1≤S≤σ2.                                       (23)

Таким образом, для нахождения величины максимальной погрешности, 
возникающей за счет «размазывания» фронта нужно решать не одну, а две 
задачи вида (1), (2).

Заключение. В работе [3] показано, что используя изложенную выше 
технику, можно получить решение задачи Стефана в виде рекуррентной про-
цедуры, имеющей доказанную сходимость. Более того, может быть снято при-
нятое здесь условие монотонности функции F(τ).

Решение может быть получено для любой функции F(τ), имеющей огра-
ниченную вариацию.

В работах [8-10] метод неравенств адаптирован к решению задач с осевой 
и центральной симметрией. Прикладное применение это нашло для расчета 
температурных полей вокруг трубопроводов, заглубленных во влажный 
грунт.

Ведется работа по приложению метода неравенств к двумерным задачам. 
Получено решение для одной задачи стационарной теплопроводности (урав-
нения эллиптического типа). Но решение задачи для двумерной области пока 
не получено. Это — в перспективе.

Ближайшей целью является также решение задачи абляции [4].
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