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Математическая модель движения 
манометрической трубчатой пружины 
с учетом массы жесткого наконечника

Аннотация. Представлена математическая модель манометрической труб-
чатой пружины, на основании которой можно рассчитать частоты собственных 
колебаний данных пружин с учетом массы жесткого наконечника.

Экспериментальные исследования собственных частот колебаний трубчатых 
пружин с различной толщиной стенки показали отклонения расчетных значений 
от экспериментальных. Это объясняется тем, что к концу трубки припаивается 
жесткий наконечник, а масса жесткого наконечника оказывает значительное 
влияние на собственную частоту колебаний пружины. Поэтому возникла не-
обходимость при расчетах собственных частот колебаний манометрических 
трубчатых пружин учитывать массы наконечников.

Трубчатая пружина рассматривается как изогнутый стержень, совершающий 
движение в плоскости кривизны центральной оси. Один конец стержня жестко 
закреплен, а другой жестко соединен с грузом.

Уравнения движения элемента Rdφ трубки получены в проекциях на нормаль 
и касательную в соответствии с Принципом Даламбера (с учетом силы инерции). 
Для учета массы наконечника плотность пружины считается переменной по 
длине (в месте закрепления наконечника плотность возрастает скачкообразно на 
определенную величину). В сечении жесткого закрепления пружины касательное, 
нормальное перемещения и угол поворота поперечного сечения трубки равны нулю, 
а на свободном (противоположном) конце изгибающий момент, перерезывающие, 
растягивающие усилия равны нулю.

Для решения полученных уравнений применяется метод Бубнова-Галеркина.
SUmmary. The article contains a mathematic model of manometric tubular spring, 

which is used to calculate proper oscillation frequency of these spring with respect to 
the mass of the rigid point.

Experimental studies of proper oscillation frequency of tubular springs with various 
wall thickness have shown the deviations of calculated values from experimental. It can 
be explained by the rigid point, which is welded to the end of the tube, and the mass of 
the rigid point largely interferes with the proper oscillation frequencies of the spring. 
So, it is necessary to account for the mass of the rigid point when calculating proper 
oscillation frequency of manometric tubular springs.

The tubular spring is described as a bent rod moving in the curvature plain of the 
central axis. One end of the rod is rigidly fixed and the other end is rigidly loaded.

The equation models for a tubular element motion were obtained for normal and 
tangent projections in line with the D'Alembert's principle (which allows for the 
inertial forces). To take into account the mass of the point, the density of the string is 
considered changeable throughout the whole length — at the bedding point of the load 
it increases intermittently by a certain value. At the section of the rigid string fixture 
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plane the tangent and normal transitions aa well as the angle of rotation of tubular 
cross-section are equal to zero, and at the free (opposite) end the bending moment, 
cutting and tensile strains are equal to zero, too.

Ключевые слова. Собственные колебания, манометрическая трубчатая 
пружина, математическая модель.

Key words. Proper oscillation, manometric tubular spring, mathematical model.

Трубчатая манометрическая пружина представляет собой изогнутую трубку 
некругового сечения, способную деформироваться под действием давления, 
поэтому используется в качестве датчиков приборов для измерения и регули-
рования давления и температуры.

В работах [1,2] для определения собственных частот колебаний трубчатой 
пружины использовалась ее динамическая модель, представляющая собой полый 
изогнутый стержень. Для определения достоверности расчетов были проведены 
экспериментальные исследования собственных частот колебаний трубчатых 
пружин с различной толщиной стенки, предназначенных для измерения дав-
ления от 0,1 до 25 МПа [3].

Экспериментальные исследования показали, что отклонения расчетных 
значений от теоретических систематически возрастают с уменьшением толщи-
ны стенки трубки (табл.1).

Таблица 1

Значения частот собственных колебаний стальных пружин

Номинальное
давление, 
Рном, МПа

0,1 0,25 0,4 0,6 1,0 1,6 2,5 4,0 6,0 10,0

Толщина стенки 
h, мм

0,2 0,3 0,3 0,4 0,4 0,4 0,6 0,7 0,8 1

v, Гц (опыт) 49,3 75 95,5 109 157 127 197 235 251 277

v, Гц (расчет) 89,3 139 160 175 198 180 235 274 275 301

Отклонение, % 81,1 85,3 67,5 60,6 26,1 41,7 19,3 16,6 9,6 8,7

mнакон / Мтруб 0,965 0,635 0,523 0,388 0,197 0,287 0,132 0,116 0,101 0,08

Это явление объясняется тем, что к концу трубки припаивается жесткий 
наконечник, служащий для герметизации полости и соединения с исполнитель-
ным механизмом. Оказалось, что масса жесткого наконечника, величина кото-
рой, как видно из таблицы, была в пределах от 0,08 до 0,965 от массы трубки, 
оказывает значительное влияние на собственную частоту колебаний пружины. 
После удаления наконечника совпадение частот было в пределах 5-10% во всем 
диапазоне давлений. Поэтому возникла необходимость при расчетах собствен-
ных частот колебаний манометрических трубчатых пружин учитывать массы 
наконечников.

В данной работе предлагается математическая модель для определения 
собственных частот манометрической трубчатой пружины с наконечником. 
Практический интерес представляют лишь несколько низших собственных ча-
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стот. В основу модели положены уравнения, использованные в [4]. В этих 
уравнениях не учитывается осевая деформация пружины. Для реальных мано-
метрических пружин осевая жесткость на несколько порядков превосходит 
изгибную, поэтому и собственные частоты осевых и изгибных колебаний также 
отличаются на порядки. А это накладывает ограничения на выбор метода ре-
шения. Если пренебречь деформацией оси, то исключаются осевые колебания 
и несколько упрощается решение.

Будем рассматривать трубчатую пружину как изогнутый стержень, совер-
шающий движение в плоскости кривизны центральной оси (рис.1).
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Рис. 1. Трубчатая пружина и ее элемент

Один конец стержня жестко закреплен, а на другом находится груз массой 
mнак.

Из условия нерастяжимости оси трубки ε=0 следует, что продольное u и 
радиальное w перемещения связаны зависимостью [4]
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где R — радиус кривизны центральной оси.
Угол поворота поперечного сечения трубки в процессе движения определя-

ется формулой
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Изменение кривизны χ центральной оси равно производной от угла пово-
рота по длине дуги
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Изгибающий момент в сечении трубки
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где Е — модуль упругости материала трубки; J — момент инерции сечения; 
Kk — коэффициент Кармана; μ— коэффициент Пуассона.

Составим уравнение движения элемента Rdφ трубки.
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В соответствии с принципом Даламбера [5, 6] проектируя приложенные к 

элементу силы (с учетом силы инерции — 
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, где m0 — погонная 

масса) на нормаль, получаем
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                            (1)

где, Q — поперечная сила; N — продольная сила.
Равенство нулю суммы проекций сил на направление касательной приводит 

к уравнению
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Продифференцируем уравнение (1) по φ, при этом учтем, что в общем слу-
чае погонная масса может быть переменной, получим
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Выразим отсюда ∂N/∂φ и подставим в (2): 
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Подставим сюда выражение для Q из (*), получим уравнение в перемеще-
ниях 
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Исключим w с помощью условия нерастяжимости и поделим уравнение на  
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(3)

здесь 

 1 

    0
1 3

3

2

2

2

2

23
2

0
2

02

2












































wuwu

R
EJKuRmwRm

t
k  

 23 1 


R
EJKk ,  

02 2

2

2

2

4

4

6

6





































 HuuH

t
uuu


,                                    (3) 

kEJK
SRH )1( 24  

 . 

 












,

0,

10

0

    

φ=0 : 0u ,  0w , 0 . 

0u ;  0



u ; 0u

2

2






                                                   (4) 

03

3










uu ,  02

2

4

4










uu ,  02

2

3

3

5

5
























u

t
Huu                       (5) 

       tUtu  sin, ,                                                (6) 

02 22
2

2

4

4

6

6




















 HU

d
dUH

d
dUUU 





                        (7) 

φ=0:     0,0,0  UUU                                 (8) 

φ=γ:     03

3










UU ,  02

2

4

4










UU ,  02

3

3

5

5












 d
dUHUU .            (9) 

H=H0+H1∙η(φ- φ0)  

nivaU i ,...,1),()(   , 

02
0

22
2

2

4

4

6

6








































dHUvv
d
dUH

d
dvUvUvU

JJJJJ . 

Полученное уравнение подобно уравнению для кругового кольца [7, 8].
Для учета массы наконечника имеется два варианта.
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Математическая модель движения ...

Первый: к концу трубки можно приложить силы инерции, действующие на 
наконечник, [9], но в этом случае сильно усложняются граничные условия на 
свободном конце. 

Второй: считать погонную плотность трубки переменной по длине. Здесь 
применяется именно этот вариант.
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где ρ0 — плотность материала трубки, ρ1 — удельная масса наконечника, 
Δγ — угол, ограничивающий наконечник.

В точке φ=0 перемещения и угол поворота поперечного сечения трубки 
равны нулю, что приводит к следующим граничным условиям:
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Учитывая условие нерастяжимости и выражение для ϑ, получим главные 
границы условия:
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На свободном конце φ=γ изгибающий момент, перерезывающая и осевая 
силы равны нулю, что приводит к единственным граничным условиям:
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      (5)

Решение уравнения (3) будем искать в виде [5]:
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                           (6)

ω — собственная частота колебаний.
Подставляя (6) в уравнение (3) и в граничные условия (4), (5), получим
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(7)

Граничные условия при 
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при φ=γ: 
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           (9)

В этих уравнениях H=H0+H1∙η(φ–φ0) — зависит от φ, H0 и H1 — const, 
η(φ) — единичная функция.

Задача (7), (8), (9) — задача на собственные значения. Для ее решения 
применим метод Бубнова–Галеркина [10, 11]. Функцию U(φ) представим в 
виде:
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где ai — неизвестные коэффициенты, vi(φ)  — заданные функции, которые 
должны удовлетворять главным граничным условиям (8).

Домножим (7) на vj(φ), j=1,…,n и проинтегрируем от 0 до γ.
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С помощью интегрирования по частям преобразуем это выражение.
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В силу граничных условий (8) и (9) внеинтегральные члены равны нулю, 
получим:
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Для решения задачи остается подобрать пробные функции vj(φ).
Предлагаемая математическая модель движения манометрической трубчатой 

пружины позволяет определить частоты собственных колебаний с учетом мас-
сы жесткого наконечника.
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