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Аннотация
Для установления связи между пористостью, проницаемостью и размером пор или зерен 
пористой среды Козени рассматривал фиктивный грунт в виде засыпки шаров. Однако в 
реальных породах форма частиц, составляющих скелет, может существенно отличаться 
от сферы. Целью данной работы является обобщение подхода Козени на случай пористой 
системы, скелет которой образован примыкающими друг к другу шаровыми сегментами. 
В качестве примера рассмотрены модельные периодические структуры, для которых 
значение проницаемости было определено ранее на основе численного решения систе-
мы уравнений Навье–Стокса. Приведены модельные периодические структуры четырех 
типов: кубическая простая, гексагональная простая, кубическая объемноцентрированная 
и кубическая гранецентрированная. Степень пересечения сфер является безразмерным 
модельным параметром, определяющим пористость и просветность среды. Для рассмо-
тренных четырех типов структур обобщенным подходом получены оценки проницаемости 
и сопоставлены с соответствующими численными решениями. Показано, что предло-
женный подход дает хороший результат в случае кубической объемноцентрированной 
структуры в широком диапазоне пористости (0,32 ≥ m ≥ 0,04). Для кубической гранецен-
трированной структуры результат является удовлетворительным в диапазоне пористости  
(0,26 ≥ m ≥ 0,14). В случае кубической простой и гексагональной простой структур для 
оценки проницаемости предпочтительнее использовать метод минимальной просветности.

Ключевые слова
Пористая среда, пористость, проницаемость, метод Козени, периодическая структура, 
идеальный грунт, фиктивный грунт, шаровой сегмент.
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Введение. В теории грунтов вводятся понятия фиктивного и идеального грунтов. 
Под фиктивным грунтом понимается пористая среда, образованная твердыми 
шариками (засыпка шаров). Под идеальным грунтом понимается среда с порами 
в виде пучка капилляров. Уравнение Козени–Кармана отражает связь между по-
ристостью слоя, удельной поверхностью частиц в среде, перепадом давления, 
протяженностью среды и скоростью фильтрации. Если удельная поверхность 
частиц в слое является неизвестной величиной, то ее можно определять из соот-
ношения Козени–Кармана по полученным из эксперимента всем другим величи-
нам [2]. В [1; 19] приведены результаты исследования удельной поверхности 
порошков цеолита методом Кармана–Козени с помощью микропроцессорной 
системы измерения. На основе экспериментальных данных в [7] показано, что 
точность измерения удельной поверхности частиц составляет 1,5–2% при замене 
эталонного порошка на порошок из дробленого кварца с заранее известным гра-
нуляционным составом. В [6] приведены результаты исследований коэффициен-
та фильтрации несвязных грунтов различного состава в условиях слабого гидрав-
лического уклона. Показано, что результаты расчетов по формуле Козени–Карма-
на согласуются с результатами лабораторных исследований и могут быть 
использованы для оценки коэффициента фильтрации несвязных грунтов.
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Теоретическое обобщение метода Козени проведено в ряде работ. В [5] да-
ется обобщение формулы Козени для определения диаметра капилляра в иде-
альной пористой среде эквивалентной по проницаемости и пористости фиктив-
ной среде и показывается, что диаметр капилляра определяется неоднозначно. 
В [4] выполнена оценка применимости модели Козени. Показано, что эффектив-
ность ее применения зависит от линейной плотности волокон и от фазового 
состояния фильтруемой среды. В [17] уточнена модель Козени–Кармана: пред-
ложена формула проницаемости породы, аппроксимированной извилистыми 
трубками. Предложен параметр, однозначно связывающий теоретические зна-
чения проницаемости по данным исследований керна с теоретическими значе-
ниями по данным гидродинамических исследований скважин. В [21] разрабо-
тана модификация метода Козени–Кармана для глинистых почв. В [20] пред-
ложена аналитическая формула проницаемости, эмпирические коэффициенты 
которой найдены по результатам численного моделирования течения несжима-
емой жидкости в пористой среде.

Пористые среды, составляющие горные породы, часто характеризуются 
пористостью в пределах 0,1–0,2 [16]. В моделях фиктивных пористых сред, 
полученных на основе засыпки шаров одного диаметра, невозможно получить 
значение пористости ниже 0,25 [14]. Если разрешить шарам пересекаться (си-
стема шаровых сегментов), то пористость может стать много меньше 0,25.  
В данной работе предложено обобщение метода Козени для определения про-
ницаемости пористых сред, скелет которых образован примыкающими друг  
к другу шаровыми сегментами. В качестве иллюстрации предложенного под-
хода получены оценки проницаемости для четырех типов периодических по-
ристых структур, описанных в [8; 10].

Метод Козени. Козени предложил следующий способ перехода от фиктив-
ного грунта к идеальному [14]. В заданном объеме пористой среды V выполня-
ются следующие соотношения:

1. сумма объемов пор Vп фиктивного грунта равна сумме объемов поровых 
трубок идеального грунта 1. 𝑁𝑁𝑉𝑉п0 ;

2. сумма поверхностей всех шаровых частиц фиктивного грунта Sп равна 
сумме боковых поверхностей поровых трубок идеального грунта 2. 𝑁𝑁𝑆𝑆п0 

 𝑉𝑉п = 𝑁𝑁𝑉𝑉п
0,        𝑆𝑆п = 𝑁𝑁𝑆𝑆п

0 , (1)
где N — число поровых трубок идеального грунта, приходящихся на объем V.

Обобщим подход Козени на случай скелета, образованного шаровыми 
сегментами. Шаровой сегмент назовем большим, если он содержит центр 
шара и малым, если нет. Пусть в объеме V фиктивного грунта скелет обра-
зован N0 одинаковыми частицами в форме больших шаровых сегментов, 
примыкающих друг к другу плоскими поверхностями, при этом N1  — общее 
число основных отсеченных малых сегментов, N2 — дополнительных (по-
являются в объемноцентрированной структуре при 𝛼𝛼 > 1 − √3 2⁄  ). Тогда 
площадь внутренней поверхности каналов порового пространства в этом 
объеме
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𝑆𝑆п = 𝑁𝑁0 ∙ 𝑆𝑆 − 𝑁𝑁1 ∙ 𝑆𝑆1 − 𝑁𝑁2 ∙ 𝑆𝑆2, 𝑆𝑆 = 4𝜋𝜋𝑟𝑟2, 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟0
1 − 𝛼𝛼 ,

𝑆𝑆1 = 2𝜋𝜋𝑟𝑟ℎ1, ℎ1 = 𝛼𝛼𝑟𝑟, 𝑆𝑆2 = 2𝜋𝜋𝑟𝑟ℎ2, ℎ2 = 𝛼𝛼2𝑟𝑟, 𝛼𝛼2 = (1 − 2(1 − 𝛼𝛼) √3⁄ ),
  (2)

где r, S — радиус и площадь поверхности исходных сфер; S1, h1 — площадь и 
высота основного малого сегмента; S2, h2 — площадь и высота дополнительно-
го малого сегмента; r0 — радиус сфер в случае касания; α — степень перекрытия 
сфер [8; 10]. Учтем, что у поровой трубки (канала) с площадью основания ω и 
периметром основания χ объем 𝑉𝑉п0 = γ𝐿𝐿𝐿𝐿  и площадь боковой поверхности 
𝑆𝑆п0 = γ𝐿𝐿𝐿𝐿 , L — протяженность пористой среды, γ — извилистость канала. Тог-
да условия (1) с учетом соотношений (2) примут вид

 𝑚𝑚𝑉𝑉 = 𝑁𝑁γ𝐿𝐿𝐿𝐿,        2𝜋𝜋𝑟𝑟0
2(2𝑁𝑁0 − 𝛼𝛼𝑁𝑁1 − 𝛼𝛼2𝑁𝑁2)

(1 − 𝛼𝛼)2 = 𝑁𝑁γ𝐿𝐿𝐿𝐿 . (3)

Из (3) получим выражение для гидравлического диаметра δ поровых трубок:

 𝛿𝛿 = 4𝜔𝜔
𝜒𝜒 = 2(1 − 𝛼𝛼)2𝑚𝑚𝑉𝑉

𝜋𝜋𝑟𝑟02(2𝑁𝑁0 − 𝛼𝛼𝑁𝑁1 − 𝛼𝛼2𝑁𝑁2)
 . (4)

Гидравлический диаметр трубки с поперечным сечением в виде квадрата  
со стороной a:

 𝛿𝛿 = 4𝑎𝑎2
4𝑎𝑎 = 𝑎𝑎,  (5)

для трубки с поперечным сечением в виде равностороннего треугольника  
со стороной a:

 𝛿𝛿 = 4√3𝑎𝑎2
4 ∙ 3𝑎𝑎 = 𝑎𝑎

√3
.  (6)

Из первого уравнения в (3) найдем выражение для количества трубок N:

 𝑁𝑁 = 𝑚𝑚𝑉𝑉
γ𝐿𝐿𝐿𝐿.  (7)

Применяя подход Козени к периодическим структурам, рассмотренным  
в [8; 10], учтем что V — объем одной ячейки, N — число каналов в ячейке.  
В Таблице 1 приведены основные геометрические характеристики указанных 
структур: кубическая простая (КП), гексагональная простая (ГП), кубическая 
объемно-центрированная (КОЦ), кубическая гранецентрированная (КГЦ). Кро-
ме того, учтено, что в КП структуре поперечное сечение каналов имеет форму 
квадрата, в остальных — форму равностороннего треугольника со стороной a. 
Приведены используемые в [15] безразмерные параметры A и ω / a2. Для КОЦ 
и КГЦ структур извилистость γ принята равной π/2, поскольку каналы в них 
проходят вдоль окружностей, по которым пересекаются сферы.

Проницаемость по Козени. Одномерная фильтрация флюида через пори-
стую среду описывается уравнением Дарси:

 𝑢𝑢 = 𝑘𝑘
𝜇𝜇
∆𝑝𝑝
𝐿𝐿 ,  (8)

А. А. Губайдуллин, Д. Е. Игошин, Н. А. Хромова
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где ∆p = p1 − p2 — перепад давления, L — протяженность среды, k — проницаемость 
среды, μ — динамическая вязкость флюида. Скорость фильтрации по определению:

 𝑢𝑢 = 𝑄𝑄
𝑆𝑆 = 𝑁𝑁𝑄𝑄к

𝑆𝑆 ,  (9)

где Q — объемный расход флюида через поперечное сечение среды площадью 
S. Здесь учтено, что общий расход можно представить как суммарный расход 
NQк через N каналов, Qк — объемный расход через один канал. Из (8)–(9) полу-
чим выражение для проницаемости:

 𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝐿𝐿𝑄𝑄к
𝑆𝑆∆𝑝𝑝 .  (10)

В [15] показано, что для каналов цилиндрической формы объемный расход:

 𝑄𝑄к =
𝐴𝐴𝑎𝑎4∆𝑝𝑝
𝜇𝜇𝜇𝜇 ,  (11)

где 𝐴𝐴 = √3/320  для канала с поперечным сечением в виде треугольника,  
A ≈ 9/256 — в виде квадрата. Уточним значение расхода с учетом извилисто-
сти каналов:

 𝑄𝑄к =
𝐴𝐴𝑎𝑎4∆𝑝𝑝
𝜇𝜇γ𝐿𝐿 .  (12)

Подставляя (12) и (7) в (10), получим

 𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑆𝑆∆𝑝𝑝 ∙

𝐴𝐴𝑎𝑎4∆𝑝𝑝
𝜇𝜇γ𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝐴𝐴𝑎𝑎4

γ𝑆𝑆 = 𝑚𝑚𝑉𝑉
γ𝜇𝜇𝜔𝜔 ∙ 𝐴𝐴𝑎𝑎

4

γ𝑆𝑆 = |𝑉𝑉 = 𝜇𝜇𝑆𝑆| = 𝐴𝐴𝑚𝑚
γ2 ∙ 𝑎𝑎

4

𝜔𝜔 .  (13)

Таблица 1 Table 1
Основные геометрические 
свойства структур и каналов

The basic geometrical properties  
of structures and channels

Упаковка V / L3 N0 N1 N2 r0 / L A ω / a2 γ

КП 1 1 6 0
1
2 

9
256 1 1

ГП √3
4  

1
2 4 0

1
2 

√3
320 

√3
4  1

КОЦ 1 2 16 12 √3
4  

√3
320 

√3
4  

𝜋𝜋
2 

КГЦ 1 4 48 0 √2
4  

√3
320 

√3
4  

𝜋𝜋
2 
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Для пористой среды, образованной каналами квадратного сечения, с учетом 
(5) и данных из Таблицы 1 имеем

 𝑘𝑘 = 9𝑚𝑚
256γ2 ∙

𝑎𝑎4
𝑎𝑎2 =

9𝑚𝑚𝑎𝑎2
256γ2 = |𝑎𝑎2 = 𝛿𝛿2| = 9𝑚𝑚𝛿𝛿2

256γ2 . (14)

Для пористой среды, образованной каналами треугольного сечения, с учетом 
(6) и данных из Таблицы 1 имеем

 𝑘𝑘 = √3𝑚𝑚
320γ2 ∙

4𝑎𝑎4

√3𝑎𝑎2
= 𝑚𝑚𝑎𝑎2
80γ2 = |𝑎𝑎2 = 3𝛿𝛿2| = 3𝑚𝑚𝛿𝛿2

80γ2 . 
 (15)

В Таблице 2 приведены значения для гидравлического диаметра δ, количества 
каналов N на ячейку объема V и проницаемости по Козени. Выражение  
для гидравлического диаметра δ получено из (4) с учетом модельных параметров 
из Таблицы 1, выражение для N получено из (7) на основе (5), (6) и параметров 
из Таблицы 1, проницаемость определена из (14) и (15).

На Рис. 1 показана зависимость гидравлического диаметра и количества 
капилляров в ячейке от степени пересечения сфер. При расчетах принято  
L = 10-5 м. Видно, что с увеличением степени пересечения сфер α гидравлический 
диаметр δ монотонно уменьшается вместе с пористостью m. Для простых струк-
тур (КП и ГП) количество каналов в ячейке N меняется не существенно, но  
в КГЦ структуре начинает существенно снижаться при больших α. В КОЦ 
структуре зависимость от α немонотонная, поскольку при α ≈ 0,134 появляются 
дополнительные малые сегменты, что приводит к резкому уменьшению пори-
стости m и резкому уменьшению N.

Таблица 2 Table 2
Проницаемость по Козени Kozeny Permeability 

Упаковка δ N k

КП
4𝑚𝑚𝐿𝐿(1 − 𝛼𝛼)2
𝜋𝜋(1 − 3𝛼𝛼)  

𝑚𝑚
16𝛾𝛾 (

𝜋𝜋(1 − 3𝛼𝛼)
𝑚𝑚(1 − 𝛼𝛼)2)

2
 

9𝑚𝑚
16 (𝑚𝑚𝐿𝐿

(1 − 𝛼𝛼)2
𝜋𝜋𝜋𝜋(1 − 3𝛼𝛼))

2
 

ГП
2√3𝑚𝑚𝐿𝐿(1 − 𝛼𝛼)2

𝜋𝜋(1 − 4𝛼𝛼)  
𝑚𝑚
36𝛾𝛾 (

𝜋𝜋(1 − 4𝛼𝛼)
𝑚𝑚(1 − 𝛼𝛼)2)

2
 

9𝑚𝑚
20 (𝑚𝑚𝐿𝐿

(1 − 𝛼𝛼)2
𝜋𝜋𝜋𝜋(1 − 4𝛼𝛼))

2
 

КОЦ
8𝑚𝑚𝐿𝐿(1 − 𝛼𝛼)2

3𝜋𝜋(1 − 4𝛼𝛼 − 3𝛼𝛼2)
 
√3𝑚𝑚
16𝛾𝛾 (𝜋𝜋

(1 − 4𝛼𝛼 − 3𝛼𝛼2)
𝑚𝑚(1 − 𝛼𝛼)2 )

2
 
4𝑚𝑚
15 ( 𝑚𝑚𝐿𝐿(1 − 𝛼𝛼)2

𝜋𝜋𝛾𝛾(1 − 4𝛼𝛼 − 3𝛼𝛼2)
)
2
 

КГЦ
2𝑚𝑚𝐿𝐿(1 − 𝛼𝛼)2
𝜋𝜋(1 − 6𝛼𝛼)  

√3𝑚𝑚
9𝛾𝛾 (𝜋𝜋

(1 − 6𝛼𝛼)
𝑚𝑚(1 − 𝛼𝛼)2)

2
 

3𝑚𝑚
20 (𝑚𝑚𝐿𝐿

(1 − 𝛼𝛼)2
𝜋𝜋𝛾𝛾(1 − 6𝛼𝛼))

2
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Рис. 1. Гидравлический диаметр (а)  
и количество капилляров  
в ячейке (б) в зависимости  
от степени пересечения сфер  
для рассматриваемых структур:  
КП (линия 1), ГП (линия 2),  
КОЦ (линия 3), КГЦ (линия 4)

Fig. 1. The hydraulic diameter (a) and  
the number of capillaries in the cell (b) 
depending on the extent  
of crossing areas for the following  
structures: simple cubic (SC, line 1),  
simple hexagonal (SH, line 2),  
body-centered cubic (BCC, line 3), and  
face-centered cubic structures (FCC, line 4)

Таблица 3 Table 3
Пористость и проницаемость  
по минимальной просветности

Porosity and permeability according 
to the minimal luminality

Упаковка Пористость, m α* m(α*)
Проницаемость 

по минимальной 
просветности, k

КП 1 − 𝜋𝜋(2 − 3𝛼𝛼2(3 − 𝛼𝛼))
12(1 − 𝛼𝛼)3  0,2929 0,0349 (3𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿

16 )
2
 

ГП 1 − 𝜋𝜋(1 − 2𝛼𝛼2(3 − 𝛼𝛼))
3√3(1 − 𝛼𝛼)3

 0,134 0,1649
(𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿)2

80  

КОЦ
1 − 𝜋𝜋√3(1 − 2𝛼𝛼2(3 − 𝛼𝛼))

8(1 − 𝛼𝛼)3 + 

+3𝜋𝜋√3𝛼𝛼22(3 − 𝛼𝛼2)
16(1 − 𝛼𝛼)3  

0,1835 0,0055
(𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿)2

80√3
 

КГЦ 1 − 𝜋𝜋(1 − 3𝛼𝛼2(3 − 𝛼𝛼))
3√2(1 − 𝛼𝛼)3

 0,13397 0,0359
(𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿)2

160√3
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Анализ результатов. В Таблице 3 приведены выражения для пористости и 
оценка проницаемости, полученная на основе метода минимальной просвет-
ности из [8; 10] с учетом того, что поровое пространство в ячейках заменяется 
на прямые каналы постоянного сечения и формы: в КП структуре — один канал 
квадратного сечения, в ГП структуре — один канал треугольного сечения, в 
КОЦ структуре — четыре канала треугольного сечения, в КГЦ структуре — во-
семь каналов треугольного сечения. Указаны значения безразмерного параметра 
α*, при котором поры становятся замкнутыми, и пористость при этом значении 
равна m(α*). Отметим, что для КОЦ структуры α2 = 0 при 𝛼𝛼 < 1 − √3 2⁄  .

На Рис. 2 показана зависимость проницаемости от степени пересечения сфер 
для рассматриваемых структур. Для простых структур даже в случае касания 

 

Рис. 2. Проницаемость в зависимости 
от безразмерного параметра α  
для структур: КП (а), ГП (б), КОЦ (в), 
КГЦ (г); квадраты — численное 
решение [11; 12]. Линия 1  
соответствует оценке с учетом  
переменного сечения канала [13], 
линия 2 — оценке по минимальной 
просветности, линия 3 — оценке  
по методу Козени

Fig. 2. The permeability depending on 
the sizeless parameter α for the follow-
ing structures: SC (a), SH (б), BCC (в) 
and FCC structures (г); squares —  
numerical solution. Line 1 corresponds 
to the evaluation based on the variable 
section of the channel, line 2 —  
the evaluation of the minimum luminal, 
line 3 — assessment method for Kozeny
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сфер отличие полученной оценки по Козени и численного решения составляет 
несколько раз: в 2,5 раза (КП) и на порядок (ГП). Связано это с тем, что значи-
тельная доля объема каналов представляет собой застойные области со слабо-
выраженным течением. Для КОЦ структуры видно хорошее согласие аналити-
ческой оценки по методу Козени и значения проницаемости, полученного  
на основе численного решения системы уравнений Навье–Стокса (при α ≤ 0,14 
отклонение составляет не более 15%). Для КГЦ структуры при α = 0,01 откло-
нение составляет 30%, при α = 0,05 — в 2 раза и растет далее. При α > 0,06 
лучше пользоваться оценкой на основе метода минимальной просветности.

На Рис. 3 показана зависимость проницаемости от пористости для рассмо-
тренных структур. Отметим, что максимальное значение пористости реализу-
ется в КП структуре при α = 0 (m = 47,6%). Применение метода Козени  

 

Рис. 3. Проницаемость в зависимости  
от пористости для структур:  
КП (а), ГП (б), КОЦ (в), КГЦ (г);  
квадраты — численное решение [11; 12]. 
Линия 1 соответствует оценке с учетом 
переменного сечения канала [13],  
линия 2 — оценке по минимальной 
просветности, линия 3 — оценке  
по методу Козени

Fig. 3. The permeability depending on 
the porosity of the following structures: 
SC (a), SH (б), BCC (в) and FCC 
structures (г); squares — numerical 
solution. Line 1 corresponds to  
the evaluation based on the variable 
section of the channel, line 2 —  
the evaluation of the minimum luminal, 
line 3 — assessment method for Kozeny
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для высокопористых материалов [9], пористых сред, образованных осесимме-
тричными каналами [3] и сред, образованных капиллярными кластерами [18], 
требует дополнительного исследования. Из Рис. 2 и 3 при α → α* (m → m* ≠ 0) 
поры становятся закрытыми, при этом k → 0, хотя формально оценка по методу 
Козени дает отличное от нуля значение, поскольку объем поры и площадь ее 
внутренней поверхности в ячейке больше нуля. На Рис. 4 приведены изображе-
ния порового пространства в соответствующих ячейках для рассмотренных 
структур при α = α*, иллюстрирующие изолированные поры.

Выводы. Предложено обобщение подхода Козени для пористой среды пе-
риодической структуры, скелет которой образован примыкающими друг к 
другу шаровыми сегментами. Получены оценки проницаемости для четырех 
типов такой среды. Показано, что предложенный подход дает хороший резуль-
тат в случае кубической объемноцентрированной структуры в широком диа-
пазоне пористости (0,32 ≥ m ≥ 0,04). Для кубической гранецентрированной 
структуры результат является удовлетворительным в диапазоне пористости 
(0,26 ≥ m ≥ 0,14). В случае кубической простой и гексагональной простой струк-
тур для оценки проницаемости предпочтительнее использовать метод мини-
мальной просветности.
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The aim of this paper is to generalize the Kozeny approach to take into consideration the case 
of the porous system, the skeleton of which is formed with spherical segment adjacent to each 
other. As an example, the authors consider the model periodic structure, the permeability values 
of which have been previously defined on the basis of numerical solution of the Navier–Stokes 
equations. The model periodic structure patterns of four types are presented: simple cubic, 
hexagonal simple, body-centered cubic, and face-centered cubic. The sphere intersection degree 
is a dimensionless modeling parameter that determines the  environment porosity and voidage. 
The generalized approach allowed to obtain the permeability values for the four types of  
the considered structures, and to compare them with the corresponding numerical solutions. 
The results show that the proposed approach suggests good results in the case of body-
centered cubic structure in a wide range of porosity (0.32 ≥ m ≥ 0.04). For the face-centered 
cubic structure the result is satisfactory in the porosity range of 0.26 ≥ m ≥ 0.14. In the case 
of the simple cubic and hexagonal structures the method of minimal voidage more preferred 
to assess the permeability.

Keywords
Porous medium, porosity, permeability, Kozeny method, periodic structure, perfect soil, 
fictitious soil, spherical segment.
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