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Аннотация
В прошлых работах авторами рассмотрены двухпараметрические модели периоди-
ческих пористых сред. В качестве модельных параметров в них участвуют размер 
элементарной ячейки и безразмерный параметр — степень пересечения сфер. При 
фиксированном размере элементарной ячейки пористость материала в таких моделях 
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взаимнооднозначно связана с проницаемостью, т. е. графически множество точек сре-
ды в осях «пористость-проницаемость» располагается на кривой. Однако в реальных 
породах экспериментально определенные значения пористости и проницаемости даже 
для материала одного литологического типа, взятого из одной скважины, располагаются 
в указанных осях в виде «облака». В связи с этим актуальной становится разработка 
трехпараметрической модельной пористой среды, область значений проницаемости для 
которой будет лучше совпадать с экспериментальными данными. Целью данной работы 
является расширение ранее рассмотренных моделей на случай угла трансляции, отли-
чающегося от прямого угла. В качестве примера рассмотрена модельная периодическая 
структура на основе ромбоэдрической системы решетки. Для рассмотренной структуры 
аналитически получено точное значение пористости и минимальной просветности. 
Получены оценки проницаемости с учетом извилистости каналов. Показано, что при 
θ = 90° значение проницаемости хорошо согласуется с соответствующим значением 
для кубической простой структуры, а при θ = 60° — с соответствующим значением 
для кубической гранецентрированной структуры.
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Введение
В последние годы увеличение доли трудноизвлекаемых запасов нефти в общей 
добыче [21] стимулирует интерес к развитию математических моделей, описы-
вающих течение флюидов в пористой среде. Существует несколько способов 
представления пористой среды. Первыми моделями были идеальный грунт, 
состоящий из параллельных цилиндрических капилляров, и фиктивный грунт, 
состоящий из одинаковых шаровых частиц [17]. Там же описан метод Козени, 
позволяющий перейти от фиктивного грунта к идеальному. Обобщением моде-
ли идеального грунта является модель, состоящая из осесимметричных каналов 
[1; 3; 9] либо каналов, имеющих вращательную симметрию [13]; модель, со-
ставленная из примыкающих друг к другу шаровых сегментов [8; 10] обобщает 
модель фиктивного грунта. Обобщение подхода Козени на случай грунта, со-
ставленного из шаровых сегментов, проведено в [2]. Там же приведены при-
меры расчетов для структур, описанных в [8; 10]. В [20] приведена методика 
расчета потерь давления при течении водонефтяной смеси в поровых каналах 
с помощью разработанной в [19] сетевой кластерной модели пористой среды. 
Авторами [4] разработан алгоритм построения порового пространства в рамках 
двумерной сетевой стохастической модели на основе кривых капиллярного 
давления, снятых с керна.

При описании течения флюидов в пористой среде широкое распространение 
получили методы прямого гидродинамического моделирования. Основные 
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классы методов вычислительной гидродинамики сводятся либо к прямому ин-
тегрированию уравнений Навье–Стокса [22], либо к моделированию потока 
ньютоновской жидкости дискретным кинетическим уравнением Больцмана [23]. 
В [11; 12] проведено численное определение проницаемости периодических 
структур, описанных в [8; 10] с помощью открытого пакета прямого гидроди-
намического моделирования, использующего метод конечных объемов. Следу-
ет отметить, что на макроуровне фильтрационно-емкостные параметры пористых 
сред существенно неоднородны. Численное исследование влияния этих неодно-
родностей на процессы миграции и аккумуляции нефти проведено в [5] при-
менительно к двумерному модельному геологическому объекту. 

Экспериментальные методы определения параметров микроструктуры по-
ристой среды все чаще используют томографию. В [15] описана методика изме-
рения функции распределения микро- и нанопор по размерам с помощью ЯМР-
релаксометрии в процессе прогрева предварительно замороженного, насыщен-
ного водой образца пористой среды (керна); выполнены эксперименты на 
природном образце по измерению температуры и времени объемной релаксации 
воды, в которых подтверждена возможность измерения функции распределения 
пор диаметром менее 100 микрон по размерам и спектру времен релаксации.  
В [14] описан метод определения максимального размера сквозного канала,  
основанный на измерении температуры начала кристаллизации воды в водона-
сыщенной пористой керамике; выполнены соответствующие эксперименты.

Геометрия задачи
Рассмотренные в [8; 10] пористые структуры со скелетом из шаровых сегментов 
имеют высокую степень симметрии, поскольку описываются двумя модельны-
ми параметрами, один из которых безразмерный. Можно предположить, что 
модельные пористые структуры, обладающие меньшей симметрией, будут в 
большей степени соответствовать геологическим типам пород. Применим ука-
занный принцип построения скелета из шаровых сегментов к ромбоэдрической 
системе решетки [6] аналогично тому, как это сделал Слихтер применительно 
к упаковке шаров [17].

Рассмотрим ромбоэдр с ребрами длины L и острым углом θ. Пусть в верши-
нах ромбоэдра расположены образующие скелет одинаковые частицы в форме 
больших шаровых сегментов, примыкающих друг к другу плоскими поверх-
ностями, при этом общее число отсеченных малых сегментов — Nсг. Степень 
перекрытия сфер зададим безразмерным параметром
	 𝛼𝛼 = ∆ 𝑟𝑟⁄ , 	 (1)
где ∆ — высота малого шарового сегмента, r — радиус сферы (рис. 1а). Рас-
стояние между центрами ближайших сфер, расположенных в узлах ячейки, 
примем постоянным и равным 2r0, где r0 — радиус, соответствующий случаю 
касания сфер (α = 0). Из рис. 1а видно, что r = r0 + ∆, откуда 
	 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟0 (1 − 𝛼𝛼)⁄ . 	 (2)
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На рис. 1 белым цветом показан скелет, серым — поровое пространство. Из рис.  1 
имеем:

	 𝐿𝐿 = 2𝑟𝑟0,   𝑑𝑑1 = 2𝐿𝐿 cos 𝜃𝜃 ,   𝑑𝑑2 = 2𝐿𝐿 sin 𝜃𝜃 ,   𝑟𝑟к = 𝐿𝐿 sin 𝜃𝜃
2. 	 (3)

Отметим, что при r = rк окружности с центрами на противоположных вер-
шинах малой диагонали грани касаются (рис. 1в), при этом 𝛼𝛼к = 1 − 1

2 sin𝜃𝜃2
 . 

При r > rк окружности при указанных вершинах пересекаются, что приводит к 
образованию в объеме ячейки дополнительных малых шаровых сегментов вы-

сотой ∆2= 𝑟𝑟𝛼𝛼2, 𝛼𝛼2 = 1 − 2(1 − 𝛼𝛼) sin𝜃𝜃2  ∆2= 𝑟𝑟𝛼𝛼2, 𝛼𝛼2 = 1 − 2(1 − 𝛼𝛼) sin𝜃𝜃2 . При r < rк (α > αк) α2 = 0.
С увеличением степени перекрытия сфер α объем пор уменьшается, вместе 

с этим уменьшается площадь поперечного сечения порового объема на гранях 
ромбоэдра (площадь горловин пор). Рассмотрим случай, когда поры становятся 
замкнутыми. Из рис. 1г найдем предельное значение 𝛼𝛼 = 𝛼𝛼∗ , при котором мо-
дельная пористая среда перестает быть проницаемой. 

Из равнобедренного треугольника AGB с основанием L и боковыми сторо-
нами 𝑟𝑟∗  с учетом (2) и (3) имеем:

	 𝑟𝑟∗ = 𝑟𝑟0 cos 𝜃𝜃
2⁄ = 𝐿𝐿 (2 cos 𝜃𝜃

2)⁄ , откуда 𝛼𝛼∗ = 1 − cos 𝜃𝜃
2. 	 (4)
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Рис. 1. Основные модельные параметры 
ромбоэдрической структуры

Fig. 1. Basic model parameters  
of rhombohedral structure
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На рис. 2 показаны поровые объемы ромбоэдрической структуры при α = 0; 
0,05; 0,1 и θ = 60°, 75°, 90°. Видно, что с уменьшением угла θ растет скошенность 
ребер ячейки. При θ = 60° и на каждой грани расположены две горловины, 
соединяющие поры в соседних ячейках, при θ = 75° и θ = 90° при рассмотренных 
значениях α на каждой грани расположена одна горловина.

Грани рассмотренных ромбоэдров отдельно показаны на рис. 3. Видно, что с 
увеличением параметра α площадь сечения горловин уменьшается. При θ = 60° 
сечение горловины представляет собой 2 равных криволинейных треугольника, 
в каждый из которых можно вписать правильный треугольник. При θ = 90° сечение 
горловины представляет собой криволинейный четырехугольник, в который можно 
вписать квадрат. При увеличении угла θ от 60° до 90° сечение горловины 
постепенно переходит от первой формы ко второй.

Пористость
По определению пористость

	 𝑚𝑚 = 𝑉𝑉п
𝑉𝑉 = 1 − 𝑉𝑉𝑐𝑐

𝑉𝑉 , 	 (5)

где V, Vп и Vс — объемы пористой среды, пор и скелета соответственно. 
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Рис. 2. Поровое пространство  
в ячейке при различных α и θ

Fig. 2. Porous space in the cell  
with different α and θ
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Рис. 3. Поровый просвет на гранях Fig. 3. Porous gap on the edges

Из [17] объем ромбоэдра с учетом введенных обозначений

	 𝑉𝑉 = 𝐿𝐿3sin2𝜃𝜃√1 + 2 cos 𝜃𝜃
1 + cos 𝜃𝜃 . 	 (6)

Скелет составлен из больших шаровых сегментов, т. е. сфер за вычетом их пере-
сечений в виде малых сегментов. Тогда объем скелета:

	
𝑉𝑉𝑐𝑐 = 𝑁𝑁𝑉𝑉cф − 𝑁𝑁1Vcг − 𝑁𝑁2𝑉𝑉cг2,

𝑉𝑉cф = 4
3𝜋𝜋𝑟𝑟

3, 𝑉𝑉cг =
𝜋𝜋𝑟𝑟03𝛼𝛼2(3 − 𝛼𝛼)
3(1 − 𝛼𝛼)3 , 𝑉𝑉cг2 =

𝜋𝜋𝑟𝑟03𝛼𝛼22(3 − 𝛼𝛼2)
3(1 − 𝛼𝛼)3 , 

	 (7)

где Vсф, Vсг и Vсг2 — объемы сферы и сегментов в ячейке соответственно. На одну 
ячейку приходится в целом N = 1 большой шаровой сегмент, N1 = 6 малых сег-
ментов первого типа (образованы пересечением сфер при соседних вершинах) 
и N2 = 6 малых сегментов второго типа (образованы пересечением сфер с цен-
трами в противолежащих вершинах на каждой грани). Выражения для объема 
сегментов записаны с учетом (1)–(3). 

Подставив (6) и (7) в (5), получим обобщение фундаментальной формулы 
Слихтера для пористости среды, составленной из шаровых сегментов:

	 𝑚𝑚 = 1 −
𝜋𝜋 (2 − 3𝛼𝛼2(3 − 𝛼𝛼) − 3𝛼𝛼22(3 − 𝛼𝛼2))
12(1 − 𝛼𝛼)3(1 − cos 𝜃𝜃)√1 + 2 cos 𝜃𝜃

. 	 (8)

На рис. 4 в виде изолиний показана зависимость пористости от угла θ и 
степени пересечения сфер α. Видно, что с уменьшением угла θ пористость 

 α = 0 α = 0,05 α = 0,1 
θ 

= 
60

° 

   

θ 
= 

75
° 

   

θ 
= 

90
° 

   
 

Д. Е. Игошин, Н. А. Хромова



113Фильтрационно-емкостные свойства периодической пористой среды  ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2016.  Т. 2. № 3

уменьшается, поскольку упаковка шаровых сегментов становится более плотной. 
С увеличением степени пересечения сфер α пористость уменьшается. Линия MN 
на рис. 4, 5 и 9 описывается вторым выражением из (4) и соответствует замкну-
тым порам. Точка M соответствует случаю замкнутых пор в кубической гране-
центрированной структуре [10] (m ≈ 3,6%). Точка N соответствует случаю 
замкнутых пор в простой кубической структуре [8] (m ≈ 3,5%). Область MNP 
на рис. 4, 5 и 9 соответствует случаю появления дополнительных малых шаро-
вых сегментов.

Просветность
Отношение площади пор в поперечном сечении к общей площади сечения на-
зывается просветностью (поверхностной пористостью):

Рис. 4. Пористость в зависимости  
от угла θ и степени пересечения  
сфер α в виде изолиний

Fig. 4. Porosity depending on the angle θ 
and spheres cross-section degree α  
in the form of isolines
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	 𝑛𝑛 = 𝑆𝑆п
𝑆𝑆 = 1 − 𝑆𝑆𝑐𝑐

𝑆𝑆 , 
	 (9)

где S, Sс, Sп — площади поперечных сечений ячейки, скелета и пор соответствен-
но. Наибольший интерес представляет минимальное значение просветности, 
достигаемое на гранях элементарной ячейки. Площадь грани
	 𝑆𝑆 = 𝐿𝐿2 sin𝜃𝜃. 	 (10)
Площадь скелета в сечении составляют площади окружностей за вычетом пло-
щади их пересечений в виде круговых сегментов 

𝑆𝑆с = 𝑁𝑁′𝑆𝑆ок − 𝑁𝑁1
′𝑆𝑆сг − 𝑁𝑁2

′𝑆𝑆сг2,
𝑆𝑆ок = 𝜋𝜋𝑟𝑟2, 𝑆𝑆сг = 𝑟𝑟2𝑓𝑓(𝜑𝜑), 𝑆𝑆сг2 = 𝑟𝑟2𝑓𝑓(𝜑𝜑2),

𝑓𝑓(𝜑𝜑) = 𝜑𝜑 − sin(2𝜑𝜑)
2 , 𝜑𝜑 = arccos(1 − 𝛼𝛼),

𝑓𝑓(𝜑𝜑2) = 𝜑𝜑2 −
sin(2𝜑𝜑2)

2 , 𝜑𝜑2 = {
arccos [2(1 − 𝛼𝛼) sin𝜃𝜃2] , 𝛼𝛼 ≤ 1 − 1

2 sin 𝜃𝜃2
,

0, иначе.

 	(11)

На одну ячейку приходится в целом 𝑁𝑁′  = 1 окружность, 𝑁𝑁1′  = 4 круговых сег-
мента первого типа (образованы пересечением окружностей при соседних 
вершинах) и 𝑁𝑁2′  = 2 круговых сегмента второго типа (образованы пересечением 
окружностей при противолежащих вершинах на каждой грани). Подставляя (10) 
и (11) в (9) с учетом (2) и (3), получим: 

	 𝑛𝑛 = 1 − 𝜋𝜋 − 4𝑓𝑓(𝜑𝜑) − 2𝑓𝑓(𝜑𝜑2)
4 sin 𝜃𝜃 (1 − 𝛼𝛼)2 . 	 (12)

На рис. 5 в виде изолиний показана зависимость минимальной просветности 
от угла θ и степени пересечения сфер α. Видно, что с увеличением угла θ мини-
мальная просветность увеличивается, а с увеличением степени пересечения 
сфер α уменьшается. Минимальная просветность на линии MN равна нулю.

Извилистость
Извилистостью тонкого канала (линии тока) назовем отношение длины направ-
ляющей канала к длине отрезка, соединяющего его вход и выход

	 𝜏𝜏 = 𝐿𝐿к
𝐻𝐻 . 	 (13)

Увеличение извилистости приводит к росту гидравлического сопротивления 
[7]. На рис. 6 изображена ромбоэдрическая ячейка. Серым цветом показано 
сечение порового канала в диагональной плоскости AA1C1C ромбоэдра, темно-
серым цветом показаны поровые просветы на верхней и нижней гранях и сече-
ние порового канала в плоскости BDA1. Анализ извилистости проведем по рис. 7, 
где отдельно показана диагональная плоскость AA1C1C при θ = 75° и α = 0,1. 

На рис. 7 схематично изображены две основные линии тока. Из соображений 
симметрии они равны, поэтому подробнее рассмотрим одну из них — GG1. Точ-
ки G1 и G равноудалены от скелета в плоскости верхней и нижней граней соот-
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ветственно (см. также рис. 1б). Точка E — пересечение диагоналей нижней грани 
и середина AC. Кривая GG1 должна быть гладкой, касательные к которой в точках 
G1 и G перпендикулярны граням. В силу симметрии при θ = 60° кривые переходят 
в дуги окружностей, при θ = 90° — в отрезки. Этим условиям удовлетворяют дуги 
подобных эллипсов с центрами в точках E и A1 и малыми полуосями b1 = EG и  
b2 = A1G1 соответственно, при этом касательные к кривым в точке F совпадают. 
Найдем малые полуоси эллипсов. По построению A1G1 = AG = r*. Из ΔAEB сто-
рона AE = Lcos(θ/2), EG = AE – AG = Lcos(θ/2) – r*. С учетом (4), используя фор-
мулу косинуса двойного угла, найдем малые полуоси эллипсов

	 𝑏𝑏1 = 𝐸𝐸𝐺𝐺 = 𝐿𝐿 cos𝜃𝜃
2 cos𝜃𝜃2

= 𝑟𝑟∗ cos 𝜃𝜃 , 𝑏𝑏2 = 𝐴𝐴1𝐺𝐺1 = 𝐿𝐿
2 cos𝜃𝜃2

= 𝑟𝑟∗. 	 (14)

Рис. 5. Минимальная просветность  
в зависимости от угла θ и степени 
пересечения сфер α в виде изолиний

Fig. 5. Minimum voidage depending on 
the angle θ and spheres cross-section 
degree α in the form of isolines
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Рис. 6. Ромбоэдрическая ячейка  
при θ = 75° и α = 0,1

Fig. 6. Rhombohedral cell with θ = 75° 
and α = 0.1

                        A
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G1

F

G E

L

E1

Рис. 7. Диагональное сечение  
ромбоэдрической ячейки при θ = 75°  
и α = 0,1

Fig. 7. Diagonal cross-section  
of the rhombohedral cell with θ = 75° 
and α = 0.1
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Найдем радиусы эллипсов в точке F. В равностороннем треугольнике ΔA1BD 

высота 𝐴𝐴1𝐸𝐸 = 𝐿𝐿√32 (1 − cos 𝜃𝜃) . В силу подобия эллипсов 

𝑟𝑟1(𝜆𝜆) + 𝑟𝑟2(𝜆𝜆) = 𝐿𝐿√32 (1 − cos𝜃𝜃), 𝑟𝑟1(𝜆𝜆)
𝑟𝑟2(𝜆𝜆)

= cos 𝜃𝜃, 

откуда

	 ����� �
� ��� � �32 �� � ��� ��

� � ��� � � ����� �
��32 �� � ��� ��

� � ��� � . 	 (15)

По теореме косинусов в ΔAA1E угол λ 

	 𝜆𝜆 = arccos ( sin𝜃𝜃
√3(1 + cos 𝜃𝜃)

). 	 (16)

Воспользовавшись связью между длиной малой полуоси эллипса и его ра-
диусом [16], найдем длины больших полуосей эллипсов 

	 𝑎𝑎1 = 𝑟𝑟1(𝜆𝜆) 𝑏𝑏1 sin 𝜆𝜆
√𝑏𝑏1

2 − 𝑟𝑟1
2(𝜆𝜆)sin2𝜆𝜆

, 𝑎𝑎2 = 𝑟𝑟2(𝜆𝜆) 𝑏𝑏2 sin 𝜆𝜆
√𝑏𝑏2

2 − 𝑟𝑟2
2(𝜆𝜆)sin2𝜆𝜆

. 	 (17)

Длину дуги эллипса вычислим с учетом соотношений (14)–(17) по формуле 
длины кривой [16] интегрированием 

	 𝐿𝐿𝑒𝑒 = 𝑏𝑏 ∫ √ 1
1 − 𝑒𝑒2cos2𝜑𝜑 + 𝑒𝑒4sin2𝜑𝜑 cos2𝜑𝜑

(1 − 𝑒𝑒2cos2𝜑𝜑)3 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋
2

𝜋𝜋
2−𝜆𝜆

= 𝑏𝑏𝑏𝑏,   𝑒𝑒 = √1 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎2, 	 (18)

где e — эксцентриситет эллипса. Полная длина кривой GG1

	 𝐿𝐿к = 𝐿𝐿𝑒𝑒1 + 𝐿𝐿𝑒𝑒2 = 𝑟𝑟∗(1 + cos 𝜃𝜃)𝐼𝐼 = 1 + cos 𝜃𝜃
2 cos 𝜃𝜃2

𝐼𝐼𝐼𝐼. 	 (19)

В [17] показано, что высота ячейки 

	 𝐻𝐻 = 𝐿𝐿 sin𝛽𝛽 = sin 𝜃𝜃 √1 + 2cos 𝜃𝜃
1 + cos 𝜃𝜃 𝐿𝐿, 	 (20)

тогда выражение для оценки извилистости (13) с учетом (19) и (20) примет вид

	 𝜏𝜏 = 𝐿𝐿к
𝐻𝐻 =

(1 + cos 𝜃𝜃)2

2cos 𝜃𝜃
2 sin 𝜃𝜃 √1 + 2cos 𝜃𝜃

 𝐼𝐼 .	 (21)

Ниже показаны зависимости от угла θ приведенной длины канала 𝐿̃𝐿 = 𝐿𝐿к 𝐿𝐿⁄   
и извилистости τ (рис. 8). При θ = 60° извилистость и приведенная длина при-
нимают наибольшее значение, однако приведенная длина меньше отличается 
от единицы, поскольку высота ячейки в силу (20) минимальна. При θ = 90° из-
вилистость и приведенная длина равны единице, потому что ромбоэдр пере-
ходит в куб [8].
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Рис. 8. Приведенная длина канала 𝐿̃𝐿 = 𝐿𝐿к 𝐿𝐿⁄   
(линия 1) и извилистость τ (линия 2)  
в зависимости от угла θ

Fig. 8. The reduced length of the canal 𝐿̃𝐿 = 𝐿𝐿к 𝐿𝐿⁄   
(line 1) and the sinuosity τ (line 2) 
depending on the angle θ

Проницаемость
Одномерная фильтрация флюида через пористую среду описывается уравне-
нием Дарси

	 𝑢𝑢 = 𝑘𝑘
𝜇𝜇
∆𝑝𝑝
𝑙𝑙 , 

	 (22)

где ∆p = p1 – p2 — перепад давления, l — протяженность среды, k — проницае-
мость среды, µ — динамическая вязкость флюида. С другой стороны, скорость 
фильтрации по определению

	 𝑢𝑢 = 𝑄𝑄
𝑆𝑆, 	 (23)

где Q — объемный расход флюида через поперечное сечение среды площадью S. 
Перейдем от фиктивного грунта, описанного в предложенной модели, к 

идеальному грунту, поровое пространство которого состоит из каналов посто-
янного сечения. В [18] показано, что объемный расход через каналы, поперечное 
сечение которых представляет собой равносторонний треугольник и прямоу-
гольник, находится по соответствующим формулам

	
�∆ =

��√3
320

∆�
��к

,

�□ =
∆�
4��к

�ℎ�����,

���� =
16
3
−
1024
���

�th
��
2
+

1
3�

th
3��
2

+⋯� ,

 
	 (24)
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��√3
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∆�
��к

,
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∆�
4��к

�ℎ�����,

���� =
16
3
−
1024
���
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��
2
+

1
3�

th
3��
2

+⋯� ,

 

где a — сторона треугольника, параметр ϰ > 1 представляет собой отношение 
ширины прямоугольного сечения 2ϰh к его высоте 2h. В предложенной модели 
величину ϰ зададим следующим образом

	 � =
�� − 2�
�� − 2�

=
2 cos �2 − 1

1 − �
2 sin�2 −

1
1 − �

,  .	 (25)

Сечения каналов на гранях ячейки имеют криволинейную форму, напоми-
нающую прямоугольник при θ → 90° и два равносторонних треугольника при 
θ → 60°. При остальных углах θ форма сечения более сложная, поиск аналити-
ческого решения уравнения Пуассона для нее затруднен. Поэтому объемный 
расход через ячейку представим приближенно в виде взвешенной суммы объ-
емного расхода через канал прямоугольного и двух треугольных сечений

	
� = �□�□ + 2�∆�1 − �□�,

�□ =
��°�
30

− 2,
 	 (26)

где 

� = �□�□ + 2�∆�1 − �□�,

�□ =
��°�
30

− 2,
 

 — вес расхода через канал прямоугольного сечения, равномерно возраста-
ющий от 0 при θ = 60° до 1 при θ = 90°. Величину угла θ следует брать в градусах.

Полагая в (22) l = H, в (23) S = L2sinθ, в (24) lк = τH, из системы (22)–(26) 
найдем оценку проницаемости рассмотренной среды

	 � = �
�����ℎ�

4
�□ +

��√3
160

�1 − �□��
1

� �� sin �
. 	 (27)

Найдем связь между h и a с модельными параметрами L и n. Критерием 
эквивалентности при переходе от фиктивного грунта к идеальному является 
равенство площадей просвета для сечения модельного канала и канала прямо-
угольного сечения либо пары каналов треугольного сечения соответственно

	 ��� sin � = 4ℎ��,       ��� sin � = 2 ⋅
1
2

�� .	 (28)

Подставляя h и a из соотношений (28) в выражение (27), получим оценку 
проницаемости через модельные параметры L и n

	 � =
1

� sin �
�

���� sin� �
�

�□ +
2√3

5
�1 − �□�� �

��
8

�
�

. 	 (29)

На рис. 9 представлена зависимость приведенной (безразмерной) проница-
емости 𝑘̃𝑘 = 𝑘𝑘 𝐿𝐿2⁄   от угла θ и степени пересечения сфер α в виде изолиний. 
Видно, что проницаемость падает быстрее всего при одновременном уменьше-
нии угла θ и увеличении безразмерного параметра α. При θ → 90° проницаемость 
слабо зависит от угла в силу малой скошенности ячейки.
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Рис. 9. Приведенная проницаемость 𝑘̃𝑘 = 𝑘𝑘 𝐿𝐿2⁄   
в зависимости от угла θ и степени 
пересечения сфер α в виде изолиний

Fig. 9. Reduced permeability 𝑘̃𝑘 = 𝑘𝑘 𝐿𝐿2⁄   depending on 
the angle θ and spheres cross-section degree α 
in the form of isolines

На рис. 10 представлены те же результаты расчетов, но в зависимости от 
пористости при различных углах θ (рис. 10а) и параметрах α (рис. 10б). Такое 
представление удобно для практического применения результатов расчетов при 
сравнении с экспериментальными данными. Множество значений пористости 
и проницаемости, описываемое предложенной моделью, представляет собой 
двумерную область, что соответствует разбросу экспериментальных значений, 
полученных на керновом материале. Это обстоятельство позволяет рассчитывать 
на эффективное применение предложенной модели для более точного описания 
свойств горных пород.
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Рис. 10. Приведенная проницаемость  
𝑘̃𝑘 = 𝑘𝑘 𝐿𝐿2⁄   в зависимости от пористости  
при различных значениях угла θ (а) и 
степени пересечения сфер α (б)

Fig. 10. Reduced permeability 𝑘̃𝑘 = 𝑘𝑘 𝐿𝐿2⁄   depending on 
the porosity with different values  
of the angle θ (а) and spheres cross-section 
degree α (б)

а)

б)
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Выводы
Разработана трехпараметрическая модель пористой среды на основе ромбоэ-
дрической структуры. Обобщение модели Слихтера состоит в том, что скелет 
пористой среды составлен из шаровых сегментов, примыкающих друг к другу. 
Для рассмотренной структуры аналитически получено точное значение пори-
стости и минимальной просветности. Получены оценки проницаемости с учетом 
извилистости каналов. Показано, что при θ = 90° значение проницаемости хо-
рошо согласуется с соответствующим значением для кубической простой струк-
туры, а при θ = 60° — с соответствующим значением для кубической гранецен-
трированной структуры.
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Abstract
In the previous works the authors considered two-parameter models of periodic porous 
media. The unit cell size and a dimensionless parameter — the degree of the intersection of 
spheres — act as model parameters. In such models the porosity of the material is connected 
one-to-one with the permeability for a fixed unit cell size, i. e. graphically many points of the 
medium in the axes “porosity-permeability” are located on the curve. However, in real earth 
material the experimental values of porosity and permeability are located in these axes in a 
“cloud” even for a single lithology type material taken from a single well. In this regard, it 
is essential to develop a three-parameter model porous medium, for which the region values 
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of the permeability will match better the experimental data. The aim of this article is the 
development of the previously reviewed models in the event of a broadcast angle different 
from a right angle. The model periodic structure based on the rhombohedral lattice system 
is considered as an example. For the described structure exact porosity and minimal luminal 
are obtained analytically. Permeability estimation is obtained taking into account the sinuous 
channels. It is shown that when θ = 90° permeability value agrees well with the correspond-
ing value for the cubic simple structure, and at θ = 60° — with the appropriate value for the 
face-centered cubic structure.

Keywords
Porous medium, luminal, porosity, permeability, periodic structure, perfect soil, fictitious 
soil, spherical segment, rhombohedral cell, sinuosity.
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