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Аннотация
В работе предложена двумерная модель пористой среды со случайными микро-
неоднородностями. Приведены примеры численного расчета однофазного течения 
ньютоновской жидкости через модельную пористую среду. По результатам расчетов 
на основе уравнения Дарси найдены коэффициенты абсолютной проницаемости в 
продольном и поперечном направлениях. Принцип построения скелета среды со-
стоит в том, что на область в виде прямоугольника со сторонами Lx и Ly случайным 
образом набрасываются диски со случайными радиусами из диапазона от Rmin до Rmax. 
Алгоритм включает в себя два модельных параметра: δin и δout, задающих минималь-
ное наложение перекрывающихся дисков и минимальное расстояние между непере-
крывающимися дисками. Таким образом, скелет пористой среды формировался до 
достижения наперед заданного значения пористости. Далее поровое пространство 
получено путем процедуры вычитания скелета из рассматриваемой области. Гео-
метрия задачи и расчетная сетка построены в открытом пакете Salome, численное 
решение системы уравнений Навье-Стокса при заданном перепаде давления на гра-
ницах рассмотренной области проведено в открытом пакете OpenFOAM. Отличие 
найденных значений коэффициентов абсолютной проницаемости в продольном и 
поперечном направлениях не более чем в полтора раза говорит о том, что объем рас-
четной области близок к представительному.
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Введение
Течение флюидов через пористые среды имеет важное практическое значение в 
различных отраслях промышленности. Понимание фильтрационных процессов 
необходимо в технологии городского строительства при использовании различных 
методов и средств защиты от подтопления [25] и в химической технологии для 
увеличения скорости каталитических реакций в пористых мембранах [19]; оно 
также позволяет улучшить технологические показатели фильтрующих элементов 
и повысить эффективность методов извлечения нефти и газа [21]. В связи с этим 
развиваются экспериментальные методы определения свободного объема в мате-
риалах с внутренней структурой [31]. Определяющая роль микроструктуры дис-
персных систем в формировании их объемно-реологических свойств показана в 
[27]. Все чаще свойства микроструктуры пористых сред экспериментально опре-
деляют методами ЯМР-томографии [16; 18]. Однако экспериментальное изучение 
свойств пористых сред, составляющих горные породы, связано с большими 
временными затратами (до года), дороговизной исследований и приборов [2].  
В последние годы в связи с увеличением доли трудноизвлекаемых запасов нефти 
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в общей добыче [30] растет интерес к развитию математических моделей, опи-
сывающих фильтрационные процессы в пористой среде.

В настоящее время основным математическим инструментом для описания 
процесса течения флюида через пористую среду являются осредненные модели 
на основе дифференциальных уравнений в частных производных, записанных 
относительно насыщенностей и давлений [1]. Следует отметить, что на макро-
уровне фильтрационно-емкостные параметры пористых сред существенно не-
однородны. Численное исследование влияния этих неоднородностей на про-
цессы миграции и аккумуляции нефти проведено в [7] применительно к дву-
мерному модельному геологическому объекту. Повышение эффективности 
моделирования фильтрационных процессов неразрывно связано с учетом микро-
структуры пористой среды, что позволяет выявить многие динамические эф-
фекты, не видимые на осредненных моделях.

Существует несколько способов представления пористой среды. Поровое 
пространство можно представить, как регулярными, так и нерегулярными или 
стохастическими структурами [23; 29]. Математические модели для статисти-
ческого определения механических свойств пористых материалов разработаны 
в [24]. Первыми моделями были регулярные модели идеального грунта, состо-
ящего из параллельных цилиндрических капилляров и фиктивного грунта, со-
стоящего из одинаковых шаровых частиц. В [20] описан метод Козени, позво-
ляющий перейти от фиктивного грунта к идеальному. Обобщением модели 
идеального грунта является модель, состоящая из осесимметричных каналов 
[3; 5; 10] либо каналов, имеющих вращательную симметрию [15]. Модель, со-
ставленная из примыкающих друг к другу шаровых сегментов [9; 11; 12], обоб-
щает модель фиктивного грунта. Обобщение подхода Козени на случай грунта, 
составленного из шаровых сегментов, проведено в [4]. Там же приведены при-
меры расчетов для структур, описанных в [9; 11]. 

При стохастическом описании пористой среды используются сетевые мо-
дели, в которых поры представлены телами простой формы, располагающими-
ся в пространстве произвольно и соединены трубочками между собой. Это 
позволяет свести гидродинамическую задачу к гидравлической и описать тече-
ние флюида в масштабе нескольких тысяч пор. При этом алгоритм построения 
порового пространства сетевой стохастической модели должен учитывать из-
меряемые физические параметры воспроизводимой пористой среды: например, 
кривые капиллярного давления, снятые с керна [6]. С помощью предложенной 
в [26] сетевой кластерной модели пористой среды разработана методика рас-
чета потерь давления при течении водонефтяной смеси в поровых каналах [28]. 
Существуют также перколяционные модели описания порового пространства 
[17]. В таких системах анализ капиллярных явлений проводят на основе опре-
деления фрактальной размерности объектов [22]. 

При описании течения флюидов в пористой среде широкое распространение 
получили методы вычислительной гидродинамики, которые сводятся либо к 
прямому интегрированию уравнений Навье–Стокса [32], либо к моделированию 
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потока ньютоновской жидкости дискретным кинетическим уравнением Боль-
цмана [33]. Используя неструктурированные вычислительные сетки и метод 
конечных элементов (МКЭ) или метод контрольных объемов (МКО), стало 
возможным моделировать течение флюидов на уровне пор. В [13; 14] проведе-
но численное определение проницаемости периодических структур, описанных 
в [9; 11], с помощью открытого пакета прямого гидродинамического моделиро-
вания, использующего метод конечного объема. 

Один из путей получения представительного объема пористой среды — 
создание порового пространства из элементов в виде случайных неоднород-
ностей с заданным набором легко измеряемых свойств (пористость, грануломе-
трический состав). В данной статье предложен алгоритм построения цифровой 
двумерной модели порового пространства, приведен пример расчета однофаз-
ного стационарного течения вязкой жидкости в ней. По результатам численно-
го решения системы уравнений Навье-Стокса определен коэффициент прони-
цаемости в продольном и поперечном направлениях.

Плоская стохастическая модель пористой среды
Скелет плоской пористой ячейки сформирован с помощью специального алго-
ритма (рис. 1), в рамках которого в прямоугольной области размером Lx × Ly 
(рис. 2) случайным образом размещаются диски с координатами центра (xi, уi) 
и случайным радиусом i-го диска из диапазона значений Ri   [Rmin, Rmax]. В про-
цессе работы алгоритма отбираются те диски, координаты центров (xi, уi) и 
радиусы Ri которых удовлетворяют следующим условиям:

	 � ��� � ��� � ��� � ������� ��� � ��
��� � ��� � ��� � �������� ���� � �� �������� � ��� � � ��. 	 (1)

Первое условие соответствует пересекающимся дискам, второе — непересека-
ющимся, индекс j пробегает все уже имеющиеся на плоскости диски.

Алгоритм размещает диски, пока значение пористости ни достигнет наперед 
заданной величины  . Поровый объем получается вычитанием геометрической 
фигуры, состоящей из множества отобранных дисков (скелет), из прямоуголь-

Исходные параметры: Lx, Ly, φ0, Rmin, Rmax, δin, δout.
Результат: Плоская модель пористой среды.

1 до тех пор, пока φ > φ0 выполнять
2 назначить параметры xi, yi, Ri;
3 если условие (1) верно , тогда
4 получить промежуточный скелет пористой среды;
5 вычислить текущую пористость φ;
6 иначе
7 перейти к назначению параметров xi, yi, Ri;
8 конец
9 конец

Алгоритм 1: Алгоритм построения плоского скелета

Математическая модель

Для численного моделирования плоского ламинароного стационарного течения несжи-
маемой вязкой жидкости в каналах, геометрия которых получена с помощью алгорит-
ма описанного выше, использовалась система уравнений Навье-Стокса для несжимаемой
жидкости:

�∇ · �v = 0,

�∇ρ�v ⊗ �v = −�∇p+ �∇τ,
(3)

где тензор вязких напряжений

τij = µ (∇jvi +∇ivj) . (4)

Для решения системы (3) – (4) использовался решатель simpleFoam, который является
стандартным решателем открытого и свободно распространяемого пакета OpenFOAM.

В simpleFoam дискретизация системы (3) – (4) осуществляется по методу контрольного
объема. Для связи полей скорости и давления используется процедура SIMPLE.

Для аппроксимации конвективных членов уравнений на компоненты импульса исполь-
зовалась линейная интерполяция с ограничителем наклона vanLeer. Диффузионные члены
аппроксимировались по схеме 2-го порядка c неортогональной коррекцией.

На входе и выходе вычислительной области в качестве граничных условий ставились
давления pin и pout соответственно и отсутствие градиентов по скорости. На стенках ске-
лета принималось условие прилипания.

После нахождения полей давления и скорости можно расчитать объемный расход Q{x,y}
через выходное сечение площадью S{x,y} = L{y,x}h.

Скорость фильтрации u{x,y}, по определению, есть

u{x,y} =
Q{x,y}

S{x,y}
=

Q{x,y}

L{y,x}h
. (5)

С другой стороны, уравнение Дарси связывает скорость фильтрации u{x,y} c перепадом
давления �p = pout − pin:

4

Рис. 1. Алгоритм построения плоского 
скелета

Fig. 1. The algorithm for constructing  
a flat skeleton 
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ника размером Lx × Ly. Далее производится отсев замкнутых пор. Затем строит-
ся треугольная призматическая вычислительная сетка (рис. 3) высотой h. Как 
видно из рисунка, поровые каналы имеют высокую извилистость, которая 
сказывается на их гидравлическом сопротивлении [8].

Математическая модель
В каналах построенной пористой среды проведено численное моделирование 
плоского ламинарного течения несжимаемой однородной линейно-вязкой 
жидкости. Использована система уравнений Навье-Стокса в стационарной 
постановке:

	  	 (2)

с граничными условиями, соответствующими прилипанию на поверхности 
скелета, непротеканию на боковой поверхности и заданному давлению на вхо-
де и выходе:

	

вход                                            ���
�� � �, � � ���, 

выход                                        ���
�� � �, � � ����,

�ов��х�о��� �������                � � �, ��
�� � �,

�о�ов�� �ов��х�о���             �� � �, ��
�� � ��

 	 (3)

Рис. 2. Схема расположения дисков  
в расчетной области. Справа показаны 
случаи пересекающихся и  
непересекающихся дисков

Fig. 2. The scheme of disks’ disposition 
in the calculation area. On the right:  
the cases of overlapping and non-
overlapping disks 
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Для численного решения системы (2) применен стандартный решатель 
simpleFoam открытого и свободно распространяемого пакета OpenFOAM.  
В simpleFoam дискретизация системы (2) выполнена по методу контрольного 
объема. Для связи полей скорости и давления использована процедура SIMPLE. 
Для аппроксимации конвективных членов системы уравнений (2) использована 
линейная интерполяция с ограничителем наклона vanLeer. Диффузионные чле-
ны аппроксимированы по схеме 2-го порядка с неортогональной коррекцией.

Фильтрация флюида через пористую среду в направлении оси Ox описыва-
ется уравнением Дарси

	 �� � ��
�
��
�� , 	 (4)

Рис. 3. Расчетные области при   = 15% (a), 
  = 20% (б) и   = 25% (в), участок сетки  

с области (б) под увеличением (г)

Fig. 3. The calculation areas at   = 15% (а), 
  = 20% (б) и   = 25% (в), the net section 

of the area (б) in zoom (г) 

а) б)

в)
г)
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где ∆p = p1 – p2 — перепад давления, Lx — протяженность, kx — проницаемость 
среды в направлении оси Ox, µ — динамическая вязкость флюида. 

Скорость одномерной фильтрации в направлении оси Ox:

	 �� � ��
�� �

��
���. 	 (5)

где Qx — объемный расход флюида через поперечное сечение среды площадью 
Sx. Определяя расход по результатам численного решения системы (2)–(3), из 
(4)–(5) найдем проницаемость рассмотренной среды. Рассуждая аналогично, 
приведем также выражение для проницаемости среды вдоль оси Oy:

	 �� � ��
��

���
����� � �������������� �

��
��

���
����� � �����. 	 (6)

Результаты
В расчетах были приняты следующие значения геометрических параметров: Lx = 
= Ly = L = 10-3 м, h = 10-5 м, Rmin = 6·10-6 м, Rmax = 3·10-5 м, δin = 3·10-6 м, δout =  
= 2,4·10-6 м. Параметры жидкости: μ = 10-3 Па·с, ρ = 1 000 кг/м3. Расчеты вы-
полнены для трех значений пористости  : 15, 20 и 25 % (рис. 3). Давление на 
входе pin = 1 Па, давление на выходе pout = 0 Па.

С учетом приведенных параметров численное значение коэффициента про-
ницаемости (6) в системе СИ принимает следующий вид:
	 	 (7)

На рис. 4 показаны поля скорости и давления для продольного и попереч-
ного направлений основного течения. Из рисунка видно, что значительная часть 
каналов заканчивается тупиками, что приводит к неоднородной картине течения 
с ярко выраженной канальной структурой. Можно предположить, что обобще-
ние предложенной модели на трехмерный случай позволит получить проница-
емые среды при существенно меньших значениях пористости. 

Значения коэффициента проницаемости, рассчитанные по соотношению (6), 
приведены в таблице 1. Отличие полученных значений проницаемости в про-
дольном и поперечном направлениях составляет 9,5%, 41,6% и 6,0% соответ-
ственно. Этот факт говорит о том, что объем расчетной области близок к пред-
ставительному объему, но несколько меньше его.

Таблица 1 Table 1
Проницаемость Permeability

 15% 20% 25%

kx, 10-12 м2 35,68 96,29 150,41

ky, 10-12 м2 32,57 68,00 159,38

ε, % 9,5 41,6 6,0
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Выводы
В работе предложен алгоритм построения двумерной пористой среды, скелет 
которой составлен из случайно расположенных пересекающихся дисков. Для 
построенной модельной среды приведены примеры численного расчета одно-
фазного течения ньютоновской жидкости в продольном и поперечном направ-
лениях. По результатам расчетов на основе уравнения Дарси найдены коэффи-

Рис. 4. Поля скорости (слева) и 
давления (справа) для течения вдоль 
оси Ox (сверху) и вдоль оси Oy (снизу) 
при   = 20%

Fig. 4. The velocity (left) and  
pressure (right) fields for the current  
along the Ox axis (above) and  
along the Oy axis (below) with   = 20%
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циенты абсолютной проницаемости. Для модельных сред с тестовыми пори-
стостями 15%, 20% и 25% отличие полученных значений проницаемости в 
продольном и поперечном направлениях составляет 9,5%, 41,6% и 6,0% соот-
ветственно. Этот факт говорит о том, что объем расчетной области близок к 
представительному, но несколько меньше его.
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Abstract
The article presents the two-dimensional model of a porous medium with random micro-
inhomogeneities and the results of numerical calculation of single-phase flow of a Newtonian 
fluid through a model porous medium. The results of calculations based on Darcy’s equation 
allowed to find the absolute permeability coefficients in the longitudinal and transverse 
directions. The principle of the skeleton constructing the medium is that the region in the form 
of a rectangle with sides Lx and Ly is randomly cast with disks of random radius in the range 
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from Rmin to Rmax. The algorithm includes two model parameters: δin and δout, giving the minimum 
imposition of overlapping disks and the minimum distance between the non-overlapping discs. 
Thus, the skeleton of the porous medium was formed until achieving the preassigned value of 
porosity. Then the pore space is obtained by subtracting the skeleton from the treated area. The 
geometry of the problem and the computational grid were built in open package Salome, the 
numerical solution of the Navier-Stokes equations for a given pressure drop at the boundaries 
of the area was considered in the open package OpenFOAM. The difference founded values 
of the absolute permeability in the longitudinal and transverse directions is no more than half 
which speaks of the volume of the calculated area being close to the representative.

Keywords
Porous medium, porosity, permeability, filtration, random structure, microinhomogeneity, mod-
eling, computational fluid dynamics, digital rock, Darcy’s law, OpenFOAM, Salome, paraView.
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