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Аннотация
Аналитическое построение точных и приближенных течений сжимаемого вязкого 
теплопроводного газа вызывает большие трудности. Ранее была предложена методика 
моделирования одномерных течений сжимаемого вязкого теплопроводного газа, 
в которой газодинамические параметры представлены в виде бесконечных сумм 
гармоник от пространственной переменной с неизвестными коэффициентами, 
зависящими от времени. Для искомых коэффициентов получены бесконечные 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений. При учете конечного 
числа слагаемых в тригонометрических рядах соответствующие конечные системы 
интегрируются численно. В данной работе этой методикой исследованы частные случаи 
трехмерных нестационарных периодических течений. Для искомых коэффициентов 
бесконечных тригонометрических рядов получена бесконечная система обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Установлено конкретное свойство решений этой 
системы — теорема о кратных частотах, описывающая множество частот, возникающих 
в решении.
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Введение
Аналитическое построение точных и приближенных течений сжимаемого вяз-
кого теплопроводного газа вызывает большие трудности [1; 6-8] и является 
актуальным в настоящее время, особенно при использовании для математиче-
ского моделирования адекватных моделей, являющихся нелинейными система-
ми уравнений с частными производными. В работах [2; 4; 5; 9; 10] предложена 
новая методика моделирования одномерных течений сжимаемого вязкого тепло-
проводного газа при построении решений полной системы уравнений Навье–
Стокса. При этом газодинамические параметры представлены в виде бесконеч-
ных сумм гармоник от пространственной переменной с неизвестными коэффи-
циентами, зависящими от времени. Для искомых коэффициентов получены 
бесконечные системы обыкновенных дифференциальных уравнений. При 
учете конечного числа слагаемых в тригонометрических рядах соответствующие 
конечные системы интегрируются численно. Цель данной работы — исследовать 
частные случаи трехмерных нестационарных периодических течений указанной 
методикой; для искомых коэффициентов бесконечных тригонометрических 
рядов получить бесконечную систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений; установить конкретные свойства системы, позволяющие описать мно-
жество частот, возникающих в решении. В том числе впервые для трехмерных 
нестационарных течений доказать теорему о кратных частотах.

Основная часть
Течения сжимаемого вязкого теплопроводного газа описываются решениями 
полной системы уравнений Навье-Стокса, которая в безразмерных переменных 
имеет следующий вид [2; 7]:
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где t — время, x = x1, y = x2, z = x3 — независимые пространственные переменные, 
для которых используются оба набора обозначений. Далее, δ = 1/ρ — удельный 
объем газа, ρ — плотность газа, p — давление, V = (u, v, w) — вектор скорости 
газа с его проекциями на декартовы оси координат Ox1, Ox2, Ox3. Постоянные 
коэффициенты в уравнениях μ0, κ0 — коэффициенты вязкости и теплопроводности,  
γ > 1 — показатель политропы идеального газа с уравнениями состояния, 
записанными в безразмерных переменных:

, .
Здесь T — температура, e — внутренняя энергия.

Решение системы (1) представляется в виде бесконечных сумм гармоник [3]:
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где δ0(t), δi,k,q(t), ui,k,q(t), vi,k,q(t), wi,k,q(t), p0(t), pi,k,q(t) — искомые функции.
Значения индексов у коэффициентов fi,k,q(t) определяются следующим 

образом. Первый индекс i = 1, 2, 3 задает номер пространственной переменной, 
от которой зависит гармоника и перед которой стоит этот коэффициент fi,k,q(t). 
Значение второго индекса k = 1, 2, ... определяется частотой гармоники, перед 
которой стоит данный коэффициент. Третий индекс q равен единице, если 
коэффициент стоит перед косинусом, и равен двойке — если перед синусом.

Для системы (1) начальные данные заданы в аналогичном виде:
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Через , , , , , ,  обозначены константы, при которых 
бесконечные тригонометрические ряды из (3) сходятся; i = 1, 2, 3; q = 1, 2; k = 
= 1, 2, 3, ... .

Решение задачи Коши (1), (3) описывает процесс стабилизации при t → +∞ 
трехмерного, периодического по пространственным переменным течения от 
начального неоднородного состояния (3) к состоянию однородного покоя.

В работах [12; 13] с использованием специальных представлений тригоно-
метрических рядов в виде степенных рядов от экспонент с комплексными 
показателями для случая общих трехмерных пространственных периодических 
течений доказано, что при определенных условиях малости начальных данных 
решение задачи Коши (1), (3) существует в малом по времени.

В данной работе сходимость рядов из представлений (2) не исследуется и 
преобразования этих рядов делаются формально. Заметим, что в одномерном 
случае подобные ряды показали «машинную» сходимость [2].

Для того чтобы получить бесконечную систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений для зависящих только от времени искомых коэффи-
циентов , ,  (  – ; i = 1, 2, 3; k = 1, 2, 3, ...; q = 1, 2, 
представления (2) подставляются в систему (1) и затем каждое уравнение 
проецируется на систему базисных функций [3]. То есть после подстановки 
каждое уравнение последовательно умножается на функцию cos(lxi) или на 
sin(lxi), l = 1, 2, ...; i = 1, 2, 3 и интегрируется по переменным x1, x2, x3 в кубе:

��� � � ����� �� � ���� �� � ���� ���.
Кроме этого первое и последнее уравнения системы (1) после подстановки в 
них представлений (2) интегрируются в кубе (Q), то есть эти уравнения проеци-
руются еще и на единицу. Уравнения со второго по четвертое из системы (1) на 
единицу не проецируются. Это связано с тем, что в представлениях (2) для ис-
комых u, v, w отсутствуют слагаемые, не содержащие гармоники.

Прежде чем рассматривать результат указанного проецирования, приводятся 
значения некоторых тройных интегралов.

Если под тройным интегралом нет гармоник, то:

���������� � ���.
���

Если под тройным интегралом стоит одна гармоника, то есть cos(kxi) или 
sin(kxi), то значение интеграла равно нулю. Например:

С. П. Баутин



115Теорема о кратных частотах для трехмерных  ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2017.  Т. 3. № 1

�cos��������������� � � cos����� ��� · � � ������ � � · ��� � �
�

��

�

��

�

��
.

���
Если под тройным интегралом стоит произведение двух гармоник, то он 

равен нулю за исключением случаев: аргументы и частоты у обеих гармоник 
одинаковые, а также и сами гармоники одинаковые, то есть под интегралом 
стоит четная функция:

�cos����� cos����� ��������� �
���

�sin�����sin cos����� ��������� � ���.
���

Если под тройным интегралом стоит произведение трех гармоник, то он 
равен нулю всегда, за исключением двух случаев:
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�����,�,�,
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где для констант ak,m,l и bk,m,l (k, m, l > 0) имеют место равенства:

 ��,�,� � ��, �сл� � � � � � �л� � � |� � �|;
0, в остальных случаях;   (4)

 ��,�,� � �
�, �сл� � � |� � �|; 
��, �сл� � � � � �; 

0, в остальных случаях.
 (5)

Таким образом, константы ak,m,l и bk,m,l не равны нулю только тогда, когда один 
из индексов равен сумме или разности двух других индексов.

Для краткости далее приведена только часть бесконечной системы обык-
новенных дифференциальных уравнений для искомых коэффициентов пред-
ставлений (2) [3]:
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l = 1, 2, ... .
Аналогичные бесконечные системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений получены для: , , ; ; ; символ 
g принимает значения u, v, w, p [3].

В правой части уравнения (6) стоят функции, у которых в качестве первого 
индекса присутствуют и единица, и двойка, и тройка. То есть в правой части 
уравнения (6) присутствуют искомые коэффициенты, стоящие в представлениях 
(2) перед гармониками, аргументами которых являются и x1, и x2, и x3. Анало-
гичным свойством обладает и уравнение для p0(t), которое здесь не приводится 
ввиду громоздкости.

Также имеют место следующие свойства [3]:
1. В правых частях каждого из уравнений (7)−(12) присутствуют искомые 

коэффициенты , , , , ,  имеющие в качестве первого 
индекса только то значение, которое стоит первым индексом у производных 

 из левых частей уравнений (7)−(12). Следовательно, система обыкно-
венных дифференциальных уравнений для  (i = 1, 2, 3, q = 1, 2) 
расщепляется по первому индексу: в систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений для  не входят искомые функции, у которых первый индекс 
не равен первому индексу у коэффициента , стоящего в левой части 
уравнения (7)−(12).

2. Присутствующий в правых частях уравнений (7)−(12) искомый коэффи-
циент δ0(t) входит только сомножителем перед линейными слагаемыми с 
с , , . 

 
.

3. Все линейные слагаемые из правых частей в качестве второго индекса 
имеют такое же значение, что и второй индекс у производной из левой части.

4. Все нелинейные слагаемые из правых частей уравнений (7)−(12) 
обязательно в качестве сомножителя имеют либо константу (4), либо константу 
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(5) с соответствующими индексами, один из которых обязательно есть l, явля-
ющийся частотой гармоники, на которую производится проецирование.

Свойства 1−4 имеют место и для остальных бесконечных систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений для коэффициентов коэффициентов  (  – )  [3].

Теорема о кратных частотах. Пусть заданы три набора целых положительных 
чисел , , , где , , ,  и их наибольшие 
делители:

�� � �������� ����� � �����; �� � �������� ����� � �����;�� � �������� ����� � �����.
Пусть при t = 0 начальные данные (3) содержат конечное число гармоник, 
причем гармоники, зависящие от x1, имеют частоты ; 
зависящие от x2 — частоты ; зависящие от x3 — частоты 

. Тогда в решении бесконечной системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений все коэффициенты коэффициенты , , , , ,, 
у которых второй индекс l не кратен числу di, будут тождественными нулями.

Теорема говорит о том, что в решении, представленном в виде (2) и 
содержащим в начальный момент времени только конечное число гармоник, 
при t > 0 могут присутствовать гармоники от xi только с частотами, кратными 
di, i = 1, 2, 3.

Следовательно, для рассматриваемых течений имеет место разделение частот 
по направлениям: при разделении пространственных переменных в начальных 
условиях получается, что в решении частоты гармоник оказываются также 
разделенными по пространственным переменным.

Теорема доказывается методикой, предложенной в [2; 10] для случая 
одномерных течений. Основной момент доказательства следующий.

Например, пусть l* не кратен d1. В группе уравнений (7), (8) полагается:
; ; .

Тогда эта группа уравнений обратится в тождества: слева нуль, справа линейные 
слагаемые тоже нули, а нелинейные слагаемые занулятся из-за присутствия 
нулевых сомножителей (4), (5). Равенство этих коэффициентов нулю в рассма-
триваемом случае обеспечивают леммы из [2; 10].

Лемма 1. Коэффициенты ,  не равны нулю, когда любой их индекс 
равен сумме или разности двух других индексов, и равны нулю, если это не выполняется.

Лемма 2. Пусть  — массив чисел, состоящий из констант , . 
Также пусть имеются два любых бесконечных набора чисел 

, ,
в которых отличны от нуля только числа с индексами, кратными d, то есть с 
индексами d, 2d, 3d, ..., а остальные числа равны нулю. Тогда, если l не делится 
на d, то двойная сумма:

  (13)

равна нулю.
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Замечание 1. Теорема о кратных частотах справедлива и для системы 
уравнений газовой динамики, которая получается из системы (1), если в ней 
положить µ0 = 0, κ0 = 0.

Замечание 2. Из теоремы следует, что решения вида (2) не обладают 
свойством «удвоение частот», которое иногда предполагают в течениях вязкой 
сплошной среды [11].

Замечание 3. Автору приведенной теоремы о кратных частотах неизвестны 
работы, в которых хотя бы для формальных решений конкретных нелинейных 
уравнений с частными производными был бы доказан факт, соответствующий 
данной теореме.

Замечание 4. Теорема говорит о том, каких частот не будет в решении при  
t > 0. Численное построение разностными методами решений задачи Коши для 
системы (1) с периодическими начальными данными, содержащими конечное 
число гармоник, показывает, что при t > 0 в решении появляются новые гармоники 
с частотами, кратными di. В одномерном случае этот факт доказан в [10].

В качестве иллюстрирующего примера в двумерном случае решение задачи 
Коши для системы (1) с начальными данными:

𝛿𝛿|��� = 1, 𝑢𝑢|��� = 𝑣𝑣|��� = 0, 𝑝𝑝|��� = 1 + 0.05 cos(2𝑥𝑥) + 0.05cos (3𝑦𝑦) 
 было проведено разностными методами.

На рис. 1–5 приведены результаты расчетов давления в моменты времени 
𝑡𝑡 = 0; 5,2; 11,3; 15,2; 20  — поверхности в левых частях рисунков. Результаты 
численного проецирования этих поверхностей на конечное число базисных 
функций: 1; cos(𝑘𝑘𝑘𝑘) ; sin(𝑘𝑘𝑘𝑘) ;  𝑘𝑘 = 1, 2, … , 20   — приведены в правых частях 
рисунков как значения модулей коэффициентов, стоящих перед гармониками 
с соответствующими частотами.

Расчеты разностными методами показали, что с ростом времени в течении 
появляются новые гармоники: от x1 с частотами 2k, от x2 с частотами 3k. Ам-
плитуды этих гармоник, как и в одномерном случае [2; 4; 5; 9; 10], ведут себя 
немонотонно.

Рис. 1. Давление при t = 0 Fig. 1. Pressure at t = 0

С. П. Баутин
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Рис. 2. Давление при t = 5,2 Fig. 2. Pressure at t = 5.2

Рис. 3. Давление при t = 11,3 Fig. 3. Pressure at t = 11.3

Рис. 4. Давление при t = 15,2 Fig. 4. Pressure at t = 15.2
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Рис. 5. Давление при t = 20 Fig. 5. Pressure at t = 20

Автор благодарит В. Е. Замыслова за полезные обсуждения и П. П. Скачкова 
за проведение численных расчетов.

Заключение
В данной работе впервые газодинамические параметры сжимаемых вязких 
теплопроводных течений представлены в виде бесконечных сумм гармоник от 
пространственной переменной с неизвестными коэффициентами, зависящими 
от времени. Для этих коэффициентов получены бесконечные системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений, анализ которых позволил доказать тео-
рему о кратных частотах. В частности, тем самым установлен факт разделения 
независимых пространственных переменных в полученных решениях. Анали-
тические результаты, установленные теоремой о кратных частотах, проиллю-
стрированы разностными расчетами.

Представляется, что построенные решения можно использовать для прибли-
женного построения различных течений сжимаемого вязкого теплопроводного газа.

Разрабатываемая методика представления решений полной системы уравнений 
Навье-Стокса показала свою эффективность при аналитических исследованиях.
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Abstract
The analytical construction of the exact and approximate flows of the compressible viscous heat 
conducting gas causes great difficulties. We propose a technique for simulating one-dimensional 
flows of a compressible viscous heat-conducting gas in which gas-dynamic parameters are 
presented as infinite sums of harmonics from a spatial variable with unknown coefficients 
depending on time. For the unknown coefficients, infinite systems of ordinary differential 
equations are obtained. When the finite number of terms in the trigonometric series is taken 
into account, the corresponding finite systems are numerically integrate. In this paper, this 
method investigates the special cases of three-dimensional non-stationary periodic flows. For the 
unknown coefficients of infinite trigonometric series, an infinite system of ordinary differential 
equations is obtained. A concrete property of the solutions of this system is established: the 
multiplicity theorem describing the set of frequencies arising in the solution.
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