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Аннотация
В настоящее время активно ведутся разработки волновых твердотельных гироско-
пов — ВТГ. Резонаторы ВТГ имеют динамическую асимметрию, которая приводит к 
специфическим особенностям при изгибных колебаниях колец, что, в свою очередь, 
может привести к неустойчивой работе ВТГ. В научной литературе результаты теоре-
тических исследований не всегда согласуются с экспериментальными данными. В ряде 
работ автора уточнение математической модели привело к ряду новых результатов. 
Так, например, в работах показано, что некоторые начальные несовершенства формы 
и присоединенные массы приводят к появлению радиальных форм колебаний. При 
этом частоты, соответствующие радиальным формам колебаний при определенных 
геометрических и волновых параметрах кольца, могут быть соизмеримы с частотами, 
соответствующими изгибным формам колебаний. Однако численно и эксперименталь-
но подтвердить эту особенность до настоящего времени, к сожалению, не удавалось. 
Считается, что частоты радиальных колебаний либо присутствуют в спектре частот, но 
всегда находятся на частотах высших осцилляций, либо отсутствуют вовсе. В настоя-
щей статье данный вывод поставлен под сомнение. На конкретном примере колебаний 
изолированного кольца показано, что частоты радиальных колебаний могут быть не 
только одного порядка с частотами изгибных колебаний, как показано в предыдущих 
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работах автора, но и могут находиться в спектре низших частот (второго, третьего 
тона), соответствующих изгибным формам колебаний.
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Введение
В настоящее время активно ведутся разработки волновых твердотельных гиро-
скопов — ВТГ [2, 3, 29]. Расчетная модель простого резонатора волнового 
твердотельного гироскопа является оболочка вращения либо упругое кольцо 
[12, 13, 18, 30], закрепленные относительно оси чувствительности. Резонаторы 
имеют начальные отклонений от идеальной круговой формы [6], неоднородное 
распределение плотности материала [14, 15, 17] и присоединенные массы [16, 
21, 22]. Такие неправильности приводят к специфическим особенностям при 
изгибных колебаниях колец [9, 16, 21, 22], что, в свою очередь, может привести 
к неустойчивой работе ВТГ.

В научной литературе имеются работы по изучению динамического пове-
дения тонких колец. Однако результаты исследований не всегда согласуются с 
экспериментальными данными.

Так, например, в работах [8, 21, 22, 25] авторы, предложив уточненный под-
ход к построению математической модели, показали, что некоторые начальные 
несовершенства формы и присоединенные массы приводят к появлению ради-
альных форм колебаний. При этом частоты, соответствующие радиальным 
формам колебаний, при определенных геометрических и волновых параметрах 
кольца могут быть соизмеримы с частотами, соответствующими изгибным 
формам колебаний. Полученные новые решения качественно и количественно 
лучше согласуются с экспериментальными данными, чем общепринятые тра-
диционные решения [7]. Однако численно и экспериментально подтвердить эту 
особенность до настоящего времени, к сожалению, не удавалось [20, 23, 27]. 
Считается, что частоты радиальных колебаний либо присутствуют в спектре 
частот, но всегда находятся на частотах высших осцилляций [4, 10, 11, 19, 24, 
26, 28], либо отсутствуют вовсе [7]. Именно поэтому, частоты радиальных ко-
лебаний не оказывают никакого влияния на напряженно-деформируемое со-
стояние конструкций и не учитываются при расчетах [7].

В настоящей статье данный вывод поставлен под сомнение. На конкретном 
примере колебаний изолированного кольца показано, что частоты радиальных 
колебаний не только могут быть одного порядка с частотами изгибных колеба-
ний, как показано в [8, 21, 22, 25] для кольца и в [8, 10, 19, 21, 24, 26] для обо-
лочки конечной длины, но и могут находиться в спектре низших частот (второ-
го, третьего тона), соответствующих изгибным формам колебаний. 
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Аналитическое решение
Если кольцо единичной ширины, радиусом R, толщиной h имеет начальные 
отклонения от идеальной круговой формы w0(y), изменяющиеся по закону 

 yayahyw 0200100 cossin)(    , где ;cos 0010 aa   0020 sinaa   ; a0 — 
безразмерная амплитуда несовершенств; y — круговая координата несовер-
шенств; β0 = n0/R, n0 — число волн несовершенств формы в окружном направ-
лении, то, согласно уточненному подходу к построению математической модели 
[25], используя уравнения движения теории пологих оболочек [7], при устрем-
лении длины оболочки к бесконечности получим систему связанных модальных 
уравнений следующего вида. Обозначения общепринятые [21]:
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Из системы динамических уравнений (1) видно, что начальные несовершен-
ства формы приводят к «связанности сопряженных изгибных форм и взаимо-
действию низкочастотных изгибных форм колебаний с высокочастотными ра-
диальными формами ( 442 / hRDnn     — приближенное значение квадрата 
частоты свободных изгибных колебаний динамически симметричного кольца, 
ε = n4(h/R)2 — параметр волнообразования, характеризующий относительную 
толщину кольца). Частотное уравнение (1) определяет три собственные частоты 
Ωni = ωni /ωn (i = 1, 2, 3). Первым двум Ωn1, Ωn2 соответствуют преимущественно 
изгибные колебания, а третьей Ωn3 — преимущественно радиальные формы 
колебаний». 

В традиционном решении, система (1) имеет только два первых уравнения 
и a3 = 0. Характеристическое уравнение определяет две расщепленные собствен-
ные частоты, соответствующие изгибным формам колебаний. Т. е. традиционное 
решение не предусматривает возникновение радиальных форм колебаний [7]. 
«Меньшая из расщепленных собственных частот равна частоте колебаний иде-
ального кольца Ωn1 = 1, а большая — увеличивается с ростом амплитуды началь-

ных несовершенств 2
02 61 an   . Расстройка частотного спектра Δ = Ωn2 – Ωn1 

может быть довольно существенной. Последнее обстоятельство противоречит 
известным экспериментальным данным [7], которые свидетельствуют о незна-
чительном расщеплении частотного спектра».

В новом решении начальные несовершенства «уменьшают низшую из рас-
щепленных собственных частот Ωn1, при этом ее снижение зависит и от ампли-

С. В. Серёгин
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туды начальной погиби, и от параметра волнообразования ε. Большая частота 
Ωn2 равна 1. Расстройка частот оказывается незначительной». 

Если кольцо идеальное, a10 ≡ 0, a20 ≡ 0, то система динамических уравнений 
(1) имеет более простой вид:
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В этом случае, как видим, частоты не расщепляются, а частота радиальных 
колебаний Ωn3 = 12/ε во много раз больше частот, соответствующих изгибным 
формам колебаний.

Численное решение МКЭ
В программном комплексе MSC «Nastran» смоделирована и решена задача ко-
лебаний изолированного кольца (R/h = 200, E = 2∙1011 мПа, ρ = 7 800 кг/м3 ши-
риной a = 0,005 м, толщиной h = 0,005 м, радиусом R = 1 м). Количество конеч-
ных элементов 3 150. Кольцо совершает колебания в своей плоскости. Для из-
учения условий возникновения и поиска радиальных форм колебаний 
проведено множество расчетов и исследовано влияние всевозможных вариантов 
граничных условий. В результате расчетов обнаружено возникновение радиаль-
ных форм колебаний на частотах низших осцилляций при одном единственном 
варианте закрепления — это в случае, когда отсутствуют моменты по всем 
степеням свободы и перемещения вдоль торцевого сечения. Результаты расчета 
спектра частот для идеальной оболочки представлены в таблице 1.

Видим, что частотам первого (n = 2), третьего (n = 3) и четвертого (n = 4) 
тонов соответствуют изгибные формы колебаний. Частоте второго тона  
λ = 805,91 Гц соответствуют радиальная форма колебаний. Визуализация пред-
ставлена на рис. 1.

Таблица 1 Table 1
Спектр низших частот колебаний 
идеального кольца

The spectrum of the lowest vibrational 
frequencies of an ideal ring

Количество волн n λ, Гц

2 541,76

форма радиальных колебаний 805,91

3 1 057,8

4 1 553,3
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Рис. 1. а) Сопряженные изгибные 
формы при λ21 = λ22 = 541,76 Гц;  
б) Радиальная форма колебаний  
λ3 = 805,91 Гц

Fig. 1. a) conjugate bending molds  
at λ21 = λ22 = 541.76 Hz;  
б) the radial mode shape  
λ3 = 805.91 Hz

Заключение
Таким образом показано, что радиальные формы колебаний могут возникать не 
только на частотах высших осцилляций, как это принято считать в настоящее 
время, но и на низших частотах спектра.

Стоит упомянуть выводы, полученные в результате эксперимента, прове-
денного в работе [1]. Авторы отмечают, что при возбуждении радиальных форм 
колебаний возбуждались формы, близкие к изгибным формам колебаний и на-
оборот. Это означает, что при колебаниях основания волновых твердотельных 
гироскопов в кольцевом резонаторе могут возбуждаться формы, отличные от 
возбуждаемой. А парциальные частоты кольца будут взаимодействовать с ча-
стотами колебаний основания ВТГ, в результате такой «перекачки» энергии 
могут происходить сложные и специфические явления [5] при изгибных коле-
баниях резонаторов ВТГ.

С. В. Серёгин
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Abstract
Nowadays, Hemispherical Resonator Gyroscope (HRG) are actively developed. HRG resonators 
have dynamic asymmetry, which leads to specific features in bending vibrations of rings, 
which in turn can lead to unstable operation of HRG. In the academic literature, the results of 
theoretical studies do not always match the experimental data. In some of the author’s works, 
the refinement of the mathematical model led to a number of new results. They show, for 
example, that some initial imperfections of form and attached masses lead to the appearance of 
radial modes of oscillations. In this case, the frequencies corresponding to the radial oscillation 
forms for certain geometric and wave parameters of the ring can be commensurable with the 
frequencies corresponding to the flexural modes of oscillations. However, it has not been 
possible to confirm this feature numerically and experimentally up to this day, unfortunately. 
It is believed that the frequencies of radial oscillations are either present in the frequency 
spectrum, but always at frequencies of higher oscillations, or absent altogether. In this article, 
this conclusion is questioned. On the example of oscillations of an isolated ring, the paper shows 
that the frequencies of radial oscillations can be not only of the same order as the frequencies 
of bending vibrations (as shown in the author’s previous works), but they can also be in the 
spectrum of lower frequencies (second, third tone) corresponding to bending modes.
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