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Пусть  топологические пространства. Обозначим через 

множество всех замкнутых подмножеств пространства  Пусть на 

множестве  задана экспоненциальная топология. Напомним, что 

экспоненциальной топологией называется топология, порожденная 

множествами вида: 

  

где открытое множество пространства  [1] 

Будем предполагать, что  компактные метрические пространства. 

Тогда экспоненциальная топология совпадает с топологией, порождаемой 

метрикой Хаусдорфа.[1] Расстояние между непустыми множествами  

в метрике Хаусдорфа определяется формулой: 

 
где  расстояние от точки  до множества  За 

расстояние между пустым и непустым множеством принимается 

[2] 

Обозначим через  замыкание подмножества  то есть 

наименьшее замкнутое множество, содержащее .[7] 

Будем рассматривать непрерывное отображение  многозначные 

отображения  и , определяемые соответственно 

для каждого  , для каждого 
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. 

Семейство  подмножеств множества  называется -алгеброй, если 

 
 Если , то и его дополнение  

Для любого счетного семейства его объединение 

[7] 

Пусть   топологическое пространство. Обозначим через  𝜎𝜎-

алгебру, порожденную открытыми множествами пространства , то есть 

наименьшую 𝜎𝜎-алгебру, содержащую все открытые множества пространства . 

Элементы  называются борелевскими подмножествами .[7] 

Отображение , где метрические пространства, называется 

борелевским, если прообраз борелевского подмножества в  является 

борелевским подмножеством .[7] 

Многозначное отображение  называется полунепрерывным 

сверху (снизу), если для любого открытого (замкнутого) множества  

прообраз , где множество всех замкнутых 

подмножеств  является открытым (замкнутым) в [1] 

Теорема 1. 

Пусть компактные метрические пространства и отображение 

  непрерывно. Тогда многозначное отображение , 

определяемое как  для каждого  полунепрерывно 

сверху и является борелевским отображением первого класса. [3] 

Теорема 2. 

Пусть задано однозначное отображение  где  и компактные 

метрические пространства. Рассмотрим многозначное отображение 

  

Если отображение первого борелевского класса, то отображение 

второго борелевского класса. [3] 
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Теорема 3. 

Пусть задано однозначное отображение  где  и компактные 

метрические пространства. Рассмотрим многозначное отображение  

где  . 

Если  отображение первого борелевского класса, то борелевское 

отображение.  

Теорема 4. 

Пусть задано однозначное отображение  где  

Рассмотрим функцию Дирихле  

 
Если отображение второго борелевского класса, то многозначные 

отображения  и , где  и  

  соответственно, не являются борелевскими 

отображениями. 

Докажем для .  

Рассмотрим функцию . Будем рассматривать 

отображение . Возьмем замкнутые подмножества , их образ 

попадает в  и не содержит иррациональных точек, в противном случае он 

попадет в  и не будет подмножеством  

Докажем для   

Рассмотрим функцию . Рассмотрим замкнутые 

подмножества   Пусть и , тогда множество всех 

замкнутых подмножеств будет состоять из рациональных точек, а их прообраз 

будет включать в себя как рациональные, так и иррациональные точки. 

Следовательно, отображение не борелевское. 
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Из нижеуказанного контрпримера следует невозможность усиления 

Теоремы 1 и Теоремы 2 на класс борелевских множеств выше второго. 

Теорема 5. 

Пусть  — пространство замкнутых подмножеств отрезка  с 

экспоненциальной топологией.  

Тогда множество  где  множество 

рациональных чисел, не является борелевским.[4] 
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