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Аннотация
Сложные условия работы, а также вибрации агрегатов технологических процессов 
и нестабильная интенсивность нагрузок накладывают высокие требования на приборы 
контроля избыточного давления, которые обеспечивают требуемую точность измерений 
и безаварийную эксплуатацию оборудования.
Применение манометров на сегодняшний день является обязательным требованием 
для мониторинга избыточного давления. Основной тип манометров в качестве упругих 
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чувствительных элементов использует манометрические трубчатые пружины (МТП). 
Поэтому актуальным является вопрос по расчету движения МТП под действием внеш-
них переменных нагрузок, в частности переменного внутреннего давления. Вопросы, 
связанные с влиянием пульсаций внутреннего давления и внешних периодически 
изменяющихся внешних сил, остаются неизученными.
Для успешной эксплуатации были исследованы прочностные и частотные характери-
стики колебаний трубчатых пружин, рассмотрено влияние на их вибрационные харак-
теристики форм поперечного сечения, основных геометрических размеров, а также 
проанализирован процесс вибродемпфирования жидкостью.
В работе представлена математическая модель вынужденных колебаний МТП, осно-
ванная на уравнениях Лагранжа второго рода. МТП рассматривается как механическая 
система с двумя степенями свободы, т. е. задаваемая двумя обобщенными координата-
ми. Ими являются относительное изменение главного угла трубки и увеличение малой 
полуоси поперечного сечения.
Модель позволяет определять характер движения МТП под действием периодически 
изменяющегося внутреннего давления. Для реализации ее разработана программа 
в MATLAB, что делает возможным определять требуемые характеристики приборов 
контроля давления, исключающие возможность возникновения резонанса. С помощью 
разработанной программы оценено влияние геометрических характеристик и пульсаций 
внутреннего давления на перемещения свободного конца МТП.
Представленная модель может быть успешно использована для динамических расче-
тов манометрических трубок, поскольку является классическим подходом к решению 
задач колебаний механических систем. Кроме того, она позволит рассчитать параме-
тры трубчатых упругих элементов, используемые в различных механизмах в качестве 
силовых элементов.
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колебания, частота, резонанс, пульсации давления, уравнения Лагранжа второго рода, 
MATLAB.
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Введение
Основным вектором развития нефтегазовой промышленности является аркти-
ческое и шельфовое направление. Транспортировку энергоносителей от место-
рождений до потребителей планируется осуществлять с помощью морского 
и трубопроводного транспорта. Районы строительства являются чрезвычайно 
сложными и требуют высокого контроля при эксплуатации объектов инфра-
структуры [1, 8-14, 16, 20-26].

Один из главных параметров технологических процессов в нефтегазовой отрас-
ли — рабочее давление. Аномальные условия работы, а также вибрации агрегатов 
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технологических процессов и нестабильная интенсивность нагрузок наклады-
вают высокие требования на приборы для измерения давления, которые, в свою 
очередь, должны обладать высокой надежностью и необходимой точностью.

Согласно нормативной документации, все цифровые датчики измерения 
давления должны дублироваться аналоговыми манометрами, а в некоторых 
случаях применение манометров является безальтернативным способом мони-
торинга избыточного давления.

В качестве чувствительных элементов в манометрах используются маноме-
трические трубчатые пружины (МТП), в которых применяется свойство криво-
линейной трубки с сечением, отличным от кругового, деформироваться при 
повышении внутреннего давления.

В настоящее время МТП, помимо манометров, нашли применение в различ-
ных областях техники [2, 3, 17].

Для успешной эксплуатации были исследованы прочностные и частотные 
характеристики колебаний трубчатых пружин, рассмотрено влияние на их ха-
рактеристики формы и основных геометрических размеров, а также проанали-
зирован процесс вибродемпфирования жидкостью [4-7, 15, 18, 19].

Однако вопрос, связанный с учетом пульсаций внутреннего давления, оста-
ется неизученным. В работе решается задача вынужденных колебаний МТП 
с помощью уравнения Лагранжа второго рода.

Методы
МТП рассматривается как механическая система с двумя степенями свободы, 
т. е. задаваемая двумя обобщенными координатами. Ими являются относитель-
ное изменение главного угла трубки φ = ∆γ / γ и увеличение малой полуоси по-
перечного сечения — w0 (рис. 1).

Рис. 1. Динамическая модель МТП Fig. 1. Dynamic model MTS
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Математическая модель представляет собой систему уравнений, основанных 
на уравнении Лагранжа второго рода. В рассматриваемом случае на точки си-
стемы, помимо сил, имеющих потенциал, действуют возбуждающие силы F (t).
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где t — время; T — кинетическая энергия; U — потенциальная энергия; А — 
обобщенная работа пульсации внутреннего давления.

Ранее в работах [4, 17] были получены выражения для определения потен-
циальной и кинетической энергии. Потенциальная энергия имеет вид:
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где Е — модуль упругости; µ — коэффициент Пуассона; h — толщина стенки;  
γ — центральный угол; R — радиус центральной оси; A1, A2, A3, b, m, n, χ — ко-
эффициенты, зависящие от формы поперечного сечения МТП.

Кинетическая энергия имеет вид:

 � � ߛ�ܴ݄�2 ߛ�
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где ρ — плотность материала; В1, В2, В3, Kб, mб — коэффициенты, зависящие 
от формы поперечного сечения.

Работа пульсации сил внутреннего давления представляется в следующем виде:

 � � �ο�ܴ(4)  ,ߛ

где q — закон распределения внутреннего давления: p ∙ sin (kpt + δ); ∆f — изме-
нение площади, ограниченной средней линией контура сечения, может быть 
представлено как: �௪�௠ �1 � ௕మ

�మ� �,  ; здесь обозначения те же, что и в формуле (2): 
γ — центральный угол; R — радиус центральной оси.

В конечном виде обобщенная работа пульсации внутреннего давления будет 
иметь следующий вид:

 � � � ∙ sin�݇௣� � �ߜ �ܽݓ2 �1 � ��
ܽ�� (5)  .ߛܴ�

Вычислив частные производные от потенциальной и кинетической энергии 
и обобщенной работы пульсации внутреннего давления, получим систему диф-
ференциальных уравнений вынужденных колебаний системы:

Пирогов С. П., Черенцов Д. А.
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 � ܽ��ሷ � ܿ�� � ݓ�ܿ � 0,
ሷݓ�ܽ � ݓ�ܿ � ܿ�� � ݀� sin�݇௣� � (6)  ,�ߜ

где a1, а2 — коэффициенты инерции; c1, c2, c3 — коэффициенты жесткости.
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Общее решение системы дифференциальных уравнений (6) является суммой 

общего интеграла соответствующей системы однородных уравнений (8) и част-
ного интеграла системы (6).

 �ܽ��ሷ � ܿ�� � ݓ�ܿ � 0,
ሷݓ�ܽ � ݓ�ܿ � ܿ�� � 0.  (8)

При интегрировании полученной системы дифференциальных уравнений 
частные решения можно представить в виде:

 
� � �� sin�݇� � ��, 
ݓ � �� sin�݇� � ��.  (9)

Введем коэффициент µ, равный отношению обобщенных координат:

ߤ  � ݓ
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��.  (10)

Таким образом, получим:
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ሷݓ � ��ߤ�݇ sin�݇� � ��. 

 (11)

Подставляя (11) в (8) и разделив оба уравнения на I1 sin (kt + β), получим:

 � ܽ�݇
� � ܿ� � ߤ�ܿ � 0,

ߤ�݇�ܽ � ߤ�ܿ � ܿ� � 0.  (12)
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Решая систему (12) относительно µ, получим характеристическое уравнение 
для определения частот свободных колебаний k:

 ܽ�ܽ�݇ସ � �ܽ� � ܽ��ܿ�݇� � ܿ�� � ܿ�� � 0.  (13)

В результате определения частот колебаний получим два значения µ, соот-
ветствующие каждому из колебаний. Для каждого колебания амплитуды будут 
находиться в своем соотношении — µ, которое будет зависеть от параметров 
рассматриваемой системы и никак не зависеть от начальных условий.

Общее решение системы (8) может быть получено путем суммирования 
частных решений. Итоговое колебательное движение системы будет являться 
наложением простых гармонических колебаний с различными частотами:
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Постоянные I1
(1), I1

(2), β1, β2 определяются из начальных условий.
Частное решение системы уравнений (6), определяющее вынужденные ко-

лебания системы, имеет вид:

 
� � 0, 
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Подставляя (15) в (6) и разделив оба уравнения на sin (kpt + δ), получим:

 � ܿ��� � 0,
�ܽ�݇௣� � ܿ���� � ݀�.  (16)

Подставляя найденное в результате решения системы (16) значение j2 в урав-
нение (15), получим общее решение системы уравнений (6):
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Однако при резонансе (в случае, когда kp = k1 или kp = k2) выражение (15) 
не будет являться частным решением системы (6). Частное решение при резо-
нансе можно получить, перейдя к главным координатам системы (8), общее 
решение при kp = k1 будет иметь вид:

ݓ  � ����ߤ � ����ߤ
2݇௣ܽ�כ � sin �݇௣� � ߜ � �

2� �
����ߤ � ����ߤ
��݇�כ�ܽ � ݇௣��

sin�݇௣� � (18)  .�ߜ

В первой составляющей выражения (18) содержится переменная t в явном 
виде; с течением времени эта составляющая будет неограниченно возрастать, 
что подтверждает явление резонанса.

Пирогов С. П., Черенцов Д. А.
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Разработанная математическая модель реализована в виде программы с гра-
фическим интерфейсом, представленным на рис. 2.

Рис. 2. Графический интерфейс 
программы для расчета вынужденных 
колебаний МТП

Fig. 2. Graphical interface of the program 
for calculating forced oscillations 
of the MTS

Результаты
С помощью разработанной программы оценено влияние геометрических харак-
теристик и пульсаций внутреннего давления на перемещения свободного конца 
МТП. На рис. 3 представлена амплитудно-частотная характеристика МТП — за-
висимость перемещения конца трубки от частот пульсаций внутреннего давления. 
Геометрические характеристики рассматриваемой МТП: радиус продольной 
оси — 90 мм, центральный угол пружины — 180 ℃, толщина стенки — 0,5 мм, 
большая полуось поперечного сечения — 4 мм, малая полуось поперечного сече-
ния — 2 мм, соответствующая частота свободных колебаний — 52,97 Гц.

Из графика видно, что значительное увеличение перемещений конца МТП 
наблюдается в диапазоне частот ±2% от резонанса. Оценка влияния геометри-
ческих характеристик в дальнейшем будет проводиться для этого диапазона.

На рис. 4 и 5 представлены результаты влияния геометрических характери-
стик МТП на изменение роста перемещений в резонансной зоне.
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Рис. 3. Амплитудно-частотная 
характеристика МТП

Fig. 3. Increase in the growth 
of movements of the end of the MTS

Рис. 4. Оценка влияния центрального 
угла и радиуса продольной оси 
на увеличение роста перемещений 
конца МТП

Fig. 4. Evaluation of the influence 
of the central angle and the radius 
of the longitudinal axis on the increase 
in the growth of displacements of the end 
of the MTS

Рис. 5. Оценка влияния толщины 
стенки и отношения a / b 
на увеличение роста перемещений 
конца МТП

Fig. 5. Evaluation of the influence 
of the wall thickness and the ratio a / b 
on the increase in the growth 
of displacements of the end of the MTS

Пирогов С. П., Черенцов Д. А.
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Работа манометров при резонансе не позволит корректно отслеживать состо-
яние технологического процесса и, как следствие, не сможет обеспечить надеж-
ность и безопасность работы установок. Однако исследования геометрических 
характеристик МТП показало, что изменение некоторых характеристик позволит 
снизить рост перемещений. Кроме того, изменение геометрических характеристик 
приведет к изменению собственной частоты колебаний, произойдет отстройка 
от резонансных частот, и манометры окажутся не в резонансной зоне работы.

Обсуждение
Представлена математическая модель вынужденных колебаний манометриче-
ских трубчатых пружин, основанная на уравнениях Лагранжа второго рода. 
С помощью разработанной программы для ЭВМ, реализующей данную модель, 
возможно определять требуемые характеристики приборов контроля давления, 
исключающие возможность возникновения резонанса.

Для расчетов конструкций МТП, используемых в манометрах, представлен-
ная модель может быть успешно применена, т. к. является классическим под-
ходом к решению задач колебаний механических систем. Для других видов 
конструкций, таких как МТП с изменяющейся формой поперечного сечения 
по длине трубки, изменяющейся толщиной стенки МТП и т. д., применение 
данной модели будет затруднено из-за сложности определения кинетической 
и потенциальной энергии. Для более адекватного отображения реальных коле-
бательных процессов необходим также учет сил сопротивления.

Манометрические трубчатые пружины используются и в других целях, на-
пример в качестве силовых элементов тормозов, манипуляторов, реле-переклю-
чателей и т. д. Преимущество таких конструкций в том, что они не содержат 
трущихся частей и являются герметичными, что позволяет использовать их 
в вакууме. Также одним из направлений применения манометрических пружин 
является использование их в сельскохозяйственной технике — в подвесках 
дискового сошника, рабочих органах культиваторов и т. д. При помощи изме-
нения давления в рабочем органе и придания вибраций можно добиться более 
равномерной глубины рыхления и качественной обработки почвы.

Разработанная методика расчета динамических характеристик движения 
трубок под действием пульсирующего давления и программа для ЭВМ позво-
ляют спроектировать для таких конструкций упругие элементы с заданными 
свойствами, увеличивающие интенсивность вибраций, требуемую для обеспе-
чения технологических процессов.
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Abstract
Difficult working conditions, as well as vibrations of technological process units and unstable 
load intensity impose high demands on overpressure monitoring devices that ensure the re-
quired measurement accuracy and trouble-free operation of equipment.
The use of pressure gauges today is a mandatory requirement for monitoring overpressure. 
The main type of pressure gauges uses manometric tubular springs (MTP) as elastic sensing 
elements. Therefore, the issue of calculating the motion of the MTP under the influence of 
external variable loads, in particular variable internal pressure, is relevant. Issues related 
to the influence of internal pressure pulsations and external periodically changing external 
forces remain unexplored.
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For successful operation, the strength and frequency characteristics of vibrations of tubular 
springs were previously investigated, the effects of cross-sectional shapes and basic geometric 
dimensions on their vibration characteristics were considered, and the process of vibration 
damping by liquid was analyzed.
The paper presents a mathematical model of forced oscillations of the MTP based on La-
grange equations of the second kind. The MTP is considered as a mechanical system with 
two degrees of freedom, that is, defined by two generalized coordinates. They are a relative 
change in the main angle of the tube and an increase in the small semi-axis of the cross section.
The model allows us to determine the nature of the movement of the MTP under the influence 
of periodically changing internal pressure. To implement it, a program has been developed 
in MATLAB, which makes it possible to determine the required characteristics of pressure 
monitoring devices that exclude the possibility of resonance. With the help of the devel-
oped program, the influence of geometric characteristics and internal pressure pulsations 
on the movements of the free end of the MTP is estimated.
The presented model can be successfully used for dynamic calculations of manometric tubes, 
since it is a classical approach to solving problems of vibrations of mechanical systems. 
In addition, it will allow you to calculate the parameters of tubular elastic elements used in 
various mechanisms as power elements.

Keywords
Manometric tubular spring, dynamic characteristics, forced oscillations, frequency, resonance, 
pressure pulsations, Lagrange equations of the second kind, MATLAB.
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