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в электрическом поле в структуре «металл — оксид — металл» при доминирующем 
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Представлены результаты численного моделирования массопереноса кислородных ва-
кансий по толщине оксидного слоя мемристора. Найдены распределения концентрации 
вакансий в зависимости от приложенного напряжения на электроды и от температуры 
мемристора. Получено хорошее совпадение участка вольт-амперной характеристики 
при переключении мемристора из низкопроводящего в высокопроводящее состояние, 
найденного в результате численного моделирования и экспериментально.
В бесформовочном нефиламентном мемристоре заметный градиент температуры 
отсутствует, поскольку джоулев нагрев мал из-за низкой плотности тока электронов. 
Поэтому температура присутствует в модели как параметр. Показано, что при темпе-
ратуре мемристора более 600 К можно пренебречь процессом рекомбинации вакан-
сий с ионами и существенно упростить процедуру математического моделирования 
резистивного переключения мемристора, исключив уравнение массопереноса ионов 
кислорода, а также рекомбинационный член в стационарном уравнении массопереноса 
кислородных вакансий.
Разработанная математическая модель динамического переключения мемристора, 
включающая систему стационарных обыкновенных дифференциальных уравнений, 
предназначена для моделирования работы больших мемристорных массивов в нейро-
морфных вычислительных устройствах и может оказаться предпочтительней по от-
ношению к известным схемотехническим моделям, которые включают в себя опреде-
ленный набор подгоночных параметров для совпадения результатов моделирования 
с экспериментальными характеристиками мемристора.

Ключевые слова
Мемристор на основе оксида металла, кислородные вакансии и ионы, математическое 
моделирование, физическая модель массопереноса зарядов, вольт-амперная характе-
ристика, резистивное переключение мемристора.
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Введение
Твердотельный мемристор является аналогом биологического синапса, связы-
вающего нейроны мозга. В [4] определены электрические свойства мемристора 
на основе смешанного оксида металлов, подобные свойствам биологического 
синапса при распространении нервного импульса. Указана возможность исполь-
зования мемристора как суммирующего элемента искусственного нейрона. 
Мемристорные массивы на основе оксидов металлов уже применяются для ап-
паратной реализации искусственных нейронных сетей. При обучении и работе 
этих устройств используются синаптические веса, которые реализуются в виде 
проводимостей мемристоров [2, 14-16].

Моделированию процессов переноса зарядов в мемристорах на основе окси-
дов металлов посвящено большое количество работ. В [3, 6, 13, 19, 20] представ-
лены физико-математические модели тепло- и массопереноса при транспорте 
кислородных вакансий в электрическом поле мемристора. Миграция вакансий 
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происходит под действием трех факторов: локального электрического поля (ме-
ханизм Хилла), градиента концентрации вакансий (закон Фика) и температурного 
градиента (эффект Соре), обусловленного джоулевым нагревом. Модели вклю-
чают нестационарное уравнение непрерывности для вакансий, стационарное 
уравнение Лапласа для электрического поля [6] и нестационарное уравнение 
теплопереноса Фурье [3, 13].

Для моделирования высокопроизводительных систем обработки информа-
ции на основе больших мемристорных массивов необходимо иметь численную 
модель переключения резистивных состояний мемристоров, которая, с одной 
стороны, наиболее полно учитывает процессы тепло- и массопереноса зарядов, 
а с другой — является достаточно простой в расчетах.

Физические модели связывают электрические характеристики мемристоров 
с механизмами физических процессов, протекающих в них. Такие модели опи-
сываются системами дифференциальных уравнений в частных производных 
и могут быть реализованы только с помощью численных методов и специально-
го программного обеспечения. Для решения задач проектирования нейроморф-
ных систем на основе мемристорных массивов широко используются компактные 
схемотехнические модели, которые представляют реальную структуру мемри-
стора в виде эквивалентной схемы и описываются системами обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Схемотехническая модель, например [17], ха-
рактеризуется достаточно простыми вычислениями. Однако если физическую 
модель мемристора также свести к решению более простой системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, то она может оказаться предпочтительней 
по отношению к схемотехнической модели, которая включает в себя определен-
ный набор подгоночных параметров для совпадения результатов моделирования 
с экспериментальными характеристиками мемристора.

В работе [1] представлена математическая модель резистивных состояний и ди-
намического переключения мемристора из низкопроводящего в высокопроводящее 
состояние на основе физической модели массопереноса зарядов без учета процесса 
теплопереноса в структуре «металл — оксид — металл» при доминирующем транс-
портном механизме туннелирования электронов через кислородные вакансии, ми-
грирующие под действием неоднородного самосогласованного электрического поля. 
В уравнении непрерывности для вакансий кислорода, как и в работе [5], пренебре-
галось диффузионным членом, связанным с наличием градиента концентрации 
в оксидном слое. В этом приближении путем сложения стационарных уравнений 
непрерывности для кислородных вакансий и ионов удалось получить  сравнитель-
но простое нелинейное дифференциальное уравнение первого порядка, описыва-
ющее распределение концентрации вакансий. Причем в случае пренебрежения 
процессом рекомбинации кислородных вакансий и ионов при низкой температуре 
в условиях слабого нагрева мемристора это уравнение становится линейным.

Целью настоящего исследования является создание относительно простой 
математической модели динамического переключения мемристора из низкопро-
водящего в высокопроводящее состояние на основе полной физической модели 
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процессов массопереноса кислородных вакансий и ионов с учетом их рождения, 
рекомбинации, дрейфа в электрическом поле и диффузии в структуре «металл — 
оксид — металл» при доминирующем транспортном механизме туннелирования 
электронов через кислородные вакансии. Такое резистивное переключение мемри-
стора используется при ассоциативном самообучении аппаратной нейросети 
на основе мемристорного массива [16].

Далее будет исследовано резистивное переключение в бесформовочном нефи-
ламентном мемристоре на основе оксида металла, когда электрический ток проте-
кает через всю поверхность электрода и не образуются филаменты с повышенной 
проводимостью в объеме оксида. Этот тип мемристора, обладающий многоуров-
невым характером резистивного переключения, является наиболее перспективным 
элементом для создания нейроморфных вычислительных систем.

Физико-математическая модель массопереноса кислородных вакансий 
и ионов в бесформовочном мемристоре
В общем виде систему уравнений тепломассопереноса при транспорте кисло-
родных вакансий и ионов в электрическом поле мемристора можно записать 
следующим образом [1, 3, 5, 6, 13, 19, 20]:
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σox = q / (4εε0E) — сечение рекомбинации; Nmax — максимальное число вакансий; 
E — электрическое поле; J — плотность тока захваченных электронов; a — длина 
прыжка для частицы; q — заряд частицы (иона или вакансии); k — постоянная 
Больцмана; T — температура; f0 = Wph / h — частота колебаний кристаллической 
решетки; Wph — энергия фононов; h — постоянная Планка; Eavac и Eaox — соответ-
ственно энергия активации движения вакансий и ионов кислорода; Egi — ширина 
запрещенной зоны диэлектрика; Eg и Er — соответственно энергия генерации 
и рекомбинации пары вакансии и иона; λ — коэффициент теплопроводности; ρ — 
плотность оксида металла; c — удельная теплоемкость диэлектрика; S = −Eavac / kT 2 
и Sox = −Eaox / kT 2 — соответственно коэффициенты термофореза для вакансий 
и ионов; z — координата, направленная поперек оксидного слоя мемристора.

Включение в уравнения (1)-(2) диффузионных членов, определяемых гра-
диентами концентраций dN / dz, dN0x / dz и отсутствующих в [1, 5], не позволяет 
свести эти уравнения к одному уравнению для концентрации вакансий N, учи-
тывающего, в отличие от [20], рекомбинацию вакансий с ионами.

Основные допущения, упрощающие математическую модель процессов 
тепломассопереноса зарядов, связаны с решением уравнений (1)-(4) в стацио-
нарном режиме. Как показано в [1] для оксида гафния, при времени миграции 
кислородных вакансий t0 ≈ 10 мс через оксид [18] их концентрация выходит 
на постоянное значение за время t = 0,1 мс [9], а время переключения мемристора 
из низкопроводящего в высокопроводящее состояние соответствует 10−1 мс [11]. 
Следовательно, уравнения (1)-(2), определяющие концентрации ионов и ва-
кансий, можно рассматривать в стационарном режиме. Использование стаци-
онарного уравнения теплопереноса (3), представленного в [19, 20], оправдано, 
поскольку время выхода температуры оксидного слоя на постоянное значение 
составляет менее 0,1 нс [10, 21]. В правой части этого уравнения кроме члена, 
связанного с джоулевым нагревом из-за протекания тока, присутствуют члены, 
связанные с охлаждением оксида за счет генерации пар «вакансия — ион» 
и нагревом диэлектрика при их рекомбинации. Цитируемые здесь работы не 
учитывают эти процессы. А в [5] помимо джоулева нагрева учитывается выде-
ление тепла при рекомбинации захваченных электронов и дырок в диэлектрике. 
В уравнениях непрерывности для вакансий и ионов (1)-(2) можно не учитывать 
члены, связанные с термофорезом и пропорциональные градиенту температуры, 
из-за малого диапазона изменения температуры по толщине даже формованного 
мемристора [19], в котором из-за высокой плотности тока в филаменте наблю-
дается разогрев до высоких температур 900 К и выше.

И наконец, из-за малой электропроводности доминирующим транспортным 
механизмом электронов в диэлектрическом слое оксида металла является туннели-
рование через кислородные вакансии. В этом случае внешнее электрическое поле E 
незначительно искажается свободными и захваченными носителями заряда, и его 
распределение в диэлектрическом слое определяется с помощью стационарного 
уравнения Лапласа [6]. Решением этого уравнения является E = −dφ / dz = −u / d, где 
φ |z = 0 = 0, φ |z = d = u, d — толщина оксидного слоя, u — потенциал электрода.
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Граничные условия первого рода на положительно заряженном электроде 
(z = d) для дифференциальных уравнений второго порядка (1)-(2) следующие:

 ��݀� � ��௫�݀� �  �� � ���� exp ��
�௚
݇�� , 

 
 (5)

где N0 — равновесная концентрация дефектов по Френкелю в диэлектрике в от-
сутствие электрического поля. Граничными условиями второго рода для этих 
уравнений на заземленном электроде (z = 0) являются равенства нулю плотности 
потоков вакансий и ионов [12]:

ܦ  ݖ݀�݀ � ��� � ௫�ܦ ;0 ݀��௫݀ݖ � ��௫���௫ � 0. 
 

 (6)

На обоих электродах мемристора T |z = 0, d = T0, а на границе «диэлектрик — 
электрод» изменения температур и теплового потока равны нулю [5]:

 ��|௭ � �, �� � 0; ቈ� ௭ � �, �቉�ݖ݀�݀ � 0.  (7)

Для получения вольт-амперной характеристики мемристора и исследования 
его резистивного переключения из низкопроводящего в высокопроводящее 
состояние систему уравнений (1)-(4), описывающих процессы тепло- и массо-
переноса в электрическом поле мемристора, необходимо дополнить уравнени-
ем для плотности тока захваченных электронов J [7].

Численное моделирование процесса переноса кислородных вакансий 
и резистивного переключения мемристора
Для расчета распределения концентраций кислородных вакансий и резистив-
ного переключения мемристора использована программа [1] на языке програм-
мирования Python версии 3.7 с применением библиотеки numpy. При расчетах 
использовалась сетка с равномерным расположением узлов. Скалярное поле 
концентраций вакансий рассчитывается путем численного решения задачи Коши 
для уравнений (1)-(2) методом Эйлера.

Построение участка вольт-амперной характеристики мемристора выполня-
ется путем последовательного расчета профиля вакансий, концентрации и плот-
ности тока электронов на границе с заземленным электродом (z = 0) при разных 
потенциалах u на противоположном электроде (z = d) [1, 5].

Для программирования уравнений (1)-(4) и граничных условий (5)-(7) к ним 
были использованы следующие значения констант для мемристора на основе 
оксида тантала (Ta2O5): Nm = 1022 см−3; a = 0,05 нм [20]; Eavac = 0,7 эВ; Eaox = 0,65 эВ; 
Eg = 1,666 25 эВ [22]; Er = 0,15 эВ [23]; Wopt = 2,5 эВ; Wt = 0,767 эВ; m* = 0,25me [7].

На рис. 1 представлены результаты численного моделирования процессов 
стационарного массопереноса кислородных вакансий по толщине оксидного 
слоя мемристора.



Вåсòниê Òþìåнсêого госуäарсòвåнного унивåрсиòåòа

204

 
 (а) 

  (б) 
Рис. 1. Профиль концентрации вакансий 
по толщине оксидного слоя 
при диффузии в электрическом поле (1), 
с учетом генерации (2), с учетом 
генерации и рекомбинации с ионами (3):  
а) при d = 7,5 нм, u = 1,5 В; 
б) при d = 15 нм, u = 3 В

Fig. 1. Vacancy concentration profile 
along oxide layer thickness at iffusion 
in electric field (1), including 
generation (2), including generation 
and recombination with ions (3):  
а) at d = 7.5 nm, u = 1.5 V;  
б) at d = 15 nm, u = 3 V
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Рис. 1а иллюстрирует распределение концентрации вакансий при их диф-
фузии в электрическом поле и температуре 600 К с учетом процессов генерации 
и рекомбинации с ионами в Ta2O5 толщиной d = 7,5 нм и напряжении на элект-
родах u = 1,5 В [20], а рис. 1б — соответственно при d = 15 нм и u = 3 В [8]. 
Профиль концентрации вакансий имеет ярко выраженную полку вблизи зазем-
ленного электрода (z = 0), как и в работе [12].

Как следует из рис. 1, стационарное распределение концентрации вакансий 
существенным образом зависит от процессов генерации и рекомбинации пары 
«вакансия — ион».

На рис. 2а отражена зависимость распределения профиля концентрации 
вакансий по толщине оксида от приложенного напряжения на электроды мемри-
стора [20] с учетом генерации (2), с учетом генерации и рекомбинации с иона-
ми (3), а на рис. 2б — соответственно от температуры.

С ростом напряжения на электродах и температуры оксида обедненная отри-
цательными ионами кислорода область, обрамляемая кривой (3) на рис. 2, в кото-
рой увеличивается проводимость для электронов, приближается к положительно 
заряженному электроду, пока не наступит эффект свободного туннелирования 
электронов на этот электрод (эффект Шоттки). При таком критическом напря-
жении происходит переключение состояния мемристора из низкопроводящего 
в высокопроводящее. Этот процесс соответствует бесформовочному нефила-
ментному переключению мемристора, когда электрический ток протекает через 
всю поверхность электрода [8].

Видно, что профили концентрации вакансий практически совпадают при тем-
пературе оксида металла 300 и 900 К и сильно разнятся при температуре поряд-
ка 600 К. Следовательно, в условиях высокого нагрева мемристора можно прене-
бречь процессом рекомбинации вакансий с ионами и существенно упростить 
процедуру математического моделирования резистивного переключения мемри-
стора, исключив уравнение массопереноса ионов (2), а также рекомбинационный 
член R (N, Nox) в стационарном уравнении массопереноса вакансий (1).

Рис. 3 иллюстрирует процесс переключения мемристора из низкопроводя-
щего в высокопроводящее состояние при возрастании напряжения u на элек-
троде от 0 до 3 В: красная кривая — результат расчета с учетом генерации 
и рекомбинации пар «вакансия — ион», черная кривая взята из эксперимен-
тальной вольт-амперной характеристики для бесформовочного мемристора [8], 
в котором в качестве анода использовался электрод из тантала Ta диаметром 
D = 100 мкм с соответствующими константами для этого материала: работой 
выхода AM = 4,25 эВ [22], сродством к электрону в оксиде тантала χD = 3,2 эВ [24].

Для рассмотренного примера резистивного переключения в бесформо-
вочном нефиламентном мемристоре на основе Ta2O5 [8], когда электрический 
ток протекает через всю поверхность электрода и не образуются филаменты 
с повышенной проводимостью в объеме оксида, одномерное уравнение те-
плопереноса (3) не дает правильного распределения температуры по толщине 
мемристора, сравнимого с экспериментальными результатами. Джоулев нагрев 
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Рис. 2. Профиль концентрации 
вакансий по толщине оксидного слоя: 
а) для Т = 600 К и различного 
напряжения на электродах (2 и 3 — 
при u = 1,4 В, 2’ и 3’ — при u = 1,5 В,  
2” и 3” — при u = 1,6 В); 
б) для различной температуры 
при u = 1,5 В (2 и 3 — при 600 К, 2* 
и 3* — при 300 К, 2** и 3** — при 900 К)

Fig. 2. Vacancy concentration profile 
along oxide layer thickness: 
а) for T = 600 K and different electrode 
voltages (2 and 3 — at u = 1.4 V,  
2’ and 3’ — at u = 1.5 V,  
2” and 3”  — at u = 1.6 V);  
б) for different temperatures at u = 1.5 V 
(2 and 3 — at 600 K, 2* and 3* — 
at 300 K, 2** and 3** — at 900 K)
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достаточно мал из-за низкой плотности тока электронов, и какого-либо замет-
ного градиента температуры не наблюдается. Причем охлаждение оксида из-за 
процесса генерации пар «вакансия — ион» по величине значительно меньше 
джоулева нагрева и значительно больше нагрева из-за рекомбинации этих пар, 
поскольку скорость генерации G всегда больше скорости рекомбинации R, 
а энергия генерации Eg значительно превышает энергию рекомбинации Er. 
В формовочном мемристоре из-за создания узких каналов повышенной прово-
димости диаметром порядка 10 нм необходимо рассматривать цилиндрическую 
геометрию при тепло массопереносе зарядов [19, 20]. Из-за высокой плотности 
тока электронов в филаменте и, соответственно, высокого уровня джоулева 
нагрева, по толщине мемристора формируется большой градиент температуры 
с максимальным значением более 900 К.

Заключение
Относительно простая математическая модель динамического переключения 
мемристора построена на основе полной физической модели процессов стацио-
нарного массопереноса кислородных вакансий и ионов с учетом их рождения 
в сильном электрическом поле по механизму Френкеля, рекомбинации, дрейфа 
в электрическом поле по механизму Хилла и диффузии из-за градиента концен-
трации по закону Фика в структуре «металл — оксид — металл» при домини-
рующем транспортном механизме туннелирования электронов через кислород-
ные вакансии.

 
Рис. 3. Зависимость тока I = JπD2 / 4 
от напряжения u на аноде, описывающая 
переключение мемристора на основе 
Ta2O5 из низкопроводящего 
в высокопроводящее состояние

Fig. 3. Current I = JπD2 / 4 dependence 
on the anode voltage u, describing  
Ta2O5 memristor switching 
from a low-conducting 
to a high-conducting state
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С помощью численного моделирования получены распределения концентра-
ции вакансий в зависимости от приложенного напряжения на электроды и тем-
пературы мемристора. Получено хорошее совпадение участка вольт-амперной 
характеристики при переключении мемристора из низкопроводящего в высо-
копроводящее состояние, найденное в результате численного моделирования 
и экспериментально.

Расчетные профили концентраций показывают сильную зависимость от тем-
пературы активного слоя мемристора. В условиях нагрева мемристора менее 300 
и более 600 К можно пренебречь процессом рекомбинации вакансий с ионами и су-
щественно упростить процедуру математического моделирования резистивного 
переключения мемристора, исключив уравнение массопереноса ионов кислорода, 
а также рекомбинационный член в стационарном уравнении массопереноса кис-
лородных вакансий. Кроме этого, с увеличением толщины активного слоя влияние 
рекомбинации на профиль концентрации вакансии ослабевает.

Для рассмотренного примера резистивного переключения в бесформовочном 
нефиламентном мемристоре, когда электрический ток протекает через всю по-
верхность электрода, одномерное уравнение теплопереноса не дает правильного 
распределения температуры по толщине мемристора, сравнимого с эксперимен-
тальными результатами. Джоулев нагрев мал из-за низкой плотности тока элек-
тронов, и какого-либо заметного градиента температуры не наблюдается.

Разработанная математическая модель динамического переключения мемри-
стора, включающая систему стационарных обыкновенных дифференциальных 
уравнений, предназначена для моделирования работы больших мемристорных 
массивов в нейроморфных вычислительных устройствах и может оказаться 
предпочтительней по отношению к известным схемотехническим моделям, 
которые включают в себя определенный набор подгоночных параметров для сов-
падения результатов моделирования с экспериментальными характеристиками 
мемристора.
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Abstract
A relatively simple mathematical model of dynamic switching of a memristor has been cre-
ated based on a fairly complete physical model of the processes of stationary mass transfer 
of oxygen vacancies and ions, considering their generation, recombination and diffusion in 
electric field in the “metal-oxide-metal” structure with the dominant transport mechanism 
of electron tunneling through oxygen vacancies.
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The results of numerical simulation of mass transfer of oxygen vacancies along thickness of 
the oxide layer of the memristor are presented. The distributions of vacancy concentration 
during their diffusion in an electric field are found, taking into account the processes of gen-
eration and recombination with ions, depending on the applied voltage to the electrodes and 
on the temperature of the memristor. A good coincidence of the volt-ampere characteristics 
part found as a result of numerical simulation and a series of experiments is obtained.
It is shown that under conditions of more than 600 K memristor temperature, it is possible 
to neglect the process of ion-vacancy recombination and significantly simplify the procedure 
for mathematical modeling of memristor resistive switching by eliminating the oxygen mass 
transfer equation, as well as the recombination term in the stationary equation of oxygen 
vacancies mass transfer.
The developed mathematical model of memristor dynamic switching, including a system 
of stationary ordinary differential equations, is designed to simulate the operation of large 
memristor arrays in neuromorphic computing devices and may be preferable in relation to 
known circuit models that include a certain set of fitting parameters to match the simulation 
results with the memristor experimental characteristics.

Keywords
Metal oxide memristor, oxygen vacancies and ions, mathematical modeling, physical mod-
el of stationary mass transfer of charges, volt-ampere characteristic, resistive switching of 
the memristor.
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