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Аннотация 

В данной работе с использованием твердо — жидкостной модели грунта, ме-

тодов и положений теории потенциальных течений, а также аппарата аналити-

ческих функций построено аналитическое решение задачи о выбросе грунта 

при взрыве заряда, расположенного на поверхности для случая, когда этот за-

ряд в плане имеет форму прямоугольника, у которого длина намного превы-

шает его ширину. Отличительной особенностью полученного решения явля-

ется то что в рамках сформированной математической модели оно является 

точным, имеет конечную форму и выражено в элементарных функциях. 
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Введение 

Данная работа является продолжением двух работ, ранее опубликованных ав-

торами по этой тематике в которых найдены новые решения задач о выбросе 

грунта при взрыве заглубленного горизонтально расположенного прямого 

шнурового заряда [1], а также в случае вертикально расположенного заглуб-

ленного заряда прямоугольной формы длина которого намного превышает его 

высоту [2]. 

Мы исходим из того, что специалисты по гидродинамике, интересующиеся 

вопросами конформных отображений, воспользуются ссылками на недавно 

опубликованные наши статьи в части введения в тему исследования [1, 2]. По-

этому на вопросах важности решаемых нами задач остановимся совсем кратко. 

Задача определения формы воронки оставляемой взрывом имеет важное зна-

чение при разработке грунтов природного залегания методом взрыва в хозяй-

ственной государственной деятельности. 

Еще в 1946 г. М. А. Лаврентьевым была предложена оригинальная гидро-

динамическая трактовка явления кумуляции, в соответствии с которой при 

огромных давлениях, возникающих в момент взрыва, металл можно рассмат-

ривать как идеальную несжимаемую жидкость; после этого, используя уравне-

ния гидродинамики, можно было рассчитать динамику струи металла и вычис-

лить пробивной эффект. За работы в области кумуляции Лаврентьев был 
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в 1949 г. удостоен Сталинской премии. В 1960-х гг. эта теория была предло-

жена им для грунтов природного залегания [6].  

Суть гидродинамической модели состоит в следующем. В определенной 

окрестности расположения заряда взрыв формирует колоссальные деформа-

ции, существенно превышающие предельные деформации текучести матери-

ала. Поэтому в этой зоне, грунт ведет себя как идеальная несжимаемая жид-

кость. На некотором удалении от источника это превышение сходит на нет. 

Точки где это происходит образуют некоторую поверхность, которую и назы-

вают границей воронки взрыва или формой воронки. По другую сторону от 

границы воронки грунт не разрушается в силу того, что импульс, который до-

ходит до этих точек затухает и становится меньше сил, удерживающих эле-

менты породы в неподвижном состоянии. 

Для расчетов формы воронок с неизвестной границей от взрыва широко и 

успешно используют математический аппарат теории аналитических функций 

и потенциальных течений, применяя методы аналогичные тем что используют 

для решения задач о течении идеальной жидкости со свободной границей 

[4, 7, 8], многократно использованной в теории фильтрации и классической 

гидродинамике. 

От расчетных границ, фактические контуры воронки отличаются более по-

логой формой. Привести в соответствие с практикой длину воронки можно 

правильно подобрав параметр (с), характеризующий свойства разрабатывае-

мого грунта. 

В эпицентре взрыва грунт ведет себя как сжимаемая среда и даже как 

плазма. Однако учет этих качеств вряд ли изменит теоретически найденную 

форму воронки. Упомянутый выше параметр (с) является единственной харак-

теристикой грунта представленной в математической модели. Минимизируя 

количество параметров задачи мы существенно упрощаем ее математическое 

описание. Это дает возможность построить ее аналитическое решение в замк-

нутой форме. 

Целью данной научной работы является: 

1) определение формы воронки от взрыва плоского заряда, расположен-

ного на поверхности и в плане имеющего конфигурацию прямоугольника  

у которого длина намного превышает ширину; 

2) построение графиков границ воронки взрыва, линий тока и линий рав-

ного потенциала при помощи составленной программы, интерпретирующей 

построенное аналитическое решение. 

Методы 

При проводимых научных исследованиях в рамках импульсно — гидродина-

мической постановки задачи для твердо-жидкостной модели взрыва были ис-

пользованы аппарат и методы аналитических функций, положения Теории 

Струй и Теории Функций Комплексного Переменного, методы Конформного 

Отображения, аппарат Теории Потенциальных Течений и Теории Аналитиче-

ских Функций. 



 

Форма воронки от взрыва заряда… 
 

 

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2022.  Т. 8. № 3 (31) 

129 

Результаты исследования и их обсуждение 

Постановка задачи 

Рассматривается задача в твердо-жидкостной импульсной постановке о взрыве 

поверхностного заряда. Заряд действует как равномерно распределенные по 

поверхности грунта источники, с интенсивностью φ0. В плане вся совокуп-

ность распределения этих источников представляет собой прямоугольник, ши-

рина которого равна удвоенному расстоянию АВ. Это изображено на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схема расположения  

поверхностного заряда в плане  

(вид сверху) 

 

Fig. 1. The layout of the surface 

charge in the plan (top view) 

В процессе решения настоящей задачи нам необходимо определить гра-

ницу воронки выброса. Этой границей будет линия тока при условии, что v = c. 

На рис. 1 граница воронки выброса на поверхности обозначена пунктиром. 

На рис. 2 показана геометрия области течения, изображенная в плоскости 

поперечного разреза, перпендикулярного длине заряда, т. е. по ширине заряда. 

Поскольку наша схема является симметричной, то рассматриваем только пра-

вую часть плоскости поперечного разреза. 

Начнем с того, что комплексный потенциал течения представляется в сле-

дующем виде: 

𝑤(𝑧) = 𝜑(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝜓(𝑥, 𝑦) . 

Тогда скорость, исходя из теории аналитических функций будет выглядеть 

как производная от потенциала: 

𝑑𝑤

𝑑𝑧
=

𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝜓

𝜕𝑥
=

𝜕𝜑

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑦
= 𝑢 − 𝑖𝑣 . 
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Рис. 2. Геометрия области течения 
 

Fig. 2. Geometry of the flow area 

Далее определим граничные условия для потенциальной функции 𝜑(𝑥, 𝑦) 

и функции тока 𝜓(𝑥, 𝑦). 

Поскольку давление на открытой поверхности грунта АD равно нулю, то и 

потенциальную функцию удобнее взять нулевой, 

𝜑 = 0 , на 𝐴𝐷. (1) 

На неизвестной границе CD, которую нам предстоит найти используем 

условие: 

𝜕𝜑

𝜕𝑛
= 0 , на 𝐶𝐷. (2) 

В нашей модели линия CD представляет собой непроницаемую стенку. Из-

за того, что среда, перемещающаяся вдоль стенки, является идеальной жидко-

стью, для скорости на этой границе следует принять постоянство ее модуля: 

|
ⅆ𝑤

ⅆ𝑧
| = 𝑐. (3) 

На линии тока BCD функция тока равна нулю. На линии представляющей 

поверхность заряда АВ потенциальная функция равна величине потенциаль-

ной функции начального импульса. Соответственно эти условия будут выгля-

деть так: 

𝜓 = 0 , 𝜑 = 𝜑0 .  (4) 

Причем, на участке ВС и ВА скорость направленна вниз, а на участке 

АD — вверх. 

Остановимся подробнее на физическом смысле этих условий. 

Потому как по линии AD на грунт давит только атмосферное давление, то 

скорость на ней направлена вверх. 

Модуль скорости в точке (А), вследствие разрыва потенциала, должен 

иметь бесконечное значение. 
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Функция тока ψ на линии ВСD, которая есть линия тока, равна нулю. Мо-

дуль скорости на отрезке DС не меняется и равен (с). 

Скорости направлены в соответствии со значением аргументов комплекс-

ной скорости. Расход жидкости зависит от значения 𝜑 = 𝜑0 на отрезке АВ. 

Количество этого расхода в два раза меньше мощности источника по причине 

рассматривания нами половины течения. 

Итак, подведем итог постановки задачи. Учитывая граничные условия 

(1) − (4), необходимо определить аналитическую функцию w(z) в области 

АВСD и неизвестный участок границы воронки CD. В качестве исходных дан-

ных, характеризующих мощность заряда следует принять величину началь-

ного импульса φ0, а также и величину модуля скорости на криволинейной гра-

нице выемки (с). Таким образом параметр c = |dw/dz| имеет двойное 

назначение, поскольку характеризует и грунт, и заряд. Ширина заряда d явля-

ется чисто геометрическим параметром, поскольку сказывается лишь на форме 

воронки. 

Решение задачи 

На рис. 3 показано, что для этой задачи область течения ABCD имеет вид вер-

тикальной полосы в плоскости комплексного потенциала w. 

Источник импульсного воздействия (АВ) в плоскости w располагается на 

вертикальной линии для которой потенциальная функция равна величине по-

тенциальной функции начального импульса 𝜑 = 𝜑0. При этом точка (А) ухо-

дит в бесконечность. Границе воронки в плоскости w соответствует линия CD 

расположенная внизу полуполосы. Одной из целей решения является нахож-

дение положения точки (С). 

 

Рис. 3. Область комплексного  

потенциала и вспомогательной  

переменной t 

 

Fig. 3. The area of the complex  

potential and the auxiliary variable t 
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На рис. 4 можно видеть область значений функции idw/dz = v + iu , кото-

рую мы называем плоскостью скоростей. 

 

Рис. 4. Область функции 

𝑖𝑑𝑤 𝑑𝑧⁄ = 𝑣 + 𝑖𝑢  

Fig. 4. Function area  

𝑖𝑑𝑤 𝑑𝑧⁄ = 𝑣 + 𝑖𝑢 

Рассмотрение ситуации в этой плоскости дает некоторые преимущества. 

Несложная геометрия области решения с границами в виде прямых линий и 

полуокружности с радиусом (с). Центр полуокружности радиуса (с) одновре-

менно является началом координат изображенного графика. Границе воронки 

будет соответствовать представленная полуокружность. На рис. 4 она изобра-

жена пунктирной линией. Горизонтальная ось v вещественная. На ней справа 

от вертикальной оси (u) проходящей через начало координат (положительная 

часть), расположен участок открытого грунта DА. На ней же, но слева от вер-

тикальной оси (u) (отрицательная часть), находится участок расположения ис-

точника импульсного воздействия АВ. Точка (А) также уходит в бесконеч-

ность, что соответствует бесконечной скорости в этой части плоскости. 

Итак, нами построены области комплексного потенциала w = φ + iψ 

(рис. 3) и функции idw/dz=v+iu (рис. 4). И та, и другая достаточно просты. Те-

перь нам надо выбрать какую-либо область, желательно еще более простую и 

выполнить конформное отображение уже известных областей скорости и ком-

плексного потенциала на область нового комплексного параметра. Такой па-

раметрической областью является верхняя полуплоскость комплексного пере-

менного t. Эта область представлена на правой части рис. 3. 

В области вспомогательной переменой t периметр течения ABCD располо-

жен на вещественной оси. Всегда можно так выбрать масштаб преобразования, 

чтобы граница воронки CD находилась на вещественной оси t в пределах от «-

1» до «+1». В таком случае участок открытого грунта DА будет располагаться 

на вещественной оси t в пределах от 1 до ∞. Заряд взрывчатого вещества будет 

располагаться левее точки 1 − 𝜇 , где 𝜇 > 2 — некоторый параметр, от которого 

зависит форма воронки взрыва. Параметр μ и параметр ширины заряда d будут 

в последующем связаны нами определенной формулой. 

Отображение области комплексного потенциала w (рис. 3) на верхнюю по-

луплоскость t осуществляется функцией: 
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𝑡 = 1 − 𝜇 ∙ 𝑠𝑖𝑛2 (
𝜋𝑤

2𝜑0
).  (5) 

Производная dw/dt из формулы (5) будет такой: 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −

𝜑0

𝜋√(1−𝑡)(𝑡+𝜇−1)
.  (6) 

Для дальнейших преобразований воспользуемся функцией вида 𝑡 +

√𝑡2 − 1 . С ее помощью получается фигура, которая идентична области функ-

ции idw/dz, изображаемой на рис. 4. Получилось это потому, что все точки ве-

щественной оси по модулю t большие чем ноль остаются на этой вещественной 

оси, а отрезок вещественной оси с точками верхней полуплоскости t по мо-

дулю меньшими чем ноль переводится в полукруг единичного радиуса. В 

итоге полученная фигура совпадает с областью idw/dz, показанной на рис. 4. 

Точность совпадения этих фигур определяется масштабным множителем (с). 

𝑖
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑐(𝑡 + √𝑡2 − 1 ). (7) 

Далее вычисляем dz/dw, и имеем: 

𝑑𝑧

𝑑𝑤
=

𝑖(𝑡−√𝑡2−1 )

𝑐
 .  

По правилам дифференцирования имеем: 

𝑑𝑧

𝑑𝑤
=

𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑤
 .  

Если исходить из того, что производную dz/dt будет легче находить, чем 

производную dw/dt, то от переменной дифференцирования w следует перейти 

к t и в дальнейшем определять z как функцию параметра t: 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝑖(𝑡−√𝑡2−1 )

𝑐

𝑑𝑤

𝑑𝑡
.  

Заменим в полученном соотношении элемент dw/dt на его выражение из 

формулы (6) и получим следующую формулу: 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −

𝑖𝜑0

𝜋𝑐

𝑡−√𝑡2−1 

√(1−𝑡)(𝑡+𝜇−1)
= −

𝜑0

𝜋𝑐

𝑡−√𝑡2−1 

√(𝑡−1)(𝑡+𝜇−1)
. (8) 

Теперь нам достаточно вычислить интеграл от правой части формулы (8). 

Нам потребуются начальные условия, их мы получим если будем знать для 

некоторого значения параметра t значение z. Воспользуемся тем что в точке 

(В) физической плоскости (рис. 2) координаты области течения (z) обраща-

ются в ноль. Этой точке в плоскости параметрического переменного (t) соот-

ветствует точка 𝑡 =  1 —  𝜇. Это заключение дает нам право представить урав-

нение (8) в следующем виде: 

𝑧 = −
𝜑0

𝜋𝑐
∙ ∫

𝑡−√𝑡2−1 

√(𝑡−1)(𝑡−1+𝜇)

𝑡

1 — 𝜇
𝑑𝑡. (9) 
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Чтобы данный интеграл вычислить в явном виде произведем замену пере-

менного t на (u): 𝑢 = √𝑡 − 1 − μ . Производя соответствующие вычисления, 

придем к следующей формуле: 

𝑧

𝑑
=

𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙ (

2√(𝑡−1+𝜇)

√(𝑡−1)+√(𝑡+1)
+ (𝜇 − 2) ln (√

𝜇−2

𝜇
∙

√(𝑡−1+𝜇)+√(𝑡−1)

√(𝑡−1+𝜇)+√(𝑡+1)
)).  (10) 

Если t→∞, то z должно обращаться в d, т. е. в полуширину слоя заряда. 

Отсюда, вычисляя предел в формуле (10) получим: 

1 =
𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙ (1 + (𝜇 − 2) ∙ ln √

𝜇−2

𝜇
)  . (11) 

Несколько слов о параметре μ. Физического смысла этот параметр не 

имеет. И вводится он нами только для того, чтобы обеспечить возможность 

аналитических преобразований. Математически параметр μ есть корень урав-

нения (11). 

Введем новый параметр b. В составе формулы (11) он выглядит так:  

𝑏 =
𝜑0

𝜋𝑐𝑑
 .  (12) 

Как видно из формулы (12) параметр b включает в себя следующие харак-

теристики: φ0 — мощность заряда, с — прочность грунта, d — ширина слоя 

заложения заряда. Основываясь на формулах (11) и (12) нами составлена вы-

числительная программа, определяющая μ = μ(b), то есть считающая μ как 

функцию безразмерного параметра b.  

Уравнение границы воронки можно также получить из общего реше-

ния (10). Для этого в нем нужно положить, что параметр t пробегает веще-

ственные значения в пределах от –1 до +1. При этом величина √(𝑡 − 1) при-

нимает на этом участке чисто мнимое значение, и всё выражение (10) 

получается комплексным. Отделяя вещественную и мнимую части, получим: 

𝑥

𝑑
=

𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙ (√(𝑡 + 𝜇 − 1)(𝑡 + 1) + (𝜇 − 2) ∙ ln (

√𝜇−2

√𝑡+𝜇−1+√𝑡+1
)) ;

𝑦

𝑑
=

𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙ (√(𝑡 + 𝜇 − 1)(𝑡 + 1) − (𝜇 − 2) ∙ arctg (√

1−𝑡

𝑡+𝜇−1
)) 

}. (13) 

Полученное решение справедливо, когда параметр 𝑏 = 𝜑0/𝜋𝑐𝑑 имеет зна-

чение большее единицы; тогда μ будет > 2, как это следует из уравнения (11). 

В этом случае в зоне разрушения имеется конечный участок оси симметрии 

(ВС). 

Существует, однако, и другое решение, которое реализуется при b < 1, т. е. 

при малой мощности заряда. Воронка в этом случае начинается не от оси сим-

метрии, а непосредственно с поверхности заряда. Решение (10) тогда нужно 

изменить следующим образом. Точки (В) и (С) при этом совпадают, поэтому 

следует взять μ = 2. Далее, поскольку теперь воронка не проходит через начало 
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координат, нужно добавить к решению (10) неизвестную константу l/d, кото-

рая будет определять начало воронки. Таким образом, решение получается  

в виде: 

𝑧

𝑑
=

𝑙

𝑑
+

𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙

2√𝑡+1

√𝑡−1+√𝑡+1
 .  

Постоянную l/d можно определить из условия, что при t → ∞: z/d → 1.  

Тогда получим: 

𝑧

𝑑
= 1 +

𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙

√𝑡+1−√𝑡−1

√𝑡+1+√𝑡−1
 .  (14) 

Граница воронок тогда представляется в виде: 

𝑧

𝑑
= 1 +

𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙ (𝑡 − 𝑖√1 − 𝑡2) , −1 < 𝑡 < 1 . (15) 

Откуда видно, что они являются кругами радиуса b < 1, с центром на краю 

заряда z/d = 1. 

Результаты расчета по формулам (10) или (15) при различных значениях 

параметра 𝑏 = 𝜑0/𝜋𝑐𝑑 показаны на рис. 5. 

 

Рис. 5. Формы воронок  

от поверхностного взрыва  

для различных значений параметра: 

𝑏 = 𝜑0/𝜋𝑐𝑑 

 

Fig. 5. Funnel shapes from surface  

explosion for different parameter  

values: 𝑏 = 𝜑0/𝜋𝑐𝑑 
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В этой задаче линии равного потенциала и линии тока можно также рас-

считать, поскольку имеется явное выражение для z/d. Задавая горизонтальные 

и вертикальные линии в области комплексного потенциала w (рис. 3), отобра-

жаем их затем в физическую плоскость пользуясь для этого формулами: 

𝑡 = 1 − 𝜇 ∙ 𝑠𝑖𝑛2 (
𝜋𝑤

2𝜑0
) ;  1 =

𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙ (1 + (𝜇 − 2) ∙ ln √

𝜇−2

𝜇
) ;  

𝑧

𝑑
=

𝜑0

𝜋𝑐𝑑
∙ (

2√𝑡−1+𝜇

√𝑡−1+√𝑡+1
+ (𝜇 − 2) ∙ ln (√

𝜇−2

𝜇
∙

√𝑡−1+𝜇+√𝑡−1

√𝑡−1+𝜇+√𝑡+1
)) .  

Результат такого расчета для частного случая 𝑆 = 𝜑0/𝜋𝑐𝑑 = 8, показан на 

рис. 6. 

 

Рис. 6. Эквипотенциальные линии  

и линии тока от поверхностного 

взрыва для значения параметра: 

𝑆 = 𝜑0/𝜋𝑐𝑑 = 8 

 

Fig. 6. Equipotential lines and current 

lines from the surface explosion for 

the parameter value: 𝑆 = 𝜑0/𝜋𝑐𝑑 = 8 

Заключение 

В работе применена твердо-жидкостная модель взрыва, предложенная  

М. А. Лаврентьевым. В рамках этой математической модели получено и по-

дробно проанализировано решение для задачи: взрыв заряда, расположенного 

на поверхности и в плане имеющего конфигурацию прямоугольника у кото-

рого длина намного превышает ширину. 

Выбор этой задачи обусловлен тем, что она имеет точное аналитическое 

решение, причем в простой аналитической форме, в элементарных функциях. 
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После получения формы воронки выброса, для большей наглядности, пред-

ставленные результаты были дополнены расчетом линий равного потенциала 

и линий тока. 
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to the problem of ejection of soil during an explosion of a charge located on the 

surface is constructed for the case when this charge has the shape of a rectangle in 

the plan, whose length far exceeds its width. A distinctive feature of the obtained 

solution is that within the framework of the formed mathematical model, it is accu-

rate, has a finite form and is expressed in elementary functions. 
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