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Аннотация
Для описания реакций слияния — деления ядер применяют различные модели. Мы 
используем модель, содержащую две стадии расчетов. На первой стадии моделируется 
процесс сближения сталкивающихся ионов до момента их касания. На второй рас-
сматривается динамика образовавшейся моносистемы. Нас будет интересовать первая 
стадия процесса, а именно сечение касания как определяющее сечение образования 
испарительного остатка сверхтяжелых элементов (СТЭ).
При построении модели всегда остро встает вопрос с выбором конкретного вида ядер-
ного потенциала. В данной работе производится сравнение существующих вариантов 

Цитирование: Мазур С. И. Выбор ядерного потенциала для расчета входного канала 
в реакциях с тяжелыми ионами / С. И. Мазур, Г. И. Косенко, Р. С. Курманов // Вестник 
Тюменского государственного университета. Физико-математическое моделирование. 
Нефть, газ, энергетика. 2019. Том 5. № 1. С. 162-175.
DOI: 10.21684/2411-7978-2019-5-1-162-175



163Выбор ядерного потенциала для расчета ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2019.  Том 5. № 1

ядерного потенциала типа Вудса — Саксона. На основе чего выбирается наиболее 
подходящий потенциал для расчета входного канала реакции в нашей модели.
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Введение
На протяжении последних десятилетий изучение синтеза и свойств сверхтя-
желых элементов (СТЭ) является одним из приоритетных направлений со-
временной ядерной физики. Для получения определенного изотопа СТЭ экс-
периментаторы выбирают реакцию и энергию налетающих частиц. Задача 
теоретических моделей — облегчить выбор экспериментаторам, т. е. макси-
мально точно и полно описать характеристики реакции (сечения захвата, 
слияния, образования остатков испарения) в зависимости от входных параме-
тров. Для описания реакций слияния — деления мы используем двухшаговую 
модель [10], содержащую две стадии. На первой происходит касание налета-
ющего ядра с более тяжелым ядром-мишенью. На этой стадии рассматрива-
ется динамика сближения ядер до их касания. После касания взаимодействие 
ядер рассматривается как динамика моносистемы, и возможны несколько 
сценариев развития. Первое возможное развитие реакции — это глубоконеуп
ругое взаимодействие (deep inelastic). При таких реакциях взаимодействующие 
ядра обмениваются большим числом нуклонов, но после касания система 
вновь распадается, вероятность такого процесса очень велика. Второй сцена-
рий — это квазиделение (quasi-fission). В таких процессах взаимодействующие 
ядра могут значительно изменить структуру друг друга, обмениваясь нукло-
нами, но при этом не образуется составное (компаунд) ядро. Третий исход 
реакции — это слияние. В этих случаях составная система достигает сфери-
ческой формы и образует компаунд-ядро, которое, как правило, находится в 
возбужденном состоянии. Такое ядро может поделиться или снять возбужде-
ние в процессе эмиссии нескольких частиц и γ-квантов, в результате чего 
образуется испарительный остаток. Испарительный остаток и есть основная 
цель при синтезе СТЭ. Таким образом, сечение образования СТЭ, основная 
величина, характеризующая процесс поиска нового элемента, определяется 
вероятностью слияния и вероятностью образования остатка испарения. В свою 
очередь, вероятность слияния находится перемножением вероятности касания 
и вероятности формирования сферического ядра после этого:

���� ��� ��.��.� � ������ ��� ��.��.� ����� ��� ��.��.�. (1)
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В настоящей работе нас интересует сечение касания как определяющее все 
остальные сечения. Величина сечения касания зависит от соотношения энергии 
столкновения и величины барьера слияния. Барьер слияния зависит от суммы 
кулоновской и ядерной энергий взаимодействия сталкивающихся ядер.

При построении модели всегда остро встает вопрос о выборе конкретного 
вида потенциалов. Основным критерием выбора является возможность описа-
ния экспериментальных значений барьеров слияния и сечений касаний. И если 
с выбором вида кулоновской части не возникает проблем, то при расчете ядер-
ной части есть несколько вариантов [2, 3, 6, 9]. Вид потенциала, использованный 
нами в [10], — это модифицированный в [4] потенциал из [6]. Данный потен-
циал имеет вид потенциала Вудса — Саксона [13]. Потенциал имеет несколько 
параметров, которые подбираются под экспериментальные данные для описания 
конкретных реакций. Целью настоящей работы является сравнение существу-
ющих вариантов ядерного потенциала типа [13] и внесение однозначности в его 
выборе при расчете входного канала реакции для дальнейшего использования 
в двухшаговой модели слияния — деления сверхтяжелых ядер.

Методы расчета ядерного потенциала
Рассмотрим разные варианты расчета ядерного потенциала. Мы будем рассма-
тривать потенциалы типа Вудса — Саксона. В работе [10] нами был использован 
потенциал Гросса — Калиновского [6]:

���� = 1
2 ������� ���������� (2)

������ =  � ���� � ���ρ���������� (3)
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� 
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Здесь R1 = 1,25A1
1/3, а R2 = 1,12A2

1/3 – 0,86A2
−1/3, Аi — массовое число первого 

или второго ядра соответственно. Параметры: ρ0  = 0,17  фм−3; ad  = 0,54  фм;  
V0 = 50 МэВ; av = 0,65 фм.

В работе [4] для улучшения согласия с экспериментальными данными было 
предложено использовать три набора значений aV и V0 для (4), (5). Причем автор 
использовал разные значения для глубины и диффузности потенциала при рас-
четах с одним и тем же изотопом кислорода 17O (рис. 1, левая панель). Поэтому 
выбор глубины потенциала — во многом искусство. Мы хотим внести одно-
значность в выбор глубины потенциала и его диффузности.

В работе [8] потенциал Вудса — Саксона был модернизирован:

.
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где параметр k отвечает за поведение на больших расстояниях, а Vdp формиру-
ет провал потенциала в области поверхности ядра. Параметры V0 , av , как и 
параметры k и Vdp , зависят от нуклонного состава ядра и находятся отдельно 
для нейтронов и протонов. Формулы для расчета этих величин, как и Rv , пред-
ставлены в [8, формулы (3)-(10)], а параметры для их расчета предложены в 
трех вариантах для согласования с экспериментальными данными. Но целью 
текущей работы является внесение однозначности, поэтому будет использо-
ваться первый набор параметров [8, таблица 1], как было сделано в [1]. При 
av = k и Vdp = 0 получим обычный потенциал Вудса — Саксона:

, (7)

где глубина потенциала и его диффузность зависят от A и Z ядра. 
Поскольку для ядерного взаимодействия отличие между протонами и ней-

тронами не существенно, мы будем использовать средние значения для этих 
величин, которые будем определять следующим образом:

�� =  �������
��������� ,                                  

(8)

�� =  �������
���� � ���� . 

                                
(9)

Средние значения остальных величин (Vdp , Rv , k) рассчитываются аналогич-
ным образом.

Для потенциала (7) будем использовать параметр капли Майерса — Святец-
кого с резким краем Rv = 1,2249A1/3. Для наших целей желательно использовать 
именно такой параметр, поскольку он применяется при расчетах кулоновского 
взаимодействия, а также при расчете инерционных и фрикционных параметров 
системы [7], которые рассчитываются методом линейного отклика. Кроме того, 
при переходе от разрывной формы к сплошной будет сохраняться полный объ-
ем системы.

Возьмем еще потенциал с параметрами, использованными в [12]. Глубину 
потенциала автор определяет как:

(10)
а диффузность — av  = 0,7 фм. Причем радиус потенциала определяется как  
R0 = 1,275A1/3.

Таким образом, в работе будет произведено сравнение результатов, полу-
ченных на основании следующих вариантов потенциала:
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1)	Koura [8] — по формуле (6);
2)	Koura (W-S) — по формуле (7) с параметрами, рассчитанными по форму-

лам (8), (9) и Rv = 1,2249A1/3;
3)	G-K [6] — по формуле (7) с параметрами V0 = 50 МэВ, av = 0,65 фм;
4)	Pashkevich [12] — по формуле (7) с параметром V0  , рассчитанным по 

формуле (10) и av = 0,7 фм.
При этом будет предполагаться, что ядра в процессе сближения не дефор-

мируются и имеют сферическую форму.

Результаты и обсуждения
На рис. 1 представлены результаты расчета ядерного потенциала. На левой пане-
ли изображены ядерные потенциалы ядра 17O. На нижнем рисунке представлен 
потенциал G-K с параметрами V0 = 50 МэВ, av = 0,65 фм и еще два варианта, 
предложенные в [4]: V0 = 40 МэВ, av = 0,45 фм и V0 = 30 МэВ, av = 0,35 фм. Хорошо 
видно, что диффузности потенциалов и их глубина заметно разные. Отметим, что 
от диффузности зависит величина трения в системе.

Рис. 1. На левой панели — ядерные 
потенциалы для ядра 17O, на правой — 
для ядер 12С, 16O, 28Si, 92Zr, 208Pb,  
рассчитанные разными методами

Примечание: обозначения приведены  
на рисунке.

Fig. 1. On the left panel — nuclear 
potentials for the nucleus 17O,  
on the right-for the nuclei 12С, 16O, 28Si, 
92Zr, 208Pb, calculated by different methods

Note: the designations are shown in the figure.

 

Мазур С. И., Косенко Г. И., Курманов Р. С.



167Выбор ядерного потенциала для расчета ...

Физико-математическое моделирование. Нефть, газ, энергетика.  2019.  Том 5. № 1

На верхнем рисунке приведены остальные рассматриваемые потенциалы. 
Потенциалы Pashkevich и Koura (W-S) по глубине и диффузности похожи на по-
тенциал, предложенный Гроссом и Калиновским (GK). А модернизированный 
потенциал Koura существенно отличается от всех остальных. Но чем ядро тяже-
лее (на правой панели представлены ядерные потенциалы для ядер 12С, 16O, 28Si, 
92Zr, 208Pb), тем его отличие от остальных потенциалов меньше.

Рассмотрим точку (r = 0 фм). В этой точке потенциал должен стремиться к 
глубине потенциала V0. На рисунке видно, что это условие выполняется для ме-
тода G-K (V0 = 50 МэВ). Для метода Pashkevich, исходя из формулы (10) для ядер 
с Z = N (12С, 16O, 28Si) V0 = 49,65 МэВ, что также видно на рисунке. Для методов 
Koura и Koura (W-S) V0 в точке r = 0 фм должны совпадать, что наблюдается толь-
ко для тяжелых ядер. Причем чем легче ядро, тем отличие потенциалов сильнее. 
Таким образом, при расчете методом Koura большое влияние оказывают корот-
кодействующие силы, которые отражаются в значении Vdp.

Рис. 2. Зависимости потенциальной 
энергии от расстояния между центрами 
масс в реакциях 12С + 92Zr, 16O + 208Pb, 
28Si + 208Pb

Fig. 2. Dependence of potential energy  
on the distance between the mass centers 
in reactions 12С + 92Zr, 16O + 208Pb,  
28Si + 208Pb

 

На рис. 2 представлена потенциальная энергия взаимодействия для реакций 
12С + 92Zr, 16O + 208Pb, 28Si + 208Pb. Видно, что чем выше барьер, полученный опре-
деленным методом, тем при меньших расстояниях между центрами масс он рас-
положен. Но это не говорит о том, что вероятность касания будет меньше, т. к. 
трение в системе может «включаться» в разные моменты для каждого метода. 

На нижних панелях рис. 2 отражено значение  , отвечающее за величи-
ну трения в системе. Видно, что для метода Koura трение начинает действовать 
на сталкивающиеся ядра значительно раньше остальных, соответственно, и до 
барьера потеряется больше энергии. Рассмотрим немодифицированные методы, 
в которых используется потенциал типа Вудса — Саксона. Видно, что высота 
барьера, посчитанная методом G-K для всех реакций, получается максимальной 
относительно других, затем идут результаты, полученные методами Pashkevich 
и Koura (W-S). Если учитывать в рассмотрении трение в системе, то для легкой 
реакции получим вывод, что чем ниже барьер, тем раньше начинает включаться 
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трение, и для более детальной сравнительной оценки методов необходимо рас-
сматривать динамику процесса слияния, что будет сделано ниже. Для более 
тяжелых реакций 16O + 208Pb и 28Si + 208Pb видна особенность, что, помимо ми-
нимального барьера, трение в системе по методу Koura (W-S) наступает позже 
и остается минимальным в сравнении с остальными. Это может говорить о 
максимальных значениях сечений касания. В таблице 1 представлены значения 

Таблица 1

Результаты расчетов положения 
потенциального барьера Rf 
и высоты потенциального барьера 
B для различных реакций, 
полученные рассматриваемыми 
методами

Table 1

The results of calculations  
of the position of the potential barrier 
Rf and the value of the potential barrier 
B for different reactions obtained  
by the methods under consideration

Реакция Rf , фм
G-K

B, МэВ
G-K

Rf , фм
Koura 
(W-S)

B, МэВ
Koura 
(W-S)

Rf , фм
Koura

B, МэВ
Koura

Rf , фм
Pash-
kevich

B, МэВ
Pash-
kevich

12C + 92Zr 10,6 30,2 11,1 28,5 13,8 22,9 10,9 29,3
9Be + 208Pb 12,0 36,8 12,2 35,9 14,9 29,1 12,2 36,1
16O + 92Zr 10,8 39,8 11,3 37,3 13,8 30,5 11,1 38,6
12C + 204Pb 12,0 55,4 12,3 53,3 14,7 44,0 12,2 54,2
16O + 148Sm 11,5 58,0 12,0 54,8 14,3 45,6 11,8 56,5
17O + 144Sm 11,5 58,0 12,1 54,2 14,2 45,7 11,8 56,4
16O + 144Sm 11,4 58,4 12,0 54,7 14,2 45,7 11,7 56,8
28Si + 92Zr 11,1 67,8 11,8 62,5 13,9 52,7 11,4 65,5
16O + 208Pb 12,1 72,9 12,5 70,0 14,7 58,6 12,4 71,2
36S + 96Zr 11,5 75,0 12,2 69,7 14,1 59,3 11,8 72,5
34S + 89Y 11,2 74,6 12,1 68,4 14,0 58,4 11,6 72,0
32S + 89Y 11,1 75,2 12,0 69,0 13,9 58,7 11,5 72,6
36S + 90Zr 11,3 75,9 12,2 69,6 14,1 59,6 11,7 73,2
19F + 197Au 12,2 78,9 12,6 75,1 14,7 63,8 12,4 76,9
35Cl + 92Zr 11,3 81,0 12,1 74,3 14,0 63,6 11,6 78,2
19F + 208Pb 12,3 81,1 12,7 77,6 14,7 65,9 12,5 79,2
40Ca + 96Zr 11,4 93,9 12,3 86,5 14,1 74,1 11,8 90,8
40Ca + 90Zr 11,3 95,0 12,2 86,5 14,1 74,5 11,7 91,7
28Si + 144Sm 11,7 99,4 12,5 92,0 14,4 79,2 12,0 96,5
40Ca + 124Sm 11,8 113,7 12,6 105,7 14,4 91,1 12,1 110,3
28Si + 208Pb 12,4 124,4 13,0 117,8 14,9 101,6 12,7 121,3
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потенциальных барьеров и соответствующих им расстояний для некоторых 
реакций, рассчитанных рассматриваемыми методами. Реакции представлены в 
порядке возрастания экспериментального барьера слияния. Отметим, что прак-
тически во всех случаях рассчитанные барьеры тоже возрастают.

Динамические расчеты позволяют оценить влияние высоты барьера и мо-
мента включения трения в системе на величину сечения касания. Учесть дина-
мику процесса столкновения ядер можно, используя уравнения Ланжевена 
(11)-(12). Расчет предполагает описание изменения со временем расстояния 
между ядрами r и сопряженного ему импульса p:

; (11)

��� = − ��
�� − ����

μ +  ξ ,  (12)

где μ — приведенная масса ядер, ξ — случайная сила;

; (13)

; (14)

�� = �
�

��ℏ�
�������������

, 
(15)

где j1, j2 — моменты инерции ядер; �� =  �
� �����. 

Расчет проводится для множества событий (траекторий слияния), после чего 
результат усредняется. Расчет останавливается, когда конкретная траектория дости-
гает касания r < R1 + R2 + ad или ядра расходятся на расстояние, большее 5(R1 + R2).

В работе были проведены расчеты динамики слияния Ntot = 105 ядерных систем, 
Ntouch из которых достигли точки касания, а остальные (Ntot — Ntouch) не коснулись. 
Тогда вероятность касания TL, рассчитанная для каждой энергии E налетающих 
частиц при определенном значении углового момента L, будет равна:

�� �
��������� ��
������� �� . 

(16)

Барьером касания будем считать энергию системы, при которой TL = 0,5.
На рис. 3 отображены расхождения посчитанных таким образом данных с 

экспериментальными [5] (Eexp — E). Видно, что расчеты, выполненные методом 
Koura, дают наименьший барьер слияния, но при этом он значительно отлича-
ется от экспериментальных значений. Стоит отметить, что для легких реакций 
метод G-K достаточно хорошо согласуется с экспериментальными данными, а 
для тяжелых ядер также хорошо согласуются методы Koura (W-S) и Pashkevich. 
У метода Koura (W-S) в сравнении c методами G-K и Pashkevich есть отличи-
тельная особенность, заключающаяся в том, что он не дает завышенных резуль-
татов относительно экспериментальных данных. В таблице 2 приведены чис-
ленные значения рассматриваемых величин.
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Рассмотрим рис. 4, на котором представлены зависимости сечений касания 

σ(�) =  5πℏ�

����
� ��(�� � �)

�
 (17)

для реакций 12С + 92Zr, 16O + 208Pb, 28Si + 208Pb. Видно, что сечения, полученные 
методом Koura, намного выше остальных. Т. е., несмотря на то, что трение 
включается раньше, его недостаточно для того, чтобы затормозить систему, и 
поэтому система доходит до касания при меньших значениях налетающих ядер. 

Рис. 3. Отклонения потенциальных 
барьеров, посчитанных рассматривае-
мыми методами с экспериментальными 
данными

Fig. 3. Deviations of potential barriers 
calculated by the considered methods 
with experimental data

 
Рис. 4. Сечения касания для реакций 
12С + 92Zr, 16O + 208Pb, 28Si + 208Pb  
и экспериментальные данные о сечении 
слияния для реакции 16O + 208Pb

Источник: [11].

Fig. 4. Touch cross sections for reactions 
12С + 92Zr, 16O + 208Pb, 28Si + 208Pb  
and experimental data on the fusion cross 
section for the reaction 16O + 208Pb

Source: [11].
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Сдвиг по энергии со всеми остальными методами составляет от 8 до 15 МэВ 
при утяжелении системы, что соответствует разнице в высоте барьеров (рис. 2). 
Остальные же методы дают похожие результаты.

Для реакции 16O + 208Pb также изображены экспериментальные данные по 
сечению слияния [11]. Т. к. вероятность слияния определяется произведением 
вероятности касания и вероятности перехода моносистемы к сферической фор-
ме, то сечение слияния будет меньше сечения касания, соответственно, все 
методы по этому критерию согласуются с экспериментальными данными. 

Таблица 2

Результаты расчетов барьера 
слияния Bf для некоторых реакций 

Table 2

The results of calculations of the fusion 
barrier Bf for some reactions 

Реакция Bf , фм
G-K

Bf , МэВ
Koura 
(W-S)

Bf , фм
Koura

Bf , МэВ
Pashkevich

Bf , МэВ
Экспери

мент
12C + 92Zr 31,00 29,00 23,00 30,00 32,30
9Be + 208Pb 37,00 36,20 30,00 37,00 38,20
16O + 92Zr 40,00 38,00 31,00 39,00 42,00
12C + 204Pb 56,40 54,69 44,60 55,00 57,60
16O + 148Sm 59,30 56,10 46,30 57,40 59,80
17O + 144Sm 59,00 55,50 46,40 57,00 60,60
16O + 144Sm 59,60 56,10 46,40 57,60 61,00
28Si + 92Zr 69,50 64,00 53,50 66,20 70,90
16O + 208Pb 74,90 72,80 59,90 72,80 74,50
36S + 96Zr 76,80 71,60 60,20 73,50 76,70
34S + 89Y 77,00 70,48 59,60 73,20 76,90
32S + 89Y 77,50 71,10 59,80 74,10 77,80
36S + 90Zr 78,00 71,60 60,60 74,40 78,00
19F + 197Au 81,50 78,00 65,50 79,00 80,80
35Cl + 92Zr 84,10 76,90 65,00 80,30 82,90
19F + 208Pb 83,80 81,10 67,80 81,30 83,00
40Ca + 96Zr 98,20 90,70 76,40 93,60 94,60
40Ca + 90Zr 100,50 91,30 76,80 95,00 96,60
28Si + 144Sm 105,40 98,50 82,30 100,60 104,40
40Ca + 124Sm 121,30 113,20 95,50 115,80 113,10
28Si + 208Pb 133,30 128,30 108,20 128,80 128,10

Источник: получено с помощью рассма-
триваемых методов и экспериментальных 
данных, взятых из [5].

Sourсe: obtained by the considered methods 
and experimental data taken from [5].
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Таблица 3

Отклонения значения 
потенциальных барьеров

Table 3

Deviations of the potential barrier 
values 

Koura Koura (W-S) G-K Pashkevich

Среднее 15,8 4,0 −0,7 2,3

Минимальное 8,2 −0,2 −8,2 −2,7

Максимальное 16,5 4,0 −0,1 2,6

Среднеквадратичное 3,5 2,1 2,6 1,7

Источник: получено рассматриваемы-
ми методами от экспериментальных 
данных [5].

Source: obtained by the considered 
methods from the experimental data [5].

Заключение
Вернемся к стоящей перед данной работой задаче: выбрать ядерный потенциал. 
Исходя из результатов, представленных в таблице 3, где указаны отклонения 
потенциалов от экспериментальных данных для рассматриваемых реакций, 
видно, что если рассматривать среднее отклонение от эксперимента, то наи-
меньшее абсолютное значение дает метод G-K. Однако если рассмотреть раз-
ницу между максимальным и минимальным отклонением от эксперимента, то 
увидим, что наименьший разброс дают метод Koura (W-S) и Pashkevich. То же 
самое можно сказать и о среднеквадратичном отклонении. Отметим, что оба 
метода учитывают зависимость глубины потенциала от A и Z ядра, чего нет в 
потенциале G-K. Потенциалы Вудса — Саксона с параметрами Koura (W-S) и 
Pashkevich дают похожие результаты. Поскольку в расчетах остальных параме-
тров используется потенциал Pashkevich, то его мы и будем использовать для 
расчета входного канала.
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