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ВВЕДЕНИЕ 

 

Анализируя тенденции развития нефтяного рынка, со снижением 

традиционных запасов нефти на месторождениях и переоценке ранее 

разведанных запасов, в настоящее время всё большую роль в удовлетворении 

мировых потребностей на энергоресурсы играют методы разработки 

месторождений с трудноизвлекаемыми запасами нефти. Гидравлический разрыв 

пласта является широко распространенным и применяемым методом 

интенсификации притока в нетрадиционной нефтегазовой отрасли. В связи с 

растущим вниманием к нетрадиционным коллекторам технологии гидроразрыва 

пласта за последние несколько лет получили дальнейшее развитие и 

усовершенствование. Как метод увеличения нефтеотдачи ГРП используется для 

повышения коэффициента охвата, который в свою очередь повышает 

коэффициент извлечения нефти путем создания дополнительных 

высокопроницаемых каналов (трещин), вводя в эксплуатацию новые зоны, 

которые до проведения операции ГРП не могли быть задействованы при 

эксплуатации (трудноизвлекаемые запасы нефти).  

Исследование процесса ГРП предоставляет основные параметры и 

детальный анализ методов, применяемых для успешной интенсификации 

притока в конкретных условиях, а также предоставляет полный спектр 

информации, необходимой для разработки трудноизвлекаемых месторождений. 

Все результаты оцениваются и детализируются для каждого случая 

месторождения с предоставлением принципов применения технологий ГРП. 

Есть и минусы данного метода, при неправильном моделировании 

трещины гидроразрыва пласта может произойти загрязнение призабойной зоны 

пласта, что приводит к закупориванию каналов, по которым может 

фильтроваться флюид, что будет негативно сказываться на дебите скважины, на 

которой проводили ГРП. В дополнение к этому трещина может быть 
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неправильно спроектирована и вследствие этого может попасть в водонефтяную 

зону, из-за чего в скважине будет наблюдаться резкий рост добычи воды 

(обводненность).  

Данная технология основана на том, что жидкость ГРП нагнетается под 

огромным давлением в скважину с перфорацией. Из-за влияния перепада 

давления жидкости в районе перфорационных отверстий около скважины 

инициируется зарождающаяся трещина. Гель-жидкость давит на берега 

зарождающейся трещины, заставляя ее распространяться в неповрежденный 

массив породы, как видно на рисунке 1. 

 

Рис. 1. Процесс гидроразрыва пласта 

Для достижения эффективного раскрытия трещины при использовании 

жидкости ГРП в нее добавляют пропант - расклинивающий агент, гранулы 

размером 0.5 до 1.5 мм, через определенное время после начала ее подачи, также 

с течением времени увеличивается фракция этого пропанта, чтобы закрепить 

трещины всех размеров.  
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По завершении закачки, гель с твердыми частицами пропанта фильтруется 

в нефтеносный пласт, что приводит к раскрытию трещины в соответствии с 

распределением пропанта в ней. Однако, пропускная способность закрепленной 

трещины зависит от ее формы и распределения пропанта. Чтобы прогнозировать 

геометрию трещины и оптимизировать этот процесс, моделируют процесс ГРП, 

учитывая потери жидкости на фильтрацию в пористую среду и влияние твердых 

частиц на динамику раскрытия трещины и ее окончательную форму. 

В данной работе рассматривается основная физика развития трещины, рост 

и окончательная геометрия трещины. Анализ основного физического процесса 

ведет не только к пониманию роста трещины, но также акцентирует внимание на 

переменных, критических для дизайна ГРП. Как и во всех процессах реального 

мира, поведение гидравлических трещин является сложной функцией многих 

переменных. Однако большинство процессов управляется лишь незначительным 

числом доминирующих переменных, влияющих на результат. Они являются 

критически параметрами или переменными, хорошая информация по которым 

необходима для понимания и проектирования процесса (в данном случае для 

дизайна ГРП). Для гидроразрыва критическими параметрами являются высота 

(или горные напряжения, определяющие высоту), модуль Юнга, коэффициент 

фильтрации. Другие переменные, которые, как правило, в меньшей степени 

влияют на геометрию трещины, включают расход закачки, и вязкость жидкости 

гидроразрыва.  

Сложность модели процесса ГРП заключается в том, что она описывает 

множество процессов, таких как течение смеси неньютоновской жидкости и 

твердых частиц внутри трещины, перенос и осаждение твердых частиц, 

фильтрацию жидкости в породу через поверхность трещины, деформацию 

породы в окрестности трещины, а также распространение самой трещины. 

Уравнения, описывающие эти процессы, не линейны и сильно взаимосвязаны, 

имеют различные особенности и плохо сходятся численные алгоритмы при их 
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совместном решении в двумерных и особенно в трехмерных задачах. Это 

остается актуальной проблемой. 

При создании модели процессов необходимо найти баланс между 

детализацией описания каждого процесса и вычислительной сложностью 

алгоритмов. С развитием вычислительной техники модели могут 

совершенствоваться, но пока еще нельзя полностью отказаться от 

приближенного описания процессов или их пренебрежения. Основным способом 

уменьшения вычислительной сложности является упрощение описания 

процессов деформирования и разрушения породы, особенно в двухмерном и 

трехмерном случае. 

Чтобы уменьшить размерность задачи, используются упрощения. Все 

модели, описывающие деформирование горных пород под действием давления 

жидкости ГРП, могут быть разделены на группы в зависимости от размерности 

уравнений. В одномерных моделях уравнения сводятся либо к алгебраической 

зависимости между избыточным давлением в трещине и ее шириной, либо к 

интегральной связи между этими величинами. В двумерных моделях 

деформации горных пород рассматривается приближение плоско 

деформированного состояния, что увеличивает размерность подмодели 

упругости на единицу. 

Невозможно значительно упростить подмодель упругости в случае 

двухмерных, трехмерных и псевдотрехмерных моделей. Тем не менее, 

псевдотрехмерные модели выделяются в отдельную группу из-за представления 

трещины в виде плоского сечения.     

Существует множество классических моделей: KGD (Khristianovich, 

Geertsma, de Klerk), модель PKN (Perkins, Kern, Nordgren) и радиальная модель.  

Также существуют двумерные и трехмерные модели, которые на данный 

момент не получили широкого применения из-за высокой вычислительной 

сложности.  
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Важно помнить, что в 3D модели ГРП должна быть включена подзадача 

инициирования зарождающихся трещин из-за сложности исходной 

геометрической конфигурации «полностью» перфорированной скважины, что 

также представляет практический интерес. 

За последнее десятилетие появилось несколько работ, но в основном они 

сосредоточены на классических моделях. Однако благодаря развитию 

вычислительной техники и численных методов, в настоящее время стали 

доступны новые подходы к моделированию процесса ГРП. Целью данной 

работы является создание и решение своей численной модели стационарного 

образования и распространение трещин гидроразрыва пласта. 

Для достижения поставленной цели были поставлены следующие 

основные задачи:  

1. Предложить одномерную стационарную постановку задачи 

моделирования образования трещин. 

2. Реализовать численный метод решения уравнения. 

3. Разработать программный код численного решения для 

моделирования стационарного образования и распространения трещин 

гидроразрыва пласта. 

4.       Рассчитать распределение давления по координате. 

 

 

 

 

 

 



8 
 

1. КЛАССИЧЕСКИЕ ОДНОМЕРНЫЕ МОДЕЛИ 

 

Существуют одномерные модели, которые имеют симметричное 

изображение плоской трещины гидроразрыва. Однако, в зависимости от 

выбранной геометрической концепции, эти модели могут быть разделены. 

Первая часть состоит из моделей, описывающих прямолинейное 

распространение трещины от линейного источника, как изображено на рисунке 

2. 

 

Рис. 2. Геометрия KGD-модели (а) и PKN-модели (б) 1 — ось скважины, 2 —

источник жидкости, 3 — крыло трещины, 4 — кончик трещины 

Такой тип гидроразрыва может быть достигнут, прокачивая жидкость 

через большой перфорированный канал в интервале скважин, где сформировался 

линейный источник нагнетания. Следовательно, плоские трещины должны быть 

локализованы в вертикальной плоскости, проходящей через ось скважины. 

Вторая часть моделей описывает радиально-симметричное развитие трещины от 

точечного источника, как показано на рисунке 3. 



9 
 

 

Рис. 3. Радиально-симметричная модель развития трещины: 1 — ось 

скважины, 2 — источник жидкости, 3 — плоскость распространения трещины, 

4 — конец трещины 

Определение (или проектирование) длины создаваемой трещины можно 

разделить на две категории: геометрия трещины и поглощение жидкости 

(фильтрации). С точки зрения объема это можно выразить следующим образом:  

𝑉закачки = 𝑉трещины + 𝑉поглощения .                                  (1) 

Из чего следует, что конечный продукт объема трещины равен объему 

закачки минус объем жидкости, поглощенный пластом во время закачки. Это 

есть уравнение баланса объема или уравнения материального баланса, либо 

уравнение непрерывности, компоненты которого можно представить 

следующим уравнением: 

𝑉закачки = 𝑄𝑡 ,                                                       (2) 

где 𝑄 − расход жидкости,  

𝑡 − время закачки. 

Объем трещины можно найти так:  
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𝑉трещины =  �̅�𝐻𝐿 ,                                               (3)  

где �̅� − средняя ширина трещины, 

𝐻 −  общая высота трещины, 

𝐿 − длина трещины. 

Объем поглощения жидкости пластом можно представить следующим 

уравнением: 

𝑉поглощения = 3𝐶𝐻𝑝𝐿√𝑡 + 2𝑆𝑝𝐻𝑝𝐿 ,                                        (4)  

Связывая эти значения, получаем примерное отношение для одной из 

главных переменных дизайна – длина трещины: 

𝐿 =
𝑄𝑡

3𝐶𝐻𝑝√𝑡 + 2𝑆𝑝𝐻𝑝 + �̅�𝐻 
 ,                                           (5) 

где 𝐶 − коэффициент фильтрации, 

𝐻𝑝 − проницаемая (или поглощенная) высота трещины. 

Это простое соотношение лежит в основе всего дизайна ГРП и само по себе 

является мощным инструментом. Допуская номинальную ширину трещины (0.5 

см.) с помощью этого простого отношения, можно получить удивительно точные 

расчеты зависимости длины трещины от изменения исходных данных. 

Уравнение, так же иллюстрирует принципиальные переменные дизайна 

ГРП: 𝑤 − ширину, как обсуждается ниже, 𝐶𝐻𝑝 − объем утечек, коэффициент 

фильтрации, умноженный на высоту фильтрации, 𝐻 −общая высота трещины. 
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Рис. 4. Зависимость длины трещины от ширины PKN и KGD модели 

Если 𝐻 =  𝐻𝑝 , что часто случается, когда высота становится 

доминирующей переменной, управляющей длиной трещины, как видно на 

рисунке 4. Нужно отметить, что графики зависимости длины трещины 

построены на основе геометрических моделей, которые подробно описаны ниже. 

Для конкретного случая с фиксированной высотой трещины и без учета 

моментальных потерь, площадь трещины можно найти так: 

𝑆 = 𝐻𝐿 .                                                            (6) 

Площадь фильтрации, по аналогии, можно записать в виде уравнения:  

𝑆𝑝 = 𝐻𝑝𝐿 = 𝑟𝑝𝐻𝐿 = 𝑟𝑝𝑆 ,                                          (7)  

где 𝑟𝑝 − отношение площади фильтрации трещины к общей площади 

поперечного сечения (𝑟𝑝 =
𝐻𝑝

𝐻
 или чаще 𝑟𝑝 =

𝑆𝑝

𝑆
). 

Первое уравнение поперечного сечения (или роста трещины) предложено 

Картером.  

𝑆 =  
𝑄�̅�

4𝜋𝐶2
(𝑒𝑋𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑋) +

2𝑋

√𝜋
− 1),                                        (8)  
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𝑋 = 2𝐶
√𝜋𝑡

�̅�
 . 

В связи с утечками в породу или потерей коэффициента фильтрации, 

Харрингтон разработал следующее соотношение для фильтрации жидкости: 

𝑉поглощения = √8𝐶𝐴√𝑡 ,                                               (9) 

а Нолти показал, что при различных ограничениях коэффициент уравнения, √8 

в данном случае, может варьироваться в пределах от 
8

3
 до √8. Поэтому, при 𝑟𝑝 =

1,  и без учета моментальных потерь,  

𝑉поглощения = 3𝐶𝐴√𝑡 .                                              (10)  

С учетом моментальных потерь уравнение приобретает вид: 

𝑉поглощения = 3𝐶𝐴√𝑡 + 2𝑆𝑝𝑆 ,                                       (11) 

а с применением уравнения материального баланса получаем: 

𝑆 =  
𝑄𝑡

3𝐶√𝑡 + 2𝑆𝑝 + �̅�
 ,                                           (12)  

что является отличной аппроксимацией к уравнению поперечного сечения 

Картера. 

Изложенное выше уравнение поперечного сечения ведут к чрезвычайно 

важному понятию гидроразрыва пласта – эффективности жидкости ГРП. Она 

вычисляется путем деления объема трещины на общий объем закачки. 

Применяя вышеуказанные уравнения, это можно выразить следующим 

образом.  

𝑄𝑡𝑒𝑓 = 𝑆�̅� = 𝑄𝑡 
�̅�

3𝐶√𝑡 + 2𝑆𝑝 + �̅�
 .                                      (13)  

Эффективность жидкости является мощным показателем для разработки 

графика закачки (то есть определения объема жидкости разрыва и стадий 
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пропанта). Также интересно отметить, что эффективность жидкости меняется со 

временем, и как моментальные утечки влияют на эффективность жидкости. 

Также нужно заметить, что, когда приводиться единственное значение 

эффективности жидкости, (поскольку со временем эффективность меняется во 

время закачки), оно дается на конец закачки, то есть перед установкой насосов. 

Предположим, номинальную ширину трещины (увеличивающуюся со 

временем) и среднее значение для коэффициента фильтрации 20 мм/минуту. 

Используя эти значения, эффективность жидкости будет варьироваться в 

зависимости от времени, как показано в таблице 1.1 ниже для двух значений 

моментальных потерь жидкости. 

Таблица 1.1 

Время, минуты Средняя ширина, 

мм/мм 

Эффективность 

(момент потери = 0) 

Эффективность 

(момент потери = 

20) 

1 3.2/3.05 0.63 0.15 

10 5.1/5.18 0.47 0.19 

20 6.35/6.4 0.44 0.21 

30 6.35/6.4 0.39 0.19 

Пример эффективности жидкости 

Рассматривая вышеприведенные уравнения, становится ясно, что при 

моментальных потерях равных 0, для малых значений времени эффективность 

жидкости всегда будет достаточно высокой (то есть для времени 0, 

эффективность равна 100%) и что эффективность монотонно убывает со 

временем. Однако для ненулевого значения утечек эффективность раннего 

времени будет меньше (возможно, намного меньше), и на каждом этапе роста 

трещины эффективность жидкости возрастает с увеличением ширины. С 

увеличением времени коэффициент фильтрации становится доминирующим 

(даже с моментальными потерями) эффективность жидкости начнет 
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уменьшаться. Как и многие аспекты ГРП, поведение может меняться от 

скважины к скважине в зависимости от точных переменных конкретного пласта. 

Если внутри эластичной породы образуется узкая щель за счет 

внутреннего давления, тогда она превращается в трещину с поперечным 

сечением в форме эллипса и максимальной шириной: 

𝑊𝑚𝑎𝑥 =  
2𝑃эфф𝑑

𝐸
=

2(𝑃 − 𝜎)𝑑

𝐸
 . 

Данное фундаментальное решение эластичности применялось для ГРП, 

причем двумя различными способами. Это привело к созданию двух моделей 

ширины трещины, и до сих пор продолжаются дискуссии, какая из же из них 

верна. Важно сделать правильный выбор модели, поскольку разные модели дают 

различные прогнозы по жидкости, буферной жидкости и объемам пропанта, 

необходимые для достижения определенного эффекта, при следующих 

параметрах: Q = 1.5 
м3

мин
 , H = 30 м., V = 300, м3, как показано в таблице 1.2. 

Таблица 1.2 

Модель KGD PKN 

Ширина, мм 5.6 4.3 

Длина, м 212 245 

𝑉буфер , м3 119 214 

Сравнение расчетов моделей 
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1.1 Модель Христиановича Гиртсма де Клерка 

 

Эта модель, предложенная Христиановичем и Желтовым в 1956 году и 

разработанная Гирстмом и де Клерком, имеет следующие основные выводы, 

связанные с геометрической концепцией. Базовые математические выводы для 

модели были предложены российский учёным Христиановичем. Если 

предположить, что высота трещины очень велика, то можно пренебречь 

верхними и нижними границами, что позволяет рассматривать горизонтальные 

разрезы как трещины пласта.  

 

Рис. 5. Геометрия трещины KGD модели 

Трещина подчиняется интегральной зависимости между ее раскрытием W 

и избыточным давлением жидкости: 

𝑝𝑛𝑒𝑡 = 𝑝 − σ𝑚𝑖𝑛 ,                                                        (14) 

𝑊(𝑥) =
4

𝜋𝐸′
∫ p𝑛𝑒𝑡(𝜉) 𝑙𝑛 |

√(𝐿2 − 𝑥2) + √(𝐿2 − 𝜉2)

√(𝐿2 − 𝑥2) − √(𝐿2 − 𝜉2)
| 𝑑𝜉 

𝐿

0

,             (15) 

Упругие свойства породы описывает следующие уравнение: 

𝐸′ =  
𝐸

1 − 𝜈2
 ,                                                            (16) 

где 𝐸′ −  модуль плоской деформации,  
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𝐸 − модуль Юнга,  

𝜈 − коэффициент Пуассона, 

𝐿 = 𝐿(𝑡) −  координата кончика крыла трещины.  

При типичных значениях коэффициента Пуассона (для пород) от 0.15 до 

0.25, модуль плоской деформации, по существу, равен модулю Юнга для всех 

практических задач. 

Коэффициент интенсивности напряжений вычисляется следующим 

уравнением: 

𝐾Ι = 2√
𝐿

𝜋
∫

p𝑛𝑒𝑡(𝜉)

√(𝐿2 − 𝜉2)

𝐿

0

𝑑𝜉 = 𝐾Ιc ,                                   (17) 

где 𝐾Ιc −  трещиностойкость породы.  

Ширина раскрытия трещины около кончика задается формулой (17): 

W(𝑥) =  
4√2

√𝜋

𝐾Ιc

𝐸′ √𝐿 − 𝑥 + 𝑂 ((𝐿 − 𝑥)
3
2) , 𝑥 → 𝐿                   (18) 

В данной модели предполагается, что трещиностойкость породы 

отсутствует, тогда критерий распространения трещины задаёт плавное смыкание 

берегов трещины в кончике, т. е.: 

𝜕𝑊(𝑥)

𝜕𝑥
= 0, 𝑥 = 𝐿 .                                              (19) 

 Движение жидкости гидроразрыва в трещине описывается в одномерном 

приближении при пренебрежении инерцией, сжимаемостью жидкости и потерей 

импульса при её оттоке в породу. Областью течения жидкости считается 

интервал от нуля до фронта жидкости 𝐿ƒ(𝑡), положение которого в зависимости 

от варианта модели может как совпадать, так и не совпадать с положением 

кончика трещины 𝐿(𝑡). В последнем случае говорят об отставании фронта 

жидкости.  
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Уравнение количества движения следует из решения задачи о течении 

ньютоновской жидкости между двумя параллельными плоскостями, 

разнесёнными на расстояние W: 

𝜕p𝑛𝑒𝑡

𝜕𝑥
= −

12𝜇

𝑊2
𝑢 ,                                                      (20) 

где 𝜇 − коэффициент динамической вязкости жидкости гидроразрыва,  

𝑢(𝑥, 𝑡) − средняя скорость жидкости вдоль крыла трещины.  

Определяя локальный расход жидкости через сечение x единичной высоты 

трещины 𝑄 = 𝑄(𝑥, 𝑡), то уравнение (20) можно переписать как: 

𝜕p𝑛𝑒𝑡

𝜕𝑥
= −

12𝜇

𝑊3
𝑄 .                                                       (21) 

Уравнение баланса записывается так: 

𝜕𝑊

𝜕𝑡
+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
+ 𝑄𝐿 = 0 ,                                                   (22) 

где 𝑄𝐿 −  утечки жидкости гидроразрыва через трещину в породу.   

Утечка жидкости 𝑄𝐿 подчиняется закону Картера: 

𝑄𝐿(𝑥, 𝑡) =
2𝐶𝐿

√𝑡 − 𝑡𝑒𝑥𝑝(𝑥)
 ,                                         (23) 

где 𝐶𝐿 − коэффициент утечки (зависит от проницаемости нефтеносной породы), 

𝑡𝑒𝑥𝑝(𝑥) − момент времени, в который фронт жидкости 𝐿ƒ,  прошёл точку x. 

К системе уравнений (21) и (22) нужно добавить граничные условия. На 

скважине задаётся расход жидкости гидроразрыва в крыло трещины: 

𝑄(0, 𝑡) = 𝑄𝑖𝑛(𝑡) .                                                     (24) 

Жидкость, считается, занимает весь объём крыла трещины вплоть до её 

кончика. Тогда краевое условие в кончике крыла имеет вид: 
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𝑄(𝐿, 𝑡) = 0 .                                                          (25) 

Из (25) и (26), используя уравнение (22) при предположении о постоянстве 

расхода 𝑄𝑖𝑛 закачиваемой в скважину жидкости, может быть получено известное 

уравнение баланса жидкости: 

𝑄𝑖𝑛(𝑡) = ∫ 𝑊(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 + ∫ ∫ 𝑄𝐿(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥𝑑𝜏 
𝐿ƒ(𝑡)

0

𝑡

0

𝐿ƒ(𝑡)

0

.                 (26) 

Однако при такой постановке, учитывая 𝑊(𝐿) = 0, следует, что давление 

жидкости гидроразрыва в кончике крыла трещины обращается в бесконечность. 

Чтобы избежать этого, в ряде работ, посвящённых вычислительной реализации 

модели, предполагается наличие отставания фронта жидкости 𝐿ƒ от кончика 

трещины: 

𝐿 − 𝐿ƒ > 0 .                                                         (27) 

Тогда положение фронта жидкости в крыле трещины 𝐿ƒ определяется из 

соотношения: 

𝑄(𝐿ƒ, 𝑡) = 0 ,                                                        (28) 

поэтому граничное условие на фронте жидкости выглядит так: 

p𝑛𝑒𝑡(𝐿ƒ, 𝑡) = −𝜎𝑚𝑖𝑛 .                                              (29) 

Условие (30) задаёт нулевое полное давление на фронте жидкости. 

Заметим, что давление p𝑛𝑒𝑡 на участке от 𝐿ƒ до 𝐿 также полагается равным −𝜎𝑚𝑖𝑛. 

Из (24) и (28), используя уравнение (22), получим уравнение баланса жидкости 

(26) с учётом замены 𝐿ƒ на 𝐿. 

Для замыкания поставленной задачи задаются начальные данные: 

L(0) = 𝐿0, 

𝐿ƒ(0) = 𝐿0, 

W(𝑥, 0) = 𝑊0, 



19 
 

0 ≤ x ≤ 𝐿0,                                                       (30) 

где 𝐿0, и 𝑊0 — раскрытие и длина некоторой зародышевой трещины, 

необходимой для начала развития трещины. Влияние конкретных значений этих 

параметров на распространение одномерных и двумерных трещин 

незначительно.  

Обобщенная KGD модель без отставания фронта жидкости от кончика 

трещины описывается интегральным соотношением (16), условием (17) или (18), 

уравнениями (21) и (22), двумя из трёх граничными условиями (25), (26) и (27) и 

начальными данными (31). Заметим, что при этом считается 𝐾Ιc > 0. 

Обобщенная KGD-модель c отставанием фронта жидкости от кончика трещины 

описывается интегральным соотношением (15), условием (17) или (18), 

уравнениями (21) и (22), тремя краевыми условиями (25), (29) и (30) и 

начальными данными (30). В отсутствии трещиностойкости породы условие (17) 

или (18) в модели заменяется на более простое условие (19). 

При значительных упрощениях впервые были получены кривые раскрытия 

трещины вдоль её длины. Установлено, что давление в скважине с течением 

времени резко уменьшается (рис. 6, а). На рисунке 6, б приведено 

обезразмеренное раскрытие трещины Ω при отсутствии утечек: 

Ω(ξ) =
𝑊(ξ)

𝑊(0)
, ξ =

𝑥

𝐿
.                                             (31) 

 

Рис. 6. Поведение избыточного давления p𝑛𝑒𝑡(0) (а) и обезразмеренное 

раскрытие трещины Ω (б) в зависимости от расхода:𝑄𝑖𝑛 = 1 (1), 10 (2), 100 (3) 
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1.2 Модель Перкинса Керна Нордгрена  

 

Эта модель гидроразрыва была предложена Перкинсом и Керном, которая 

отличается от KGD модели. Авторы это модели предполагают, что высота 

трещины гидроразрыва постоянна и равна 𝐻, и значительно меньше общей 

длины трещины 2𝐿, как показано на рисунке 7. 

 

Рис. 7. Геометрия PKN модели 

Предполагая постоянство избыточного давления p𝑛𝑒𝑡  внутри каждого 

вертикального сечения 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 трещины, мы получаем эллиптический 

профиль раскрытия трещины: 

𝑊(𝑧) =
4

𝐸′
p𝑛𝑒𝑡

√
𝐻2

4
− 𝑧2.                                           (33) 

В силу этого предположения для каждого сечения выполняется 

соотношение (33), из которого следует следующая связь между максимальным 

раскрытием трещины 𝑊𝑚𝑎𝑥 и избыточным давлением p𝑛𝑒𝑡 в сечении 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡: 

𝑊𝑚𝑎𝑥(𝑥) =
2𝐻

𝐸′
p𝑛𝑒𝑡(𝑥).                                              (34) 
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Кроме того, решение задачи о стационарном течении ньютоновской 

жидкости в цилиндрической трубе с эллиптическим сечением, имеющим оси 𝐻 

и 𝑊𝑚𝑎𝑥, дает соотношение: 

𝜕p𝑛𝑒𝑡

𝜕𝑥
= −

64

𝜋
(

1

𝑊𝑚𝑎𝑥𝐻3
+

1

𝑊𝑚𝑎𝑥
3 𝐻

) 𝑄𝑖𝑛,                          (35) 

где 𝑄𝑖𝑛— не зависящий от времени расход жидкости через поперечное сечение 

трубы.  

В силу малости ширины 𝑊𝑚𝑎𝑥 по сравнению с 𝐻 первое слагаемое в 

скобках (35) отбрасывается: 

𝜕p𝑛𝑒𝑡

𝜕𝑥
= −

64𝜇

𝜋𝑊𝑚𝑎𝑥
3 𝐻

𝑄𝑖𝑛 ,                                    (36) 

и полученное уравнение (36) вместе с (34) образуют модель Перкинса — Керна. 

Замена 𝑊𝑚𝑎𝑥  из (34) в (36) даёт в случае отсутствия зависимости от 

времени обыкновенное дифференциальное уравнение: 

p𝑛𝑒𝑡
3

𝜕p𝑛𝑒𝑡

𝜕𝑥
= −

8𝜇𝑄𝑖𝑛(𝐸′)3

𝜋𝐻4
𝑄𝑖𝑛 .                                  (37) 

К (37) добавляется граничное условие на кончике крыла трещины 𝐿: 

p𝑛𝑒𝑡(𝐿) = 0,                                                       (38) 

которое согласно (34) определяет смыкание берегов трещины в кончике. 

Интегрированием (37) от кончика трещины к скважине получим 

зависимость избыточного давления от координаты 𝑥: 

p𝑛𝑒𝑡(𝑥) =
2

𝐻
(

2𝜇𝑄𝑖𝑛(𝐸′)3

𝜋
(𝐿 − 𝑥))

1
4

.                           (39) 

Из (34) с учётом (39) следует зависимость максимальной ширины 

эллиптического сечения трещины от расстояния до скважины: 
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𝑊𝑚𝑎𝑥(𝑥) = 4 (
2𝜇𝑄𝑖𝑛

𝜋𝐸′
(𝐿 − 𝑥))

1
4

.                                      (40) 

Таким образом, в модели Перкинса Керна форма профиля раскрытия 

трещины не зависит от времени и весь процесс гидроразрыва является 

равновесным.  

Минусом модели Перкинса Керна является отсутствие в ней учёта утечек 

жидкости в породу через стенки трещины и невозможность описывать 

изменение объёма трещины и определять её длину. Они были исключены 

Нордгреном добавлением к уравнениям Перкинса Керна нестационарного 

уравнения неразрывности течения несжимаемой жидкости: 

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
+ 𝑄�̃� = 0 ,                                             (41) 

𝐴 =
1

4
𝜋𝐻𝑊𝑚𝑎𝑥  ,                                              (42) 

где 𝐴 — площадь поперечного сечения трещины 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

𝑄 — объёмный расход жидкости через это сечение, 

𝑄�̃� — объёмный расход жидкости в породу на единицу длины трещины. 

Последний подчиняется закону Картера (22): 

𝑄�̃� = 𝐻𝑄𝐿 .                                                (43) 

Заметим, что при рассмотрении случая с нулевыми утечками модель PKN 

не переходит в модель Перкинс Керна, так как расход жидкости вдоль длины 

трещины варьируется из-за присутствия в уравнении (41) слагаемого 
𝜕𝐴

𝜕𝑡
. 

Уравнение количества движения в модели PKN следует из (36) заменой в нём 

постоянного расхода 𝑄𝑖𝑛 на локальный 𝑄(𝑥, 𝑡): 

𝜕p𝑛𝑒𝑡

𝜕𝑥
=

64𝜇

𝜋𝑊𝑚𝑎𝑥
3 𝐻

𝑄.                                            (44) 

Подстановка уравнения для p𝑛𝑒𝑡 из (34) в (44) определяет связь между 

локальным расходом 𝑄 и максимальной шириной трещины 𝑊𝑚𝑎𝑥: 
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𝑄 = −
𝜋𝐸′

512𝜇

𝜕𝑊𝑚𝑎𝑥
4

𝜕𝑥
,                                                  (45) 

Заменяя 𝐴 и 𝑄 в (41), получим уравнение для 𝑊𝑚𝑎𝑥: 

𝜕𝑊𝑚𝑎𝑥

𝜕𝑥
−= −

𝐸′

128𝜇𝐻

𝜕2𝑊𝑚𝑎𝑥
4

𝜕𝑥2
+

4

𝜋
𝑄𝐿 = 0.                           (46) 

Для замыкания уравнения (46) для трещины задаются начальные условия: 

𝑊𝑚𝑎𝑥(𝑥, 0) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿′,                                     (47) 

и граничные условия: 

−
𝜋𝐸′

512𝜇

𝜕𝑊𝑚𝑎𝑥
4

𝜕𝑥
= 𝑄𝑖𝑛, при 𝑥 = 0, 

𝑊𝑚𝑎𝑥 = 0, при 𝑥 = 𝐿.                                        (48) 

Длина трещины 𝐿(𝑡) в ней заменена правой границей области 

моделирования 𝐿′(𝑡) и уравнение для её определения отсутствует. Определение 

(или проектирование) длины создаваемой трещины можно разделить на две 

категории – геометрия трещины и поглощение жидкости(фильтрация). 

Считается, что между кончиком трещины 𝐿(𝑡)  и точкой 𝐿′ трещина 

остается закрытой: 

𝑊(𝑥, 𝑡) = 0, 𝐿(𝑡) ≤ 𝑥 ≤ 𝐿′.                                         (49) 
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1.3 Радиальная модель 

 

Задача радиальной модели трещины гидроразрыва, заполняемой 

впрыскиванием вязкой жидкости из «точечного источника». В точке постоянный 

объемный расход 𝑄0, схематично показан на рисунке 8.  

 

Рис. 8. Геометрический вид радиальной модели 

В условиях, когда запаздывание незначительно 
𝜆

𝑅
≪ 1, определение 

решения этой задачи состоит в нахождении раскрытия 𝑤 трещины и давления 𝑝 

(разность между давлением жидкости 𝑝𝑓 и напряжением в дальней зоне 𝜎0) как 

от радиальной координаты 𝑟, так и от времени 𝑡, а также расширение радиуса 

трещины 𝑅(𝑡).  

Функции 𝑅(𝑡), 𝑤(𝑟, 𝑡) и 𝑝(𝑟, 𝑡) зависят от скорости нагнетания 𝑄0 и от 

четырех параметров жидкости ГРП: 𝐸′, 𝜇′, 𝐾′ и 𝐶′, они соответственно 

определены так: 

𝐸′ =  
𝐸

1 − 𝜈2
 , 

𝜇′ =  12𝜇 , 

𝐾′ =  (
32

𝜋
)

1
2

𝐾1𝐶  , 
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𝐶′ =  2𝐶𝑙 .                                                      (50) 

Три функции 𝑅(𝑡), 𝑤(𝑟, 𝑡) и 𝑝(𝑟, 𝑡) определяются путем решения системы 

уравнений, которую можно описать следующим образом: 

Уравнение упругости: 

𝑤(𝑟, 𝑡) =  ∫ 𝐺 (
𝑟

𝑅
, 𝑠) 𝑝(𝑠𝑅, 𝑡)𝑠𝑑𝑠 ,                                 (51)

1

0

 

где G — ядро упругости Снеддона.  

Это сингулярное интегральное уравнение выражает нелокальная 

зависимость ширины трещины от давления: 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑔 =

1

𝜇′

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑤3

𝜕𝑝

𝜕𝑟
) .                                    (52) 

Это нелинейное уравнение в частных производных описывает течение 

вязкой несжимаемой жидкости внутри трещины. Функция 𝑔(𝑟, 𝑡) определяет 

скорость истечения жидкости, которая вычисляется так: 

𝑔 =
𝐶′

√𝑡 − 𝑡0(𝑟)
 ,                                                    (53) 

где 𝑡0(𝑟) – время экспозиции точки 𝑟 (т. е. время, в которое фронт трещины 

находился на расстоянии r от точки закачки). Утечка, уравнение (48) является 

приближением с константой C объединяя различные мелкомасштабные 

процессы. В общем случае (48) можно использовать при условиях, когда 

диффузионная длина утечки мала по сравнению c длиной трещины. 

Уравнение баланса объема: 

𝑄0𝑡 = 2𝜋 ∫ 𝑤𝑟𝑑𝑟
𝑅

0

+ 2𝜋 ∫ 𝑟 ∫ 𝑔(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟𝑑𝑡
𝑅(𝑟)

0

𝑡

0

 ,                     (54) 



26 
 

Это уравнение выражает тот факт, что общий объем закачиваемой 

жидкости равен сумме объема трещины и объема жидкости, утекшая в породу 

вокруг трещины. 

Критерий распространения трещины: 

𝑤~
𝐾′

𝐸′ √𝑅 − 𝑟, 

1 −
𝑟

𝑅
≪ 1 .                                                       (55) 

В рамках линейно-упругого разрушения механики это уравнение 

воплощает тот факт, что трещина всегда распространяется, и эта энергия 

постоянно рассеивается при создании новые трещин в пласте. Очевидно, что из 

(50) следует, что на кончике трещины выполняется условие w = 0: 

𝑤3
𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0,   𝑟 = 𝑅 .                                               (56) 

Это условие нулевого расхода жидкости (𝑞 = 0) у вершины трещины 

применимо если жидкость полностью заполняет трещину (включая область 

вершины). 
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1.4 Сравнение классических моделей 

 

Модель KGD главным образом допускает свободу трещины ускользнуть 

сверху и снизу. Как правило, это допущение нереально для трещин с отношением 

𝐿

𝐻
> 1. Модель PKN, с другой стороны, игнорирует ряд важных принципов 

развития трещин и механики разрыва на фронте ее распространения. И все же, 

несмотря на это, имеющие данные свидетельствуют о том, что модель PKN более 

приемлема при 𝐿 > 𝐻. При 𝐿 = 𝐻 подходит модель радиальной трещины. При 

𝐿 < 𝐻, правильной будет модель KGD. Однако, при обычных интервалах 

перфорации (15–35 м.), гидроразрыв нефтеносного пласта, советующий 

критерию 𝐿 < 𝐻, встречается редко. 

Вопрос о корректности геометрии трещины по модели PKN, без учета 

условий фронта распространения, во многих ситуациях возникает в связи с тем, 

что эффективное давление внутри трещины (а вместе с ним и ширина трещины) 

есть результат взаимодействия потока жидкости с упругостью породы. На самом 

деле, вязкие свойства жидкости, распространяющиеся по всей длине трещины, 

как правило, доминируют над условиями механики породы в области фронта 

развития трещины. По модели PKN, отношение между потоком жидкости и 

ширины трещины для всех моделей приводится в таблице 2. 

Для ньютоновской вязкой жидкости, движущейся в ламинарном потоке по 

узкой щели, падение давления представлено следующим образом: 

∆(𝑃 − 𝜎)

∆𝐿
=

∆𝑃эфф

∆𝐿
=

12𝜇𝑄

𝐻�̅�3
 .                                             (57) 

Модель PKN предполагает эллиптическое поперечное сечение как 

вертикальное поперечное сечение трещины (т. е. трещина закрывается сверху и 

снизу) так, что: 

�̅� =
𝜋

4

2𝑃эфф𝐻

𝐸
 .                                                     (58) 
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Параметры потока жидкости и ширины могут быть выражены следующим 

образом: 

�̅�3𝑃эфф =
12𝜇𝑄𝐿

𝐻
, 

𝑃эфф =
𝑃эфф�̅�

𝐻
 ,                                                    (59) 

а скомбинировав эти параметры, получаем: 

�̅� = (
𝜇𝑄𝐿

𝐸
)

1
4

.                                                      (60) 

Для неньютоновской жидкости, подчиняющейся степенному закону, 

справедливо следующее уравнение: 

𝑤 = (
𝐾𝜇𝑄𝑛𝐿

𝐸𝐻(𝑛−1)
)

1
(2𝑛+2)

 ,                                              (61)  

где 𝐾 − показатель консистенции,  

𝑛 − показатель текучести для неньютоновской жидкости, подчиняющейся 

степенному закону. Для неньютоновской жидкости 𝑛 = 1, 𝐾 = 𝜇, что сокращает 

это его предыдущего уравнения.  

Таблица 1.3 

Модель Ширина трещины 𝑤 Эффективное давление p 

 

PKN (
𝜇𝑄𝐿

𝐸
)

1
4
 

 

𝐸

𝐻
(

𝜇𝑄𝐿

𝐸
) 

 

Радиальная (
𝜇𝑄𝑅

𝐸
)

1
4
 

 

𝐸

𝑅
(

𝜇𝑄𝑅

𝐸
) 

 

KGD (
𝜇𝑄𝐿2

𝐸𝐻
)

1
4

 

 

𝐸

𝐿
(

𝜇𝑄𝐿2

𝐸𝐻
) 

Отношение между потоком жидкости и ширины трещины для классических 

одномерных моделей 

Уравнение по PKN модели из таблицы 1.3 демонстрирует 

чувствительность ширины трещины к другим параметрам (вязкость и скорость 
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закачки). При чувствительности параметра только на 
1

4
 степени, ошибка на 50% 

ведет к изменению лишь на 10% (1.50.25 = 1.1) в расчетном значении, поэтому мы 

видим, что расчеты ширины относительно не реагирую на допустимые 

погрешности в указанных переменных. Данное ограниченное влияние на 

вязкость жидкости очень важно, поскольку реологические свойства типичных 

жидкостей ГРП (в особенности “загеленной” нефти и сшитого геля на водной 

основе) трудно охарактеризовать и измерить, а точные реологические свойства 

чувствительны к условиям замешивания раствора в полевых условиях. Такими 

образом, практически всегда присутствует неопределенность вязкости жидкости 

ГРП. 
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1.5 Влияние трещиностойкости и напряжений горных пород в 

классических моделях 

 

Несмотря на то, что не акцентировалось при выведении отношения между 

эффективным давлением, высотой, расходом закачки и пр. в таблице 3 неявно 

допускалось, что эффективное давление на фронте распространения трещины 

равно нулю. Совершенно очевидно, что на самом деле это не так, поскольку для 

образования и развития трещины в породе, нужно давление на фронте ее 

распространения равное не нулю. В простом виде (и математически не совсем 

правильно, как будет рассмотрено ниже), уравнение эффективного давления (для 

конкретного случая с ограниченной высотой трещины, уравнения можно 

модифицировать с учетом концевого давления, как приводиться ниже: 

𝑃эфф ≈
𝐸

3
4

𝐻
(𝜇𝑄𝐿)

1
4 + 𝑝конец .                                          (62)  

Не являть точной математической зависимостью, данное уравнение 

является полезным инструментом для сравнения относительной зависимости 

давления от концевого эффекта и влияния потока жидкости и реологии. При 

очень большой высоте трещины (т. е. при радиальной трещине), или при очень 

малой длине трещины (т. е. трещина с геометрией KGD при L<H) влияние 

реологии на давление относительно незначительно, и возрастает значение 

концевого эффекта. При изучении уравнения наблюдаем следующие: при малом 

значении модуля Юнга в таких мягких породах, как мел, и в песчанике с высокой 

пористостью (более 30%) влияние реологии незначительно (поскольку оно 

пропорционально  
1

𝐸
 ), и более важным (и даже доминирующим) становится 

концевой эффект. При гидравлических разрывах с определенным ограничением 

высоты в обычной породе влияние реологии на эффективное давление (а вместе 

с ним и на ширину трещины) более существенно, чем влияние давления на 

фронте распространения трещины, в концевой эффект незначителен. 
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Эмпирически, измеряя давления на ГРП обычно показывают давления на фронте 

развития трещины, или концевое давление, в пределах 5–15 атмосфер. 

Как отмечалось ранее, вышеприведённое уравнение не является точным с 

математической точки зрения, т. е. задача намного сложнее, чем простое 

сложение эффективного давления (и ширины трещины) в связи с потоком вязкой 

жидкости к эффективному давлению (и ширине) в результате давления на 

фронте распространения трещины. Сложности возникают в связи с тем, что 

концевое давление вызывает расширение трещины по всей ее длине, тем самым 

уменьшая до некоторой степени падения давления вязкого потока. Этот процесс 

детально рассматривает Нолти, который также дает аналитическое выражение 

давления в призабойной зоне (и ширине) как функцию давления фронта 

распространения и падения вязкостного давления.  

Значение давления роста трещины (т. е. давления на фронте 

распространения трещины, необходимое для поддержания ее развития), обычно 

определяется трещиностойкостью, или прочностью пласта. По сути, как кратко 

рассматривается ниже, фактические процессы, протекающие на фронте развития 

трещины, более сложны. Кажущаяся трещиностойкость ГРП, как правило, 

намного больше, чем трещиностойкость породы, которая может быть 

определена лабораторными методами. 

Трещиностойкость материалов, как правило, определяется одним или 

двумя свойствами материалов: критическим коэффициентом интенсивности и 

поверхностной энергией или скоростью выделения энергии деформации. Для 

эластичного материала данные значения однозначно связаны друг с другом 

следующим образом: 

𝐺 =
1 − 𝜈2

𝐸
𝐾𝑙𝑐

2 =
𝐾𝑙𝑐

2

𝐸′
 ,                                         (63) 
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где 𝐸′ −модуль деформации поверхности, описанный ранее (нужно 

отметить, что, 𝐸′ главным образом равен модулю Юнга с типичными значениями 

от 1 до 70 ГПа).  

Для осадочных пород, 𝐾Ιc может варьироваться от 0.1 МПа√м , до 

умеренно высоких значений порядка 20 МПа√м  без видимой зависимости от 

типа породы. Песчаник может обладать более высокой или низкой 

трещиностойкостью, чем прилегающий глинистый слой. 

Однако, как уже отмечалось выше, растущая гидравлическая трещины 

зачастую имеет дело с кажущейся трещиностойкостью, которая может намного 

превышать значение трещиностойкости. Для примера рассмотрим 

монетообразную или радиальную трещину. Для такой трещины критическое 

давления в момент начало роста трещины определяется из уравнения:  

𝑃𝑐𝑟𝑖𝑡 = 𝐾𝑙𝑐√
𝜋

24𝐻
 .                                                 (64) 

При трещиностойкости 14 МПа√м  по этой формуле эффективное 

давление роста сравнительно малой трещины (по стандартам нефтяной 

индустрии) составляет 5 атмосфер (при том, что влияние вязкости, потока 

жидкости не учитывается) радиусом 15 метров и при высоте 30 метров. 

Однако как отмечалось выше, давление продвижения фронта трещины 

измеряется в пределах от 5–15 атмосфер и даже выше. Разница является 

предметом споров, но, вероятно, это прежде всего объясняется зоной 

присутствия смачивания по фронту распространения трещины, как показано на 

рисунке 9. На заре истории развития ГРП возникал теория, что жидкость 

гидроразрыва не может достичь концевой зоны растущей трещины. Поэтому 

области жидкости разрыва под давлением будет предшествовать зона с 

давлением внутри трещины(максимально) равным пластовому давлению. Для 

пластов с низкой проницаемостью давление в этой области может быть 

разряженным. Напряжение смыкания породы будет стремиться закрыть трещину 
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в этой области, замедляя ее развитие и увеличивая давление, необходимое для 

вынужденного продолжения роста трещины (т. е. для принудительного роста 

концевого давления распространения трещины). Это явление было теоретически 

обосновано и отчетливо наблюдалось в обоих лабораторных экспериментах и 

полу полевых горных опытах, где рост гидравлической трещины тщательно 

отлеживался. Это явление также объясняет почему забойное давление при 

основной обработке ГРП, как правило, точно соответствует давление, 

измеренному во время предшествующего мини-ГРП. Во время мини-ГРП в 

породе уже образовалась трещины, поэтому фактическая трещиностойкость 

породы равна нулю. Несмотря на то, что порода уже разрушена, уменьшение 

давления последующей закачки наблюдается крайне редко (не принимая в расчет 

единственное и часто весьма сильное совпадение при разрыве призабойной 

зоны). 

 

Рис. 9. Концевая зона трещины с отсутствием смачивания 

Покскольку отставание жидкости является реальным явлением, 

предпринимались попытки вычислить и смоделировать количество 

запаздывающей жидкости (варьирующееся в пределах от 1% до 5% от длины 

трещины в экспериментах). Фактическое запаздывание является функцией 

вязкости жидкости, расхода закачки, (т. е. скорости развития трещины), модуля 
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Юнга, давления смыкания и давления внутри концевой области отсутствия 

смачивания. Приведённый широкий ряд переменных делает расчет кажущейся 

сложными, а на практике приводит к необходимости количественного измерения 

данных в полевых условиях (т. е. путем прямого измерения давления фронта 

распространения трещины). А также, поскольку фактическая трещиностойкость 

пород играет незначительною роль (если вообще играет) в данном поведении, 

лабораторные исследования трещиностойкости представляют мало ценности с 

точки зрения проектирования гидроразрыва.  

Роль трещиностойкости по-прежнему является предметом изучения. В 

целом, все три исследователя пришли к выводу, что роль трещиностойкости 

наиболее важна в развитии радиальных трещин, и что трещиностойкость играет 

незначительную роль (если вообще играет) в геометрии трещины с 

ограниченной высотой. Выводы их работ кратко предоставлены в таблице 1.4. 

Таблица 1.4 

Трещиностойкость может быть важной 

(доминировать) 

1) Пласт с очень низким модулем 

Юнга (менее 10 ГПа); 

2) Чисто радиальная, с 

неограниченной высотой; 

3) Закачка маловязких жидкостей 

(таких как вода). 

Трещиностойкость менее важна (или 

пренебрежимо мала) 

1) “Нормальные” пласты (модуль 

Юнга более 10 ГПа); 

2) Закачка высоковязких жидкостей; 

3) Трещины с некоторой 

ограниченностью высоты. 

Значение трещиностойкости 𝐾𝑙𝑐 для дизайна ГРП 

Как ширина трещины является результатом взаимодействия вязкого 

потока и эластичности породы, так окончательная геометрия трещины и высота 

определяются взаимодействием давления ГРП (то есть эффективным давлением) 

со свойствами и горными напряжениями прилегающих пластов. Поскольку 
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механические свойства, такие как прочность, модуль Юнга, и т. д. могут играть 

незначительную роль, в целом именно разница горных напряжений (напряжение 

смыкания трещины между пластами оказывают доминирующее влияние на рост 

трещины и геометрию трещины. 

Это доминирование наглядно прослеживается в случае с доломитовыми 

пластами. Доломиты относятся к самым твердым, жестким породам, 

традиционно обрабатываемым методом ГРП. И все же, несмотря на прочность и 

высокий модуль Юнга, доломитовые пласты легко поддаются гидроразрывам. 

Это противоречие объясняется химическими изменениями, которые превращают 

известняк в доломит. Данные изменения вызывают уменьшение объема пород, и 

для пластов, которые залегают и окружены контролирующими твердыми 

породами, такое уменьшение объема вызывает уменьшение горных 

ограничивающих напряжений. Поэтому, поскольку химические изменение 

способствуют созданию прочной плотной связи, уменьшение напряжения 

создает условия для легкой обработки пласта гидроразрывом.  

Взаимодействие горных напряжений и геометрии трещины (или высоты 

трещины) и иллюстрируется на рисунке 10. 
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Рис. 10. Взаимодействие с горными напряжениями и динамика роста 

высоты трещины 

При инициировании трещины из перфорированного (или открытого 

ствола) гидравлическая трещины принимает эллиптическую форму. Как 

показано на рисунке 10. Ширина такой трещины, управляется моделью KGD 

поскольку выполняется условие 𝐻 > 𝐿, а по мере увеличения длины трещины, 

давление обработки будет уменьшаться, как видно на рисунке 10. По мере 

продолжения закачки, развивающаяся трещины примет круглую 

геометрическую форму, поскольку такая радиальная геометрия является 

естественной формой для любого гидравлического явления (то есть будто лужа 

воды на плоской поверхности, или гидроразрыв). На рисунке 10 указанная форма 

отмечена кривой T2. Радиальная трещины будет продолжать развиваться, пока 

не достигнет препятствия для роста, как показано Т3 на рисунке 10, а на 

протяжении роста трещины давление обработки непрерывно падает.  

Как только возникает препятствие для роста трещины, начинает 

увеличиваться ее длина, как показано на схеме. При таком росте ширина 

управляется моделью PKN (поскольку 𝐿 > 𝐻), а давление обработки начинает 

увеличиваться. Главным образом, на данном этапе роста трещины она 
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становится “трубопроводом”, длина которого увеличивается, давление должно 

возрасти, для того, что обеспечить продолжение закачки при постоянной 

скорости. 

В конце концов давление достигнет уровня, достаточно высокого для 

прорыва в первоначальную зону. Ведь, по существу, пласты пород обладают 

критическим давлением, как и любой сосуд высокого давления, и в случае 

превышение этого давления пласт рвется, и ограниченность трещины по высоте 

теряется. Для иллюстрации этот момент наступает при Т4 на рисунке 10. В этой 

точке рост трещины возобновляется, однако, и длина трещины также 

продолжается развиваться, хотя и с уменьшенной скоростью, а эффективное 

давление начинает выравниваться при значении, равном критическому 

давлению первоначальной зоны, подвергаемой гидроразрыву. В этом случает 

рост высоты трещины приводит к пересечению с другой зоной низкого 

напряжения или легкодоступной гидроразрыву, то давление обработки начнет 

падать, поскольку трещина начнет предпочтительное развитие в этом новом 

пласте. 
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2. МОДЕЛЬ СТАЦИОНАРНОГО РОСТА ТРЕЩИНЫ ГРП  

 

2.1. Физическая постановка задачи 

 

Рис. 11 Геометрия крыла трещины ГРП 

 

В модели сделаны следующие допущения: 

1. Жидкостью гидроразрыва пласта является вода. 

2. Жидкость гидроразрыва пласта несжимаема. 

3. Пропант или иной расклинивающий агент в скважину не нагнетается. 

4. Модель стационарна. 

5. Трещиностойкость не учитывается. 

Запишем уравнение неразрывности или закон сохранения массы: 

𝜕(ℎ𝑤𝜈)

𝜕𝑥
= −𝑞 ,                                                           (65) 

где ℎ – мощность пласта,  

𝑤 – ширина трещины,  

𝜈 – скорость течения жидкости по трещине ГРП,  

𝑞 – отток воды из трещины. 
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Уравнение количества движения из формулы Пуазейля для течения 

жидкости по трещине запишется так: 

𝜈 = −
𝑤2

12𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑥
 ,                                                          (66) 

где 𝜇 – динамическая вязкости жидкости-смеси,  

𝑃 – давление. 

Отток воды из трещины определяется следующим уравнением: 

𝑞 =
𝑘ℎ𝑒𝐾𝑟(𝑆𝑜𝑟)

𝜇𝐿
(𝑃(𝑥) − 𝑃𝑟) ,                                     (67) 

где 𝑃𝑟 − пластовое давление, 

𝐿 − расстояние до контура питания,  

ℎ𝑒 − эффективная мощность пласта за вычетом глинистых пропластков,  

𝐾𝑟(𝑆𝑜𝑟) − относительная фазовая проницаемость воды при остаточной 

нефтенасыщенности 𝑆𝑜𝑟. 

Ширина трещины и давление описывается следующим уравнением: 

𝑤(𝑥) =  
1 − 𝜈𝜎

𝜇𝜎
(𝑃(𝑥) − 𝑃грп)ℎ ,                                     (68) 

где 𝜈𝜎 − коэффициент Пуассона, 

𝜇𝜎 − модуль Юнга,  

𝑃грп − давление гидроразрыва пласта.    

Для замыкания системы уравнений ее необходимо дополнить граничными 

условиями на входе и на кончике трещины, их можно записать так:  

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 𝑓(𝑄𝑖𝑛), при 𝑥 = 0, 

𝑄 = 𝑄𝑖𝑛 , при 𝑥 = 0, 
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𝜈 =
𝑄𝑖𝑛

𝑆
, при 𝑥 = 0.                                            (69) 

Площадь трещины можно найти по формуле:  

𝑆 =
𝜋𝑤ℎ

4
.                                                         (70) 

Тогда граничное условие запишется так: 

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= −

12𝜇𝜈

𝑤2
= −

48𝜇𝑄𝑖𝑛

𝜋ℎ𝑤3
, при 𝑥 = 0.                   (71) 

Также требуется граничное условие на кончике трещины. Скорость 

течения жидкости ГРП на кончике трещины отсутствует, поэтому: 

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0, при 𝑥 = 𝑙.                                     (72)  

Уравнение баланс расходов запишем так, из этого условия найдем 𝑙: 

𝑄𝑖𝑛 = ∫ 𝑞(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0

.                                                 (73) 
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2.2. Математическая постановка задачи 

 

В результате, в стационарную модель роста трещины входят уравнение 

сохранения массы, уравнение количества движения жидкости гидроразрыва и 

связь ширины трещины от давления. Преобразуем вышеописанную систему 

уравнений.  

Уравнение оттока воды из трещины (67) подставим в уравнение 

неразрывности (65):  

𝜕(ℎ ∗ 𝑤(𝑥) ∗ 𝜐)

𝜕𝑥
= −

𝑘 ∗ ℎ ∗ 𝐾(𝑆𝑜)

𝜇 ∗ 𝑙
∗ (𝑃(𝑥) − 𝑃𝑟).                     (74) 

Уравнение количества движения из формулы Пуазейля для течения 

жидкости по трещине (66) подставим в уравнение закона сохранения массы 

(74): 

𝜕 (ℎ ∗ 𝑤(𝑥) ∗ (−
𝑤(𝑥)2

12𝜇
𝜕𝑝
𝜕𝑥

))

𝜕𝑥
= −

𝑘 ∗ ℎ ∗ 𝐾(𝑆𝑜)

𝜇 ∗ 𝑙
∗ (𝑃(𝑥) − 𝑃𝑟).          (75) 

Уравнение связи ширины трещины и давления (68) также подставим в 

закон сохранения массы (75). Получим уравнение (76). 

𝜕

𝜕𝑥
(((

1 − 𝜈2

𝜇
) (𝑃 − 𝑃грп)ℎ)

3
𝜕𝑃

𝜕𝑥
) = −

𝑘 ∗ ℎ ∗ 𝐾(𝑆𝑜)

𝜇 ∗ 𝑙
∗ (𝑃(𝑥) − 𝑃𝑟).       (76) 

В левой части уравнения все постоянные параметры вынесем из-под 

знака дифференциала и введем замену (77): 

𝑎 = (
1 − 𝜈2

𝜇
)

3

ℎ3.                                             (77) 

Тогда левая часть уравнения неразрывности получит вид (78): 
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𝜕

𝜕𝑥
(((

1 − 𝜈2

𝜇
) (𝑃 − 𝑃грп)ℎ)3

𝜕𝑃

𝜕𝑥
) = 𝑎

𝜕

𝜕𝑥
(

1

4

𝜕(𝑃 − 𝑃грп)4

𝜕𝑥
) =

𝑎

4

𝜕2𝑃4

𝜕𝑥2
.        (78) 

Введем замену:  

𝑃4 = 𝑦.                                                    (79) 

Правую часть уравнения запишем в таком виде:  

𝑓(√𝑦4 ) = −
4

𝑎

𝑘 ∗ ℎ ∗ 𝐾(𝑆𝑜)

𝜇 ∗ 𝑙
∗ (𝑃(𝑥) − 𝑃𝑟).                     (80) 

Итоговый вид уравнения после всех введённых замен и преобразований 

примет вид: 

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
= 𝑓(√𝑦4 ).                                                                    (81) 
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2.3. Численное решение методом простых итераций 

 

Решать уравнение будем итерационно методом простых итераций. 

Все значения используемых параметров для проведения расчетов будут 

применены из таблицы 2.1.   

Таблица 2.1  

№ Параметр Размерность Значение 

1 Мощность пласта, м м 30 

2 Расстояние до контура питания, L м 20 

3 Эффективная мощность пласта, he м 25 

4 Вязкость жидкости разрыва(воды), μ мПа∙с 1.1 

5 Закачиваемый расход воды ГРП, Qin м3/мин 2 

6 Проницаемость породы, k м2 2.3∙10-12 

7 Начальное пластовое давление, P МПа 3.4 

8 Давление ГРП, 𝑃грп МПа 5.1 

9 Модуль Юнга, 𝜇𝜎  ГПА 20.5 

10 Коэффициент Пуассона, 𝜈𝜎 безразмерная 0.26 

11 ОФП воды при остаточной водонасыщенности 

𝑆𝑜𝑟, 𝐾𝑟(𝑆𝑜𝑟) 

безразмерная 0.5 

Параметры модели, используемые для основных расчетов 

Блок схема численного метода решения этого уравнения (81) отображена 

на рисунке 12. 
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Рис. 12. Блок схема численного метода простых итераций 

Алгоритм метода простых итераций: 

1. Задаем точность вычислений: 

    𝜀 = 10−3 

2. Записываем формулу итерационного процесса в виде: 

𝑦𝑖+1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖−1

∆𝑥2
= 𝑓(√𝑦4 ) 

3. Вычисляем i-ое приближение: 

𝑦𝑖
1 =

𝑦𝑖+1
0 + 𝑦𝑖−1

0 − ∆𝑥2𝑓(√𝑦4 )

2
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4. Сравниваем полученное приближение с предыдущим: 

|
𝑦𝑖

1 − 𝑦𝑖
0

𝑦𝑖
0 | < 𝜀.     

При подсчёте вручную, например, с точностью до 𝜀 = 10−3, это условие 

сводится к проверке совпадения всех приближений с точностью до единицы в 

третьем разряде. Если условие выполнено, то решение считается найденным на 

i-ом шаге и итеративный процесс закончен, в противном случае полагаем 𝑖 = 𝑖 +

1 и переходим к вычислению следующего приближения. 

В результате получаем следующую зависимость, показанную на рисунке 

13. 

 

Рис. 13. Зависимость эффективного давления от координаты 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Цель работы достигнута, создана и численно решена стационарная модель 

образования и распространения трещин гидроразрыва пласта. 

Исходя из решения, ширина трещины ГРП составила 16 см, что по 

стандартам нефтяной индустрии является сравнительно малой трещиной. 

Написан программный код на языке С++ позволивший реализовать 

численное решение конечно-разностной схемы итерационного метода простых 

итераций. 

Численное решение данной стационарной модели роста трещины дает 

понимание дальнейшего развития этой модели под практические реалии 

использования технологии гидроразрыва.  

Получено распределение давления по координате, при котором давление 

на забое скважины соответствует значению 𝑃заб =
𝑃грп

1.5
 .  

Классические одномерные модели не предусматривают кластерный вид 

гидроразрыва, в котором пропант заменяется кварцевым песком, который 

дешевле больше чем в 3 раза. 

В дальнейшем данный подход будет использоваться в гидродинамическом 

симуляторе “ТехСхема” в организации СургутНефтеГаз, в которой я явлюсь 

одним из разработчиков данного ПО.  
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