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Введение функционала для решения 
обобщенной системы уравнений Ляме

УДК 519.6

А Н Н О ТА Ц И Я . Рассмотренные в 
статье уравнения отличаются от урав
нений Ляме теории упругости коэффи
циентами при старших производных и 
дополнительным слагаемым, младшей 
производной, в каждом уравнении. Для 
обобщенного дифференциального опера
тора Ляме вводится энергетическое про
изведение, на его основе строится квад
ратичный функционал. Показывается, 
что постановка задачи о минимуме ква
дратичного функционала равносильна ре
шению системы обобщенных уравнений 
Ляме с помощью известных вариацион
ных методов.

Equations considered in the article dif
fer  from  Lyme ,s equations o f the elasticity 
theory by coefficients under senior deriva
tive and additional summand, junior deriva
tive in each equation. For L ym e ,s general
ized differential operator energy product is 
entered, on its base square-law functional is 
built. The statement o f  the problem about 
minimum square-law functional is equal to 
decision o f the Lyme ’s generalized equations 
system with help o f  the know variational 
methods.

1. Случай однородных граничных условий. При математическом моделирова
нии [1] статического напряженно-деформированного состояния двухфазного тела, 
например, водонасыщенного грунта после окончания процесса консолидации или 
твердого биоматериала (кости), получены дифференциальные уравнения второго 
порядка с положительными постоянными коэффициентами 6, Л, α, b (i= 1,2,3):

-C(C + λ ) ^ -  + G Ju,+α, +
ox, ∂xl ∂xl

~ ((G  + λ  )∣θ + G d u 2 + a 2 +b2 f - ) = X
σx2 Эх Эх. (1)
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- ( ( G  + λ ^ -  + G du 3 + a 3 ^ -  + b3 ^ - ) = X 3 . θ  = divu,
∂x3 ∂x3 ∂x3

которые можно записать в виде векторного уравнения
Du = K, D = - ( A + B  + C), u = (up uy u3) , K = ( X p X y X3).
От известных уравнений Ляме теории упругости уравнения (1) отличаются 

двумя дополнительными слагаемыми в каждом уравнении. Краевые условия, со
ответствующие этим уравнениям будем считать однородными:

"ls, = 0 > *m ∣52=0> (2)

Γ v , -  вектор напряжений, действующих на поверхность тела. Кинематическое 
граничное условие называется главным, статическое -  естественным.

Введем три дифференциальных вектора-оператора: а) дифференциальный век
тор-оператор теории упругости или оператор Ляме

A = (G + λ  )graddiv + GΔ;
6) дифференциальный вектор-оператор второго порядка

Г Э2 Э2 Э2 λ∣
"  -Ч 2 9 &2 2 9 &3 □ 2

k ЭХ/ 0^2 ” Х 3 J
который описывает изменение коэффициентов при старших производных по 

сравнению с оператором Ляме;
в) дифференциальный вектор-оператор первого порядка

Отрицательный оператор Ляме симметричен при однородных граничных ус
ловиях и положительно определен в пространстве L2 (V) векторных функций, сум
мируемых с квадратом в области V [2]:

(Λu,u)≥ C2 M2 , (3)
где постоянная C зависит не только от механических постоянных, но и от об

ласти V, назначить C можно как в монографии [7].
Запишем скалярное произведение для отрицательного оператора В с примене

нием формулы интегрирования по частям:

3

∂xil

dV -  ∫ ∑  a,.«,, cos(v,x. )iS 
- s м  °x ι

a i
у /=/ u λ , V /=/

Учитывая нулевые граничные условия, имеем

(-Ba,a)=∫∑a,
V »=/

Рассмотрим неравенство Фридрихса, справедливое для непрерывно дифферен
цируемой и равной нулю на S функции u1 [7]:

'∂u i

дх.1
dV

u I I ≤M
V Λ ,

x2 
i_ 

∂x22 J

(ди 
+ —

X2

+ ∂u1 
дх.\  3  /

dV
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∫ d V ≥ -
c ι

2
u ι (4)

Не сложно показать выполнение неравенства
Эх,Заключим область V внутрь некоторого параллелепипеда Vj . Оси координат направим по его трем сторонам, обозначенным через d ,g , h. Продолжим uj (xp x  х  ) на параллелепипед, полагая ее равной нулю вне области К, при таком продолжении она будет непрерывной в V  и ее можно представить

О θζОтсюда, по неравенству Буняковского,
ul (x ,,x 2 ,x 3 r=ρ∙

∂ut (ξ,X2 ,X3 )

2 xι χ∣ 
dξ ≤ ∫ < ∙ ∫  

о о 
3u,(e,χ2 ,χJ 2 d⅛

Эи, (е, χ2 , ='', ∂ul (ζ,x2 ,x 3 )

2 d
d ξ ≤ x ,∖ 

о

∂ξ
x ι

=  x ∕ ∫

оПоследнее неравенство проинтегрируем по x j , x 2, х 3 в пределах О <  х  < d , 
О <  x 2 < g , О <  x 3 <h:∫∣wz (xl ,x 2 ,x3 )2dxldx2dx3 ≤

V1

d g h d

≤ ∫ x ldx, ∫ dx2 ∫ dx3 J
О О О О

∂ξ ∂ξ

Л >*2 >*3 )3xlи получим неравенство (4), в котором c j = d2∕2.Аналогичные неравенства выполняются для функций u2, U3 при C2 = g2∕2, 
C3 -  h2∕2. Тогда

d V .

∖

м /
2 ÷ ⅛ U 2

2 а 3  
+  — и з

2 ≥ λ 2 и
2  12
. л  =  т т

a I a 2  а 3
9 9

С 2 с з L2 9 I c I С 2 С 3 l
(5)

3v j
‘ u id v  ~ [ ∑ b iu ιv i ∞s(v,xi )iS

{ - B u , u ) ≥ -
c ι Отрицательный оператор В  также симметричен и положительно определен при рассматриваемых условиях.Для оператора (-С) скалярное произведение после применения формулы интегрирования по частям имеет вид:

(-См ,V) = - [ У  bii ⅛ , ∂xl
l i ^ l ∂χiПокажем, что оператор (-С) не симметричен:

3 ∂ui ≠ ∣ Эу Y'3 - v ∙ + Σ fe∙ ≠ " .  i v  = <•=; Эх, 1=, ∂xi J
( -C w ,v )= -∫∑ ⅛  4√V = ∫∑ f t j

( -C a ,v )-(a ,-C v )= ∫ -∑ fe j
V

=  2 ∫ ∑ t . ^ r u *d v  ~ [ ∑ b iu ∣v i c o s ( y , x i )1 S

V ы  "X< S >=/Положим v = u, запишем произведение
I
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( - С « ,и ) = - |

(-C u ,u )= -[∑ b i ^ u ldV = l∑ b j⅛ u ldV -  fbu2 cos(y,х ⅛S
у i=ι oxi v ,∙=7 ах. j

s

или

∫  bu2 cos(y, x)dS
S

которое равно нулю при однородных главных граничных условиях и его вклад 
в энергетическое произведение оператора D отсутствует. Тогда, учитывая поло
жительную определенность отрицательных операторов А и В, имеем

(θ u ,u )≥ y∣∣n∣∣2 ,
где из формул (3) и (5) У = C2 + Л2.
Положительная определенность оператора D при однородных главных крае

вых условиях позволяет использовать основные результаты из [2].
2. Случай неоднородных граничных условий. Установим связь энергетическо

го произведения (Dui и) с потенциальной энергией двухфазного тела. В статье [3] 
было получено выражение для удельной потенциальной энергии

W = W1 + Wn  + W111
i

W' = i  c(εl
2 + ε2 + ε3

2 )+ λ(ε, ε2 + ε2ε3 + ε3ε ,)+ \  (с -  λ  ∖ε2
2 + ε 2

3 + ε3
2,),

2 4

W n  = ^{μ lε 2
l +a2ε 2

2 +a3ε 2
3 ∖, W ,"= -b lε 1ul - b 2ε 2u2 - b 3ε 3u3 ,

(Z-v)E
где с = -i---------------т, λ — постоянные величины, характеризующие механиче-

(/+ vX √ -2v)
ские свойства среды, ε ε  —  относительные линейные и угловые деформации со
ответственно. Слагаемые W11 и Win  описывают удельную потенциальную энергию, 
накопленную жидкой фазой, причем W11 является частным случаем от слагаемого 
W1

i которое отвечает удельной потенциальной энергии упругого тела.
Запишем энергетическое произведение (Du,и) для дифференциального опера

тора D. Первое слагаемое в энергетическом произведении, имеет вид [2]:

(-Au,u)=-∖Au∙udV =2∖Wl dV- \ u  t (v)dS,
V V S

= ∑ σ .* cos(y.xk >,∙, e(e,,e2 ,e3 ),
M=/

в котором объемный интеграл совпадает с первым слагаемым W1 из удельной 
потенциальной энергии, v - внешняя нормаль к 5,.∙3τo слагаемое описывает потен
циальную энергию и работу поверхностных сил t (v) в упругом теле.

Для отрицательного оператора В имеем с учетом преобразований.

что является частным случаем от энергетического произведения ( Au,и). 
Объединим два поверхностных интеграла
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и ■ t (v}dS

В результате для обобщенного оператора Ляме статическое краевое условие 
отличается от аналогичного условия в теории упругости для оператора Ляме.

Для последнего отрицательного оператора C получаем:

В задачах механики, связанных с расчетом полупространства, нижняя граница 
S 1 считается жестко закрепленной и имеет вид полуцилиндра для плоской и полу
сферы- для пространственной задач, на дневной S 2 плоскости cos (v, х  ) = 0, 
cos ( v, x 2) = 0, cos ( V, x 1) = интеграл в (6) положителен.

3. Введение функционала. В [2] рассматривается линейный дифференциальный 
оператор L порядка 2к (более общий по сравнению с А) при неоднородных гра
ничных условиях

G l u s = g l ,...... ,Gru s = g r , (7)
где G1,...,Gr -  линейные операторы, g l,...,gr -  заданные вектор-функции, опреде

ленные на замкнутой поверхности S = Sy+...÷Sr. Главными краевыми условиями 
являются те, которые содержат производные от и только до порядка (κ -  1).

Вводится вектор-функция 1//, удовлетворяющая неоднородным краевым условиям
g ∕V' s = S i >■■■■■■■>G rψ Ij = g r .
Полагается w -  ψ ∙- v. Новая неизвестная вектор-функция v удовлетворяет диф

ференциальному уравнению
Lv = f n  f , = f - L ψ
и однородным краевым условиям
g ∣v Is =0∙■■■■■■■•g>∣s=0∙ (8)
Предполагается, что оператор L является положительным на множестве функ

ций, удовлетворяющих однородным условиям (8). По теореме о минимальном функ
ционале [4], решение системы дифференциальных уравнений Lu = f  при однород
ных краевых условиях равносильно отысканию функции, реализующей на том же 
множестве минимум функционала

F (v)= (L v,v) - 2 (v, ∕ 1 ). (9)
Поставим задачу об интегрировании уравнений (1) при граничных условиях 
“ Is, = 0 >r w  Is2 = 9U > ⅜ )∙ (10)

Оператор D является положительно определенным при однородных краевых 
условиях, применим к нему методику построения функционала, введенного для 
оператора L.

Сейчас функция !//■удовлетворяет неоднородным условиям (10). Тензор напря
жений, отвечающий функции у, может быть построен по правилу, описанному в 
[5]. Это правило усовершенствовано в монографии [6].

Заменим V через и -  ψ  и f f через К -  D y  в формуле (9):
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F (v )= (D u -D ψ ,u -ψ )-2 (u -ψ ,K -D ψ )=
= (D u ,u )-2 (u ,K )+ (u ,D ψ )-(Du, ψ )+2(ψ ,K )-(ψ ,D ψ }

Опустим числа 2(ψ, К )— (у/, Dy/) и запишем окончательное выражение для объ
емного инте1рала

Объемный интеграл в правой части можно представить в виде скалярного про
изведения (-2(μ,Cψ]) и отнести дополнительным слагаемым в правую часть диф
ференциального уравнения (1). В силу условий (10), которым удовлетворяет функ
ция и, преобразуем поверхностный интеграл к виду

∫(ιv(∣0+м )∕s
S

где N (и) зависит от и и от функции q, входящей в граничные условия (10), a M 
не зависит от н, но зависит от 1/, получаем

^N(μ)dS = ∫ (- q • и + bu ∙ ψcos(y,xtyiS ∫ MdS = JV- qdS.
S S2 S S

Исключим из рассмотрения М, так как оно не зависит от и. Функционал, осно
ванный на энергетическом произведении, в случае неоднородных краевых усло
вий имеет вид:

ф(и)= (D u ,u )-2 j и ■ fdV + ∖n (u⅛S =2∫(tV ' (и)+W" ( u ) - u - f ) iV -
V S  V

- 2  ju ∙qdS  + - ∑ b J ψ iui cos(y,xi )dSt f  = K +Cψ
S2 2 i=∣ S2

По теореме о минимальном функционале вместо решения системы уравнений 
(1) можно находить минимум этого функционала. В теории упругости однофазно
го тела в общем случае смешанной задачи используется функционал

F (u)=2jfyv l (μ ) -u ∙κ } iV  -  j u ∙ t  ∣γ∖iS, (13)
V S

следовательно, дополнительными слагаемыми в (12) двухфазное тело отлича
ется от однофазного. Эти слагаемые являются основным результатом статьи.

Таким образом, вариационные методы математической физики: метод Ритца, 
метод Куранта, метод Канторовича-Власова и др., применимы к отысканию ми
нимума функционала (12) и соответственно к решению системы обобщенных урав
нений Ляме с неоднородными смешанными граничными условиями.

1.

2.
3.
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АННОТАЦИЯ. Предложен способ 

многокритериального отбора элементов 
приемопередающих антенных комплексов 
на основе построения и анализа орграфов 
предпочтений.

На ранних этапах развития радиоэлектроники обеспечение совместной рабо
ты радиосредств решалось в основном путем совершенствования отдельных схем
ных решений и планирования распределения радиочастот, используемых кажды
ми радиосредствами. В настоящее время принятия отдельных частных мер уже не 
достаточно. Проблема в целом имеет ярко выраженный системный характер.

При создании любого радиоэлектронного средства вопросы обеспечения их 
электромагнитной совместимости должны приниматься во внимание на возмож
но ранних стадиях. По мере завершения разработки радиоэлектронного средства 
набор доступных средств борьбы с нежелательными электромагнитными излуче
ниями уменьшается, а их стоимость возрастает. По зарубежным данным своевре
менно принятые меры при проектировании радиоэлектронного средства позволя
ют избежать значительного количества потенциально возможных трудностей, свя
занных с влиянием непреднамеренных помех. Решения, принятые на поздних этапах, 
оказываются более сложными, требуют дополнительных затрат труда и средств, 
увеличивают время разработки изделий, приводят к их удорожанию и ухудшению 
характеристик, в том числе по массе и габаритам [1].

Как область знаний элек громагнитная совместимость радиоэлектронных средств 
слишком обширна, поэтому для примера выбрана одна из характерных и практичес
ки важных задач — предварительная оценка электромагнитной совместимости при
емо-передающего антенного комплекса, размещенного на ограниченной площади [2].

Важнейшим вопросом, возникающим при проектировании антенного центра 
как сложной системы, является вопрос структурного построения, определяющий 
отношения между его подсистемами и характеристиками функционирования. 
Структура антенного центра отражает его внутреннюю организацию, распределе-
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