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МЕТОД АСИМПТОТИЧЕСКОГО РАСЩЕПЛЕНИЯ 
В ЗАДАЧАХ ИЗГИБА ПРЕДВАРИТЕЛЬНО 
ДЕФОРМИРОВАННЫХ КОМПОЗИТОВ

АННОТАЦИЯ. В работе демонстрируется применение нового мето­
да решения задач изгиба предварительно деформированных композитных 
балок в трехмерной постановке.

⅜

In work application o f a new method o f the decision ofproblems o f a bend 
preliminary deformed composite beams in three-dimensional statement is shown.

Использование композитных конструкций в авиационной промыш­
ленности и судостроении становится повсеместным. Это связано со стреми­
тельно возрастающими требованиями к прочностным и весовым характери­
стикам авиалайнеров и морских судов. В силу особенностей технологическо­
го цикла производства композитов в их структуре имеются изначальные 
предварительные деформации, не достаточный учет которых приводит к не­
предсказуемому разрушению конструкции. Для расчета уровня напряжений, 
возникающих из-за предварительной деформации, используются пространст­
венные уравнения теории упругости. В данной работе эти уравнения реша­
ются с помощью метода асимптотического расщепления, который ранее с 
успехом применялся при решении задач продольно-поперечного изгиба бал­
ки и балки, лежащей на упругом основании, термоупругого деформирования 
слоистых стержней и продольно-поперечного изгиба слоистых плит [1-5]. 
Основная идея метода состоит в расщеплении исходной пространственной 
кра.евой задачи на систему плоских краевых задач, решаемых в сечении бал­
ки, и краевых одномерных задач в продольном направлении.

Рис. 1 Предварительно деформированная слоистая балка
под действием поперечной нагрузки

Рассмотрим композитную балку с постоянным по длине произволь­
ным поперечным сечением, симметричным относительно вертикальной ко-
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ординатной прямой Ох, состоящую из произвольного числа упругих слоев, 
выполненных из различных изотропных материалов (Рис. 1). Ось z направле­
на вдоль оси балки. Начало координат расположено в верхней точке сечения 
балки. Слои нумеруем сверху вниз, i -  номер текущего слоя, S - число слоев. 
Пусть и, V, W -  перемещения точек балки в направлении осей х, у, z соответ­
ственно, (σαz,) -  компоненты тензора напряжения на i -ом слое; [σan  F -  ска­

чок контактных напряжений, действующих на границу раздела i-ro и j-ro  
слоев в направлении a ,  a  = {x,y,z}; nx , n  -  компоненты вектора нормали к 

поверхности балки либо к границе раздела слоев, λ  i, μ i — упругие постоян­
ные Ламе для каждого слоя. На боковую поверхность балки действуют рас­
пределенные поперечные нагрузки q χ , симметричные относительно плоско­

сти xθz. Пусть и  -  характерное значение для перемещения u , h  - высота 
стержня и L -  его длина, E  -  характерное значение модуля Юнга. Будем 
рассматривать только такие стержни, для которых величина ε ≈ hΛ  является 
малым параметром, а ширина соразмерна с высотой или меньше ее. Перей­
дем к безразмерным переменным и функциям, для простоты не меняя их обо­
значения:

2 , θ ∕ E ,

(1)

Требуем выполнения уравнений равновесия внутри стержня и на его
поверхности всюду за исключением торцов:

⅛ * l + ⅛ U ⅛ L 0 , ß - м  (2)

OX ∂y OZ
(σ βx )i

n
x +(σ βy∖n y = ^ ^  ‰ = θ ,  ^ = 0 ∙ (3)

руемое тело каждый из

На границе между слоями стержня требуем непрерывности контакт­
ных напряжений и перемещений

[(σ  д» H  = o  ’ (σ ∕*>), = (σ>  )f n × + (σ ^  )i ny ’ i> j =i1» 5I ’ ( 4 )

W7 = W » W7 = W » Mj = Mi ∙ (5)
Будем считал», что прежде чем балка была объединена в единое деформи- 

ее слоев был предварительно деформирован (e ĝ У . Тогда4

если отсчитывать перемещения и соответствующие им деформации от этого пред­
варительно деформированного состояния, то закон Гука принимает вид:

(‰?)/ =  А ^аД  *̂̂ ( а̂Д + (е аД)/ ) ’ & ~ ∑(⅞7 +  (6 ZT )^)’ i = 1, S > (б)
у=1

11где е  о - компоненты линейного тензора деформаций.
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(7)

(8)

Одним из распространенных способов предварительного деформиро­вания слоя является его растяжение в направлении оси Z . Тогда деформации упругого слоя имеют вид:
k  К=⅜ ∙ (⅛)° - к ) °  - → ⅜ ’ к  У -  к  У -  (⅛ Jf -  ® •В случае изготовления предварительно деформированных железобе­тонных конструкций в силу технологических особенностей (поэтапность процессов деформации арматуры и застывания бетонной смеси) предвари­тельные деформации всего слоя нельзя считать подчиненными закону упру­гости. В ряде случаев можно считать, что выполняются соотношения
(«„ )θ = V  ’ = ̂ xx = ° ’ = = ̂ xz = ° 'г,Обобщая случаи формул (7)- (8) и другие подобные им случаи, будем считать, что выполнены соотношения
(ε

ββ У = a fξ 0 (я), (г?Х), У =  (εzy )θ = (εx z)° = 0 , β = {х, у, z , (9)где ξ 0 (z) -  функция предварительной деформации; α β (x ,y )  -  заданные функции распределения предварительной деформации по сечению балки. Закон Гука (6) с учетом формул (9) имеет вид:(σ ⅛3 ), =  1̂i^δβ +  ε δβ ÷ (z<⅝5 ); ⅞0 ’ (/Уд? ),• =  (Л +  2∕ ,̂∙ .G⅛ J∙ = θ> (β ≠ β ≠ γ )-

, X " d {2k~'}wPм(") =  у  H/ X * >2*-∣ ,1 ⅛ i∙k d z ^

+ Λl∙ + OLr jx .........................  (10) Будем рассматривать слоистые балки с симметричным сечением от­носительно оси X, для которых предварительная деформация также обладает симметрией:√ ( x ,y )  = √ ( x ,- y ) ,  β e { x ,y ,z } . (11)Задача (2)- (6) является полукраевой [1], т.к. на торцах краевые усло­вия не заданы. Для ее решения используем представление для перемещений, используемое при продольно поперечном изгибе [ 1 ]:
. . /  х »  √ 2 t ιu ( β )

= w^(z)+ ∑ Wfk - - J ε2k ,*=ι dz'κ

v (n) _  у  WZ У ____ ___ ε 2k-∖ .' ⅛ Λ , ∙*где П - номер асимптотического приближения; w^n ∖ z )  -  функция продольного смещения сечения, вызванного предварительной деформацией; W iβk (x,y) -  характеристические функции векторного поля перемещений в поперечном сечении балки. Будем считать, что функция продольного смеще­ния wθπ∖ z )  равняется среднему перемещению точек поперечного сечения в продольном направлении, а средние перемещения в поперечных направлени-. ях равняются нулю, это равносильно выполнению равенствΣ  = β ∈ { x ,y ,z } , k = l ,n ,
' = * f ,

(12)

(13)
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где F, Fi ~ площадь поперечного сечения балки и площадь i -го слоя попереч­ного сечения балки соответственно. Предположим, что функция предвари­тельной деформации связана с функцией продольного смещения сечения с помощью соотношения:
< .W ∙∑ { , a 4 ,⅛ - ^ .

Jt=I ClZгде ξ(2k ,̂ ) -  некоторые числа. Поперечную нагрузку, действующую на боко­вой поверхности, которая в общем случае зависит от предварительной де­формации, представим в виде:
,⅛ )= ∑ ,* ∙^ - '> ⅛ s≈*-'.

λ=i dz λ ≡1 az

^ 0 =0, p x (z ) = f a x dΓ> f∕√(Γ)rfΓ = l> //U y ) = Aβ(x-у).
г ггде q(2k> (k = 2,n) — некоторые константы; Г  -  множество граничных точек поперечного сечения балки; f x4 (Γ) ~ функции, заданные на границе сечения; 

p ⅛ -  суммарная поперечная нагрузка в сечении.Путем дифференцирования равенств (12) получим компоненты тензо­ра деформации и подставим их в закон Гука (10)
Z W \ я , X d l k ~∖υ^ d ln +∖υ^(⅛ F = ∑ ('.,Γ ' l ⅛ ⅛ - 'a ^ '÷ A ^ ⅛ -≈ ≈ -∙ '∙(.«•> У  (г >“ -■> 4 a ^⅛ , √∙->, , r r ∙ rf" ⅛ l .≈ ....
VM ~2ЛМ  ■ j z2*-1 £ + A‰ 2̂π+l ε 
k r = k r ⅛ ^ ÷ ⅛ ÷ 2 , , x M 1' a,∙ ' ' β e f x ' y b  

k F - ∑ k r ι> ⅞ ⅛ ^ - ' ■ и г  - ∑ (⅛ r •
⅛≈1 k≡l a zВ формулах использованы характеристические функции тензорного балки (χβγ )θ∖ которые связаны с ха-

I

J

J

(14)

(15)

(16)
поля напряжений в поперечном сеченииракгеристическими функциями векторного поля перемещений следующим образом: (⅛F̂ 0=(λ +2λ M*-1+λ

/ с
λ l wf

z
l

< A Щ

(⅛Ial = Λ

f al*,⅛ + ⅛ 1  р  W1:.. ду J ξ

+ (A +2z ∕,)S l÷^-‰ )/
/

дх
А)=!’

+ S 1л,,ч J
(

+s l∖ m ,̂ J~Σ + y r ijc к d x  J
ι ∂ W ^ '  

Sx ду JПотребуем, чтобы характеристические функции удовлетворяли сле­дующим краевым задачам в сечении балки

к Г ”=

к Г =

k r o =A
+ (λ  + 2a , ) S  + ξ i2 k- ‰ ∖ ,

уλ [∣∙3÷
,fcF-(≤F-

’ fcF= S l
Sy J

Oj , 1к = 1,п.

9

(17)
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к ∖(2⅛-l) λ ∕  h, ∖(2fc-l)a Vr ∕ivΛ , 5 VA-A l C * Y 2t-2) - Λ ,  f » . . : - 1  -• 
----- +  ^τ + v>A  -θ>βe{x,yb k = l,n, ι - l , s ,

I

........  + — — + (τ"a  )Jw 0̂ = 0
дх ду v ” Л

(18)« к  Γ , . a(<1 f ,
на боковой поверхности балки2t'* 4  = 4

п = 0 ’ k = ι,∏;
i У

(⅛T∖>+⅛J
(⅛F4÷kF

9*⅛(Γ).(⅛r>n,÷(r-Γ"п = 0>
<∙> (19)

*

на границах между слоями
k Γ V k F 4 b 0∙ к Г Ч  ÷(⅛F-4 -®- /'≡M>(20>Z⅛=^> , Z e {*>Λ*},  k = l,n> i,y = [l,j]∙ (21)Для характеристических жесткостей и моментов инерции используем следующие формулы
teF=∑∫(⅛Γ<ar, (Λ'F, =∑∫kJ"l(χ-⅛^-

,=1 F1 (=1 F,Интегрируя уравнения (17) по сечению балки и используя формулы (18)-(21), выведем следующие соотношенияf e )(2i) = ( i : У2*’ 0 q ^ - l^ - ( G κJ 2k 2̂∖ qW  = - t e ∕ 2 i'°> k = l,n∙ (22)5В соответствии с формулами (14)-(15), (22) должны выполняться ра­венства для функций предварительной деформации и продольного смещения
∑^-≤⅛≠≈ι*--⅛ω=o> p<=-∑fcr≈,^ ≠ ^ - '÷ A ∙ <23>
⅛-∣ ClZ ∕ζ -2 ClZПервая формула (23) является дифференциальным уравнением, из ко­торого находится функция продольного смещения w ∏ , вторая формула (23)является формулой для поперечной нагрузки p ⅞, которая необходима для вы­полнения равенств полукраевой задачи (2)-(6). Таким образом, суммарная поперечная нагрузка p⅛ не может быть произвольно заданной.Подставим формулы для перемещений и напряжений (12) и (16), за­писанные на основе решений уравнений (23), в левые части уравнений полу­краевой задачи (2)-(6). После учета равенств (17)-(20) и всех сокращений лег­ко видеть, что левые части уравнений (2)-(6) являются малыми величинами порядка o(ε2n 1̂)∙ Таким образом, можно сказать, что уравнения полукраевой задачи (2)-(6) выполняются с точностью o(ε2n~l ) и, следовательно, ее фор­мальное асимптотическое решение для необходимо заданной нагрузки p ξ построено. Для обеспечения необходимой точности требуется достаточная малость параметра ε .C  целью устранения требования на поперечную нагрузку p1>, под­чиняющуюся второму равенству (23), построим другой тип решений полу­краевой задачи (2)-(6). Для этого предположим, что вспомогательная по­перечная распределенная нагрузка на боковой поверхности балки пред­ставлена в виде:
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<∕t(Γ,z) = / ,> ( Γ ) ⅛ l «” • A* =  ∑  « F  Т п Н “  > ( 2 4 )
t . i  *= ι dzи воспользуемся представлением для перемещений, применяемым при про­стом поперечном изгибе [1]-[2] \

»  z √ 2 *  (л )
) = ∑ ¾ ⅛ a '

A=I OZ

2А +1,

2* ,

(25)
U,l' l (r ,t )≈  ⅛ , ( Z ) + ∑ ¾  ⅛ τ⅛ -^ u  ’

A=I d z. . .  ∖ Ju (n) JU z∕(2t+1)u W
w W(r, ε ) = - ( x  -  c0 ) - A -  ε + ∑  Ufjcгде q(2k) (k = 2,n) -  некоторые константы; px (z) -  суммарная нагрузка в попе­речном сечении, -  функция прогиба; ц₽ -  характеристические функции I1kперемещений. Будем считать, что функции прогиба u(n∖z) равняются сред­ним перемещениям точек поперечного сечения в поперечном направлении, это равносильно выполнению равенствΣ ∫ ^ * G σ > = θ , k =1∙n ' ( 2 6 )
7=1 FjДействуя точно так же, как и в случае представления перемещений в виде формул ( 12), получим следующие выражения для напряжений и харак­теристических функций:

У \ /  \  п⅛ Γ  ⅛ F  ÷ w .  ß - M ’
A=I

A=I
п

A=I

(⅛F*4 =(∙¾+2a)¾+4

ε 2"+2 ’

(σ U '1 = ∑ ( 4 Γ ' , ^ ≈ ≈ w ^ 2 υ

( ⅛ F , ' -

dz2k *=ι

⅛ , .  l ⅞ , '
дх ду j

+ (λ +2Λ ^
OX J  a ‰  '∣ 

/Л f дхК o x  √

7

∂ U y  Z . u u i t А+1 
IJc +̂  ̂ дÖ J  )

1 9 ( и  Y2A+2 )
( ( 

= л u λ  +
\

9

5

dz2k

(г- F 1 =∖ x y / i А * л
9

( ⅛ F °  = μ l ¾  +

+ (λ +2a ) ^
by Jk = l ,n ∙

'∂U'i  ι  a ⅞
дх ду y

дУ >β∈{x,y}>Э

(28)Потребуем, чтобы характеристические функции удовлетворяли сле­дующим краевым задачам в сечении балки
5fc у«) 

'I

4 l)
•(2**0

дх

( ⅛ F ' , =o

О+ ду∏ pHβ∈{χ,y}, k = l , n , i  =  l ,s ;на границах между слоями( ⅛ r ι = ( ⅛ p - ' , . ( ⅛ p ι = ( ⅛ r .  ⅛ ' = t f f ∙  '.m >∙≡i

(29)
(30)
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на боковой поверхности балки( ' d " ⅛ ⅛ ( Γ ) ∙  (⅛F1=o> (⅛1<2* +1) -  ∏ X. 1
=  О » к = 1,л •Введем интегральные характеристики характеристических функций ( c F = Σ ⅛ - ⅛ X ⅛ F ⅛ р  > к  -  1 ,п ,

(31)
k  F =∑ M F'■=1 F∣ (=1 F1где u J 2lc∖ -  характеристические моменты инерции и характеристиче­ские жесткости слоистой балки соответственно. Интегрируя уравнения (29) по сечению балки и используя формулы (30) -  (31), выведем следующие со­отношения
feF*,l=fcFl> rf∙,--(¾Jl(2⅛-l) (32)Пусть вспомогательная нагрузка q h такова, что в сумме с необходимо приложенной нагрузкой q  ξ получается произвольно заданная нагрузка 
qx =  Ях +  Чх ’ Px -  Px +  Px' (33)Тогда в силу линейности рассматриваемых уравнений теории упругости перемещения и напряжения являются суммами формул (12), (16) и (25)-(26)Mk,'c) = M k) + u ^ , +v!n,,'ζ yv̂ u,n"̂  = w ^  +¼^n,'∖

∖σ rβ)i -∖σ r∕})i +  ∖σ rβ)l ’

(34)(35) где индексы ∏u , n w -  номера асимптотических приближений для представ­лений (16) и (12) соответственно. Первое уравнение (23) перепишем без из­менения, а второе равенство (23) подставим во вторую формулу (33) и вос­пользуемся формулами (32). Тогда получим систему уравнений изгиба пред­варительно деформированной балки смещения uθ u∖ wln'v^ на функции прогиба и продольного

Рис. 2. Напряжения в пограничном слое двухслойной предварительно деформированной балки в зависимости от 
продольной переменной: ε = 0 1 -  сплошная линия; ε  =  0 .2 5  -  прерывистая линия; g = 0.35 - пунктир, а) 

Нормальные продольные напряжения при х=0. Ь) Касательные напряжения при x=0.5.
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k≈∖
п

dzlk
(36)

к =2 U Z  k≈2Формулы (34> (35), построенные на основе решений системы (36), обра­зуют 5-парметрическое семейство асимптотических решений полукраевой задачи
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<

(2X6) с точностью o(ε2n ,̂ ), 4 τ θ проверяется путем прямой подстановки. Значения 
параметров определяются из условия постановки классических интегральных ус­
ловий на торцах [1]. Для уточнения напряженного состояния вблизи торцов следу­
ет рассматривал» пограничные слои, теория которых изложена в [6].

Если функция ξ 0 (z) является многочленом степени r∏ξ, а поперечная
I

нагрузка р х многочленом степени mx , то для получения семейства точных 
решений полукраевой задачи (2)-(6) достаточно потребовать выполнения не­
равенств для номеров асимптотических приближений

т. +1 max(m. -  2, m r )+1
72 ≥ ——  ’ П.. ≥ ----- >—L - x-L— + 1 • (37)

" 2  “ 2
Пример. (Плоская деформация предварительно деформированной 

балки). Пусть распределение предварительной деформации не меняется по 
длине балки и отсутствует внешняя нагрузка, из неравенств (37) находим 
значения приближений п  и п

WW

ô(2) = lso, m ξ =0’ Wlt =0> n w =1, Пи = 2-
Из уравнений (36) с учетом того, что на свободном торце изгибающий 

момент относительно оси у и поперечная сила равны нулю, следуют равенства 
( c r F < H > . .  (38)

i  *  ε  i ° ^ t f ~ ε  - ↑j ⅛ f - ⅛ ε

Тогда из выражений (16), (26) и (35) следуют формулы для напряжений:

L F -о

dz

L F - г  ZZ л ' τ zzΛ ^t∣τ > (39)

И

Напряжения из формул (39) являются точными решениями полукраевой 
задачи (2X6) и удовлетворяют условию равенства касательных напряжений на 
торце и равенству изгибающего момента на торце. Нормальные напряжения не­
изменны по длине балки. Касательные напряжения всюду тождественно равны 
нулю, это требует специального объяснения, т.к. изгиб балки (ненулевые нор­
мальные напряжения) вызван именно взаимодействием слоев, которое для сво­
бодной балки возможно только посредством касательных напряжений. Разреше­
ние этой парадоксальной ситуации невозможно без рассмотрения пограничного 
слоя, возникающего вблизи торца балки [6]. Если построить такой слой вблизи 
правого торца при z= 1, то оказывается, что внутри пограничного слоя касатель­
ные напряжения резко возрастают от нуля и опять превращаются в нуль, дости­
гая в точке максимума до 3 5% от максимальных нормальных напряжений в се­
редине балки (рис 2Ь). Столь значительные касательные напряжения вполне мо­
гут вызывать расслоение композита вблизи торцов. Нормальные напряжения 
внутри пограничного слоя резко убывают до нуля на торце (рис 2а).
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ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ ВАРИАЦИОННОГО ПРИНЦИПА 
В ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК

АННОТАЦИЯ. В статье рассматривается возможность применения 
к расчету тонких оболочек одного из вариантов формулы статически воз­
можных изменений напряженного состояния.

Possibility o f one o f the version o f statically possible changes o f 
strained state formula ’s application to calculation o f fine shells is considered 
in this article.

В монографии [1] K. 3. Галимовым был предложен один из вариантов ва­
риационного метода интегрирования основных уравнений теории пологих 
оболочек, основанный на применении формулы статически возможных изме­
нений напряженного состояния.


