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О ПРИВЕДЕНИИ УРАВНЕНИЙ C ЧЕТЫРЬМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ
К НЕКОТОРЫМ КАНОНИЧЕСКИМ ФОРМАМ, 
ДОПУСКАЮЩИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СОСТАВНЫМИ ШКАЛЬНЫМИ 
НОМОГРАММАМИ ПЕРВОГО ЖАНРА

АННОТАЦИЯ. Найдены условия приведения уравнений с четырьмя пе­
ременными к некоторым каноническим уравнениям, указаны эффективные 
методы отыскания их элементов, исследован вопрос о единственности, 
полноте и несовместности рассмотренных канонических уравнений.

. The conditions for the reduction o f the equations with the four variables 
to some canonical equations are found, the effective methods o f search o f their 
elements are specified, the question on uniqueness, completeness and 
incompatibility o f the considered canonical equations is investigated. 

Рассматривается уравнение
-  /(^1 ’ ’ ^з) (1)

в предположении достаточной гладкости функции f  y причем частные произ- 
водные (/ =  1 — 3) отличны от нуля в некотором параллелепипеде G√ 

a ,< t i <β l (z = l-3 ) .
Вопросу приведения уравнений с четырьмя переменными к некоторым 

каноническим формам посвящены работы многих авторов ( [1-7] и др .).
В данной работе найдем условия и укажем методы приведения уравне­

ний (1) к следующим каноническим формам:
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F1 ∙ F2 + Φ 2 -  F3 + F4 , Лг) (f, ∙f2+φj ) (fj + f4)=i , ι ι ιm

(F1∙f,+ φ,)∙(f.-F4 + i)=1, IVmЛ ‘ Лг *̂̂ Ф? ~ Л ’ Л ’ ^ ( 2 )

( где Fi ≡ Л (ti ), Ф 2 = Фг V2))’ допускающих, в частности, представление состав­
ными шкальными номограммами из выравненных точек [8-10] с криволинейной 
шкалой переменной t 2 и остальными прямолинейными шкалами, причем шкалы 

переменных t l , t2 лежат в одной плоскости, в другой плоскости лежат шкалы 

переменных t 3 , Л . Относительно неизвестных функций Fi , Φ 2 (i= 1 -4 )  полага­
ем, что они обладают производными необходимого порядка.

При решении поставленной задачи используем метод, предложенный для 
уравнений с тремя переменными П. В. Николаевым [11,12]. Найдем, например, 
условия и укажем метод приведения уравнения (1) к канонической форме IV l2 у

Уравнение I V можно записать в виде уравнения Macco

О

л. 
л

1

о 
о
1
л

Л
f 22

О
О

1
1
1
1

где функции / ,  = f ij ( rι ), Л j = f 2j∖t2 ) ( i = 1,3,4; j  = 

F , = 1

1,2 ) таковы, что

(2)

__.A,.-i F = 1
f< ' ^ ,  А ,’ '  ι - A  ’ ^ i  А. ’ 4

Укажем предварительное условие номографируемости.
Лемма. Для приведения уравнения (1) к канонической форме IV(2) 

необходимо и достаточно, чтобы при заданных функциях

существовало в области G решение относительно функций 
темы дифференциальных уравнений

м  _ f г  [(л  ̂Л? )■ (Л/ X+ Л/ • (л? X ]

F1 = —!—  Ф  -
1 - Л ’ f

-1 л (3)

(4)

f i  ’ f  2 j  CUC-

(A )', ■ f 1, ■ f a

R  =

=  O ,

*

„  (Л - Л, X/, Л. -  Л * / а  > (Л XM = -
( f , • А, ■ А, ■ (А -  /) √

Если уравнение (1) приводимо к форме /F  η , то из (2) имеем:

(5)
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(6)

Дифференцируя это уравнение по t j ( j= l - 3 ) ¼  составляя функции (4), 

найдем, что уравнения (5) имеют место.
Обратно, дано, что система уравнений (5) допускает решение относи­

тельно функций f i , f 2j ( i=1,3; j= l ,2 ) ,  т. е. имеет решение система диффе­
ренциальных уравнений

(7)

где вместо M , M  стоят их выражения (5). Преобразованием правых частей 
каждого из этих уравнений система (7) приводится к виду

('. ) '~ ⅛ ( U  =0 0=2,3), (8)

*1

(9)

Составляя уравнение в полных дифференциалах, соответствующее яко- 
биевой системе (8), и интегрируя его, найдем, что V = const. Следовательно, 
общим решением системы уравнений (7) будет t4 =CO (У ), где QJ- произволь­
ная функция; отсюда получаем (6) и, следовательно, каноническую форму ∕½ 2 )∙

Для дальнейшего введем следующие сокращенные обозначения:

А (, м  Y z , /—------------  „ _ i , (mmab∖ + (м лвХ
[ ⅛ γ ]ι ,f i≡ ( ln M A ) l , D ≡ + ;  B(∖n  MM ABl , 2 [ Λ⅛√Γn77½~ J <1°>
. Теорема 1. Если уравнение (1) приводится к форме IV(2 γ то функ­

ции M ,M  (4) удовлетворяют в области G условиям:
Λ ∕3z = 0 ,  (1пм)" = 0 , (InM)Iz

2 ≠θ> (11)
(In M )"2 ≠ 0, (12)

D 2D 2 (13)

[ln(P - 1)] ;= -D P , [ ln ( ∕> -1)] ! = MDP. (14)

Выполнимость условий (11) следует из теоремы 2.2.1 [10].
Далее, записав систему (5) в виде системы уравнений в частных произ­

водных и использовав ее условия интегрируемости ( ∕ 3 )3 . = 0  (у = 1,2 ), полу­
чим следующую каноническую систему, в которой слева стоят производные 
всех функций, стоящих справа [13]:
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►

(15)

(16)

Μ.У

(17)

(18)

<5/ - символ Кронекера.
Из условия интегрируемости (y,)f2 = 0 системы (15), найдем новое урав­

нение, устанавливающее условие на ее неизвестные функции:

Дифференцируя это уравнение по t l и используя уравнения (15), (19) и условия 
(11), найдем новое уравнение, связывающее неизвестные функции системы (15):,

(20)

Дифференцируя уравнение (20) отдельно по t∣ G -  Л2 ) и используя урав­
нения (15), (20), нетрудно получить условия (12).

Выражая из уравнения (20) функцию и подставляя в уравнение (19), получим:
-12

A ±D  A(B±D ) n  
--------+ — — ^  = O
±D 2D2

A -  A2
AAi

где пишется знак «плюс» или «минус» в зависимости от того, берется знак 
«плюс» или «минус» в уравнении (20).

Дифференцируя уравнение (21) по t, и используя уравнения (15), (20), (21),

А -  A2 (21)

получим: (22)

_ AAl

в случае, если в (20) берется знак «плюс», и

(23)

в случае, если в (20) берется знак «минус».
Уравнения (21, 22), так же как и уравнения (21,23), зависимые; условием 

их зависимости, что нетрудно получить, является условие (13).
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Дифференцируя каждое из уравнений (22), (23) по t j  (j = 1,2 )и используя, 
соответственно, уравнения (15), (22); (15), (23), а также условия (11), найдем, 
что условия (14) действительно имеют место.

Теорема 2. Условия (11-14) являются не только необходимыми, но и 
достаточными для приведения уравнения (2) к 
При этом существуют две системы элементов . 2
но определяющиеся (с точностью до проективных преобразований про­
странства) с помощью лишь квадратур.

В работах [8,10] при рассмотрении вопроса о номографировании уравне­
ний (1) было показано, что система дифференциальных уравнений (5) допуска­
ет трехпараметрическую группу преобразований

a n f ∖  2  f 2 ι  2  _  a 1 1 f2 2

канонической форме /VJr2)
F ,Φ 2 ( i = l - 3 ) ,  однознач-

f  _  ~÷AA± LJ 2  —  J  3 +  a 22
г , , ’ J 22 ~  г  , λ

,  J l  ~  'α 4 3 J 2 2 ^ * ^ l  a 41 J  22 *̂̂  1 a 22

Эта группа является подгруппой проективных преобразований пространст­
ва, автоморфных относительно плоскостей y=0, z=0

л = 0,1 у = 1,1 X = 1,1 
ипрямых у  =  =

номограмм с уравнением (2).
Группа позволяет присоединить к системе (5) начальные условия; возьмем 

их в виде:

при = f ,1 : ∕ 1 = - l ,  / 22

где ti = tij —  любая точка области G.
Нетрудно проверить, что эти начальные условия совместны и полны, т. е. 

они вполне определяют значения параметров в преобразовании (24).
C помощью уравнений (20) (со знаком «плюс») и (22), а также с помощью 

уравнений (20) (со знаком «минус») и (23) можно перейти от системы (5), соот­
ветственно, к системам:

f t  ~  f 2 2

f  =  ' ^ ∙ ,  1 f  =
J i  г  1 » J na u f ι  + 1 (24)

-  носителей шкал переменных t j  ( j = 1,3,4 )

(25)

где

И

∙τ∙

f 2 ' f ,  P  ’

( f ι y∣ = ∙5 ∕ 'Z ,  ( A . ) '=  <⅛' ∕ ∙ y 2 2 , ( 1 = l, 3; j = l - 3 )  

у, = A - '  V i -  / 2 2 ) . d  . (1 _  р )

/22

y22 = ~ f ^ M ( p P  -  А)

f  — f l  А2 
λ , ^ ∕ , ∙  ( ι - P ) '

(22 *)

(26)

(27)

(28)

(29)
9

(23*)
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(/<)• = 5 ∕ ∙ y i , ( ∕ 2 2)' = S j
i - y 22, ( i  = l, 3; j = l - 3 )  (30)

где (31)

⅛1Zl-⅛) m [л + dq _
1

(32)

Таким образом, исходная система (5) распалась на две самостоятель­
ные системы. Обе вместе они эквивалентны исходной системе в силу условия 
(14), что нетрудно было бы показать [10].

При условиях (11-14) тождественно выполняются все условия интегри­
руемости систем (26) и (30). Для уравнений (27-29), (31-33) это означает, что 
правые части зависят только от той одной переменной, от которой зависят их 
левые части. Помимо этого, в силу условий (12), (14) и уравнений (27) и (31) 

правые части уравнений (22*) и (23*) нс зависят от t 1 ,t3 .
Из сказанного ясно, что системы уравнений Пфаффа, соответствующие 

системам (26) и (30), являются вполне интегрируемыми. При заданных началь­
ных условиях они имеют решение, и оно единственное [14]. Таким образом, 
имеют решения системы уравнений (26) и (30), причем при известных функци­

ях f l и f n  из уравнений (22*) и (23*) найдутся функции f 2 r  Следовательно, 
имеет решение система уравнений (5). Тем самым, в силу леммы, доказана 
достаточность условий.

Нетрудно видеть, что функции / . ,  f  (i= l,3 , j= l ,2 )  κ a κ  и з  с и с т е м ы  

(22*), (26), так и из системы (23*), (30), при начальных условиях (25) находятся 
однозначно и с помощью лишь квадратур. Формулы помещены в прилагаемой 
таблице, причем решения системы (23*), (30) обозначены f ^ 2∖ f 2 ^̂  в отличие

Зная функции f i , f 2 j (i = l ,3 , j= l,2 ) , по формулам (3) найдем функции

— 1 — 3), причем получены две системы таких функций.

Теорема доказана.
Заметим, что функцию F4 нередко удается определить непосредственно

из уравнений (1) по известным функциям Fk , Φ 2 (к — 1 — 3)уравнения /V^2 )-

лично, при этом используются уравнения ( 1) и F4 C известными функциями

F .,Φ ,( t= ∕-5 ) .
Из формул (3) имеем:
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л = 1 (34)
1 F1 j. F3 - I

Подставляя эти выражения функций f i , f 2 j (1'=1,3 , j = l  ,2 ) в формулы (24) и ис­

пользуя (3), найдем, что функции Fk , Φ 1 {k = l  -  3) допускают преобразования

F α 43 +  Л

Л -  й З з Л ’ 2 ~  2 0 4 з Л ’ Л f l 22^*3 ,  , (35)
Покажем теперь, что две системы функций Fk , Ф 2 и  Fk

2∖ Φ 2 (к = 1 — 3 \  

соответствующие системам функций f i , f 2 j κ f i  , f2 j  { i - l  , 3 , j= l ,2 ∖  раз­

личны, т. е. не могут быть получены одна из другой с помощью преобразований (35).

Действительно, при начальном условии (25) (при t3 = t3 1 : f 3 —0 )  из урав­
нений (29), (33) получим, соответственно:

‘3 _  <3 _
- ∫Λ Π > d t3 ∫  MDdl1

1 - €  131 > Л ( 2 )  =  I - P 1

Л
Отсюда имеем / / 2> = / 3 .

/ 3 - 1
Но тогда из формул (3) и (34) получим

г3
(2)=—.

Л
Из формулы (35) видно, что не существует такого значения параметра a 22 , 

при котором бы получилась эта зависимость, что и доказывает предложение.
Аналогичными исследованиями можно получить условия и указать мето­

ды приведения уравнения (1) к каноническим формам / (2 )- / / / (2). В каждом из 

этих случаев (в отличие от формы /Vj-2j) существует единственная система фун­

кции fi> f2j (i=1,3, j= l,2 ). Результаты исследований приведены в таблице.

Из сравнения условий приводимости видно, что формы / (2) - /У (2) несов­
местны, т. е. уравнение (1) может допускать только одну из этих форм.



Таблица

Каноничес

кая форма

Допускаемый

тип

HOMoqiaMM

Необходимые и достаточные 

условия приведения к 

каноническим формам

Формулы, определяющие функции f i

Вид функций

Fr  Ф2

Допустимые 

преобразования 

функций Fj , Ф2

F1 Fj + Φ,=F1 + F4

Здесь: (м В ≡ (in MΛ)l
l D ≡ +1∕β(ln MΛ∕Aβ)(, F = (mab∖

IM (In M )J'2 ’∣y"'— частное значение функции H, (∕l , f y , ∕ t ) при ti = t il

(mmab∖ +(mab] 1
WD(InM)J2

— _ o1∣F1 ÷2o11 +α14

“зз

F2 = O33F2,

F1 = o11F3 + o l 2 + o 14,

Ф2 ~ aI 1^2 “
— (2o∣1 ÷ o14)F2 + 2o14

«33
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Таблица (продолжение)

Необходимые и достаточные 

условия приведения к 

каноническим формам

f 2 - af+-ab=o
2 

{lnM F↑ = -F ,  

(∖nMF∖ = M F

(in M D l  = 0 0  =  U )

2 r. P  ÷ ÄP 2 - P --------+
D

a(d +b) „
+ , = 0 ,

2D 2

[In (P -I)I  = -D P ,

[ ln (P - l) ] ' = W DP

Формулы, определяющие функции f i , J u

∕ 1 =
1

Jf(I-P)Dp2A1 
l - 2 ∕ ,,∙

f  -  22

f,m =

• i n  ~
1

- j i  M (DP-A)F Aj

-1  + 2 /

- jiff>&t

A = W υ,

Вид функции

F Ф г  j  , v *z
2

Допустимые

преобразования

функций Fj , Ф2

»

1

-∫(DPfu A,
1 - 2 /  ",

∕∙(2) __ < (2) 
f (2) =  Jt Jn

' f , w ( t - p ) '

∕∙(2) .
Jn  ~

1
]∣v (d-dpm)Γaj

- 1 + 2 / ’”

[шън,
∫ , u t  = l - f "
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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ УРАВНЕНИЙ C ЧЕТЫРЬМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 

НЕКОТОРЫМИ ВИДАМИ СОСТАВНЫХ НОМОГРАММ
ВТОРОГО И ЧЕТВЕРТОГО ЖАНРОВ

АННОТАЦИЯ. В статье рассматриваются составные шкальные но­
мограммы второго и четвертого жанров для уравнений с четырьмя пере­
менными, эквивалентные номограммам нулевого жанра. В терминах гео­
метрии тканей изучены специальные классы шестиугольных тканей, ука­
заны условия их спрямляемости, определены соответствующие им 
канонические формы, образующие полную и несовместную группу.


