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наделенное множественно-открытой топологией, предбазу которой образуют
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всевозможные множества вида W(T ,V ) = { f : f  Е.С( X  ) и f  (Т ) C V  } , 
где T ∈ Л, V —  открытое подмножество R .

Множественно-открытые топологии включают в себя наиболее распро
страненные топологии на C (X )  — топологию поточечной сходимости (при 
Л, состоящем из всех конечных подмножеств X ) и компактно открытую то
пологию (Л — семейство всех компактных подмножеств X ). Подробнее об 
этих топологиях см. в [1]. Пространства X  в работе предполагаются тихо
новскими. В работе рассматривается случай, когда пространство Cλ ( X )  ха- 
усдорфово. Как доказано в [2], это эквивалентно тому, что Л является 
Jt -сетью пространства X  (то есть для всякого непустого открытого множе
ства U C X  найдется T ∈ Л, T C U ).

Напомним, что топологическое пространство У называется локально 
компактным (локально счетно компактным) в точке у ∈ Y , если найдется 
окрестность О (у) такая, что ее замыкание О (у) компактно (счетно ком
пактно). Если пространство Y локально компактно (локально счетно ком
пактно) во всякой точке у ∈ Y , то пространство Y называется локально ком
пактным (локально счетно компактным). Для однородного пространства Y 
локальная компактность его эквивалентна локальной компактности Y в ка
кой-нибудь (произвольной) точке y (Ξ Y . В [2] приведены примеры, показы
вающие, что пространство Cλ ( X ) может быть неоднородным.

С.Э. Нохрин в [2] доказал, что пространство C -(X )  локально компактно 
тогда и только тогда, когда пространство X  конечно и Л состоит из всех его 
(конечных) подмножеств. На семинаре Н.В. Величко в ИММ УрО РАН был 
сформулирован естественный вопрос: будет ли пространство Cλ ( X ) локаль
но компактно, если оно локально компактно в какой-нибудь точке?

В работе получен положительный ответ на этот вопрос. Точнее, справед
лив более общий результат.

Теорема. Пусть Л — л-сеть топологического пространства X. Простран
ство Cλ ( X ) локально счетно компактно в какой-нибудь точке тогда и 
только тогда, когда пространство X  конечно, а Л состоит из всех под
множеств X .

Доказательство. Пусть пространство Cλ ( X )  локально счетно компакт
но в точке f  и O( f ) —  окрестность, замыкание которой счетно компактно. 
Так как замкнутое подмножество счетно компактного пространства — счетно 

компактно, то считаем, что O ( f )  = ∩ W(Ti ,Vi ) —  базисная окрестность, где 
1=1

Ti ∈ Л, V1 C R открытые множества, / ∈ 1,и. Предположим противное, то есть 

пространство X  бесконечно. Покажем, что множество C = U ^  плотно в X . 

Иначе (пространство X  —  тихоновское) найдется непустое открытое множе
ство U C X  и непрерывная функция g : X  → [Q,\]  такие, что g (С) = 0 , 
g (U) = 1. Рассмотрим последовательность функций f k = f  + kg, k ∈ N  , так 
как f ∖C = f k C для всех к ∈ N  то f k tΞO( f ) для всех к G=N. По условию
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— предельная функция последовательности { f k }k= i. Пусть
x0 ∈ U —  произвольна. В силу непрерывности функций f  и φ найдется ок
рестность O(x0 ) C U  такая, что f  (O(x0 ))C  ( f  (x0 ) - ∖, f  (x0 ) + ∖) , 
φ(O(x0 ) )C (φ (x 0 ) - ∖, φ (x0 ) + l) .Так как Л —л  сеть X ,  то выберем 
T ∈ Л, T C O( х0) . Выберем k0 ∈ N  такое, что k0 + f (x0 ) - ↑> φ(x0 ) + l .

Тогда Wr(T ,(φ (x0) - ↑,φ(x0 ) + ∖) ) —  окрестность φ ,  не содержащая ни 
одной функции f k при k > k 0 , противоречие.

Обозначим Ai = f  (T1), i = ∖,n, J  = U A1 . Возможны следующие случаи:
J= I

1) А — конечное множество;
2) А содержит бесконечное множество изолированных точек — D ;
3) А —  бесконечное множество, содержащее конечное множество изо

лированных точек — D .
Покажем, что каждый из этих случаев приводит к противоречию.
Начнем со второго случая. Пусть D C A  бесконечное множество изоли

рованных точек. Тогда найдется бесконечное множество Di C D , такое, что
для всякого Ai ,iE Λ ,n , либо Ai D Di , либо Ai ∩ Di = 0 , где 0  — пустое мно

жество. Занумеруем Ai . Ai ...., Ai , содержащие Di . Пусть Di = {tk }k=i . Вы

берем последовательность непересекающихся интервалов (a , ,β j ) 3 t j  ; таких, 

что (a  l ,β  i ) ∩ A ≈ { t j } для всех j  ∈ N . Так как множество плотно в X ,  
j  j  j  1=1

то f ( ∖jT i ) = A плотно в f ( X ) .  Тогда (a j ,β j ) ( ↑f ( X )  = {tj } для всех 
/=1

j fΞ N . Таким образом, множества f ~ x(tj ) открыто-замкнуты в X  для всех 
к

j C N .  Пусть a C ( a i ,β i )∩ ∩ V i , a ≠  f  (x i ) . Тогда a ⅛ f ( X ) .  Рассмотрим
√=ι ‘

последовательность функций f

f n (×) =
a : x C f  x(tn ), 
f ( x ) : x £ f ~ ' ( t n ),

В силу того, что все множества f  1 (tj ) , j  ∈ N , открыто-замкнуты, функ
ции f n непрерывны для всех ∏ EN . Покажем, что f n C O (f ) для всех 
n E N .

__  ∞
Действительно, если xC T i , i≠ i e , e E∖, k , то х £  U f~ '( t ,)  и 

7=1

/ / х 7  = ,//х7для всех m∈7V. Тогда f n (x ) = aC V i . Таким образом 
f n C O ( f )  для всех n C N . Выберем ф —  предельную функцию последова
тельности { f k }k. i , тогда φ совпадает с f  на любом из множеств

00

f~ '( t i ) , j  ∈ N , следовательно, и на U f ( t  J . Кроме того, f  совпадает с f
√ -∣
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OO
на множестве X ∖∖J f ( t i )  для всех n E N .  Таким образом φ = f .  Но 

√=ι
W(Tii,Vii ∖{a}) окрестность f , не содержащая ни одной функции f n , n E N . 
Противоречие.

Для рассмотрения первого и третьего случая потребуется следующий 
факт.

1. Предположим, что найдутся непрерывная функция φ E O (  f  ) и интер
вал (a ,β )E  R такие, что

a) для всякого ∕0 Е1,п или (a ,β JC V i , или ( a ,β ) ∩φ(T i 7 = 0
b) для некоторого z0 ∈l,z? множество (a ,β )∩ φ (T i )  бесконечно и 

(a ,β )< tφ (T .) .

Тогда множество O( f )  не счетно компактно.
Доказательство. Пусть y0 E ( a ,β )∖φ(T i ). Выберем дизъюнктную по

следовательность отрезков [ a n ,β n ]  C ( a ,β )∖{y 0 } , n E N , такую, что 
(a n ,β n )∩ φ (T io) ≠ 0  для всех ∏ E N

с) ( a n∙βn ) ∩ φ ( τ ia ) ≠ β  Для всех n E N
Пусть zn E ( a n ,β n )∩ φ (T i )  для всех п Е  N . Рассмотрим непрерывные 

функции hn : R → R, п Е  N .

X, если x ≤ a n ,

hn(x )  = ∙
anx + bn , если а п 
cnx + dn , если zn п пj п
X, если x ≥ b n

Коэффициенты an ,b n ,c n ,d n , n E N  подобраны из условия непрерывности 
функции hn , а также условия hn (zn ) = у0 для всех п ∈ N . Покажем, что не
прерывная функция hnφ E θ ( f ) ,  то есть hn (φ(T i ))C V i для всех n E N ,
iEX ,n. Пусть (a ,β )C V i . Если x E T i ,φ ( x ) φ ,( a ,β ) , то hn (φ (х )) = φ( х ) EV 1 
если x E T i ,φ ( x ) E ( a ,β ) ,  то hn (φ (x ) )E (a ,β )C V i . Остается рассмотреть
случай (a ,β )∩ φ (T ia) ≠  0 . Если x∈7 ',τ o  φ ( x ) ^ , ( a ,β ) , следовательно, 
hn (φ (x)) = φ (x )E V l . Таким образом hnφ E θ (  f )  для всех п E N . Кроме того

d) y0 E hn (φ(T ia)) для всех п E N .

Покажем, что последовательность всех {hnφ}∞=λ не имеет предельной
точки в Cλ ( X ) .  Предположим противное: пусть ψ —  предельная функция
последовательности {hnφ 7”=1. Покажем, что Ψ = <P- действительно, если
φ ( x ) E ( a n ,β n ) , то φ ( x ) ^ m*n (a m ,β m )w  тогда hm (φ (x )) = φ (x ) для всех 
m E N ,m ≠ n ,  следовательно, ψ (x) = φ (x )  для φ ( x ) E ( a n ,β n ) , где n E N  
произвольно. Таким образом, φ (x ) = φ (x )  для всех х , таких, что
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φ ( x ) G { J ( a n ,β n ) . Если φ (x)⅛  U ( a n ,β n ) , то hn (φ (x)) =  φ (x)  для всех и=1 я=1
n G N ,  тогда ψ (х )  =  φ (х ) . Таким образом, ^  =  ^>.Ho W(Tig , R ∖{ y 0 } ) — окрестность φ , не содержащая hnφ для всех n G N . Противоречие этим I доказано.Рассмотрим теперь первый случай: множество A  =  U f  ( Tj ) —  конечно.1=1Так как U Ti плотно в бесконечном пространстве X , то оно бесконечно. Ta- 1=1ким образом, найдется точка t ∈  А , такая, что f ~ x(t) —  бесконечное множество. Так как множество А  конечно, то выберем интервал ( a ,β ) G  R , такой, что ( a ,β ) G V j , для всякого Vj 3 t , i G l ,n , и ( a ,β ) ∩ A  =  { t } . Выбираем интервал ( a ,b ) э t ,(  a ,b )  C  ( a ,β ) .Зафиксируем Tig , такое, что Ti ∩ f ~ x(t)  —  бесконечное множество. Так как пространство X —  тихоновское, то найдется непрерывная функция 
g : f ~ ' ( t ) → (a ,b )  такая, что множество g(T i Γ∖f ~ x(t))—  бесконечно. Определим функцию φ : X  → R

Так как множество f ~ x(t)  открыто-замкнуто, то φ — непрерывная функция. Нетрудно проверить, что φ ,(a ,β )iΛ  Ti удовлетворяют условиям а), Ь), из I. Таким образом, рассмотрен первый случай.Итак, остается рассмотреть третий случай. Пусть D C  А  конечное множество изолированных точек и А —  бесконечно. Покажем, что найдется интервал (a , β )  G  R , такой что для всякого z ∈  1, и , либо ( a ,β ) G V i , либо 
( a ,β ) Γ ∣Ai = 0  и ( a ,β ) ∩ ( A ∖D ) ≠ 0 .  Пусть xx G ( A ∖D )  —  произвольная точка и интервал ( a x ,β x) 3 x x , j G l , n .  Обозначим y 1 =  {V j : x i G V j } . Предположим, что найдется множество Am , такое, что Vm ⅛ у х и Am ∩ ( a x, β x ) ≠  0  (если такого множества не найдется, то интервал ( a ,β )  =  ( a x ,β x) -  искомый).Выберем x2 G  Am ( ] ( a x,β x ) . Тогда γ 2 =  {V i : x 2 G  Vi }  D  у , . Пусть интервал
( a 2 ,β 2 ) C ( a x,β x) ,x 2 G ( a 2 ,β 2 ) n  ( a 2 ,β 2 ) C V j  для всякого Vj  G y 2 . Рассуждая таким образом, получим убывающую последовательность интервалов 

(а , ,β j ) и строго возрастающую последовательность множеств у . В силу конечности множества {V t }"=x этот процесс остановится на т шаге, m ≤ n .  Тогда интервал ( a ,β )  =  ( a m ,β m ) —  искомый. Так как ( a ,β ) ∩ (  A ∖D ) ≠ 0 ,  и A ∖D не имеет изолированных точек, то множество ( a ,β ) ∩ (  A ∖D ) —  бесконечно и поэтому найдется i0 G l ,n  такое, что ( a ,β ) ∩  f  (Tj ) —  бесконечно и ( a ,β )< t-f  (Tj ) , то f , ( a ,β )  и Tj  удовлетворяют условиям а), Ь) из I и, следовательно, приходим к противоречию. Таким образом, остается рассмот-
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реть случай, когда f  (Tj )^D (a,β). Пусть [a,b] C (a ,β ) —  произвольный от

резок. Выберем числовые последовательности {an 7”= 1 , {bn yζ°=l такие, что 
Ct <an <αn+1 < β , для всякого п C N, Hman = a,limbn ≈ b . Зафиксируем после- 

π-°° ∏→∞
довательность положительных чисел {εn 7“=| таких, что bn + εn <β  для всех 
n C N ,  b + ε  < β , где ε - l im ε n . Положим, F = f ~ l ([a,b]) —  непустое n→∞
нуль-множество. Выберем последовательность конуль-множеств {Gn }п=} та

ких, что F = ∩ Gn и Gn+1 CGn C f ~ x(an ,bn )  для всех и ∈ N . Зафиксируем не- 
л=1

прерывные функции φ n ,n C N  такие, что:
е) φ n I ( X I Gn ) ≡ 0 , для всех n C N
f ) iPn I<Λ>+ι ≡ ε

n » Λπ a  β c e x  n C N
g) φ n :Х  →[0,εn ]  , для всех n E N
Рассмотрим последовательность непрерывных функций { f  + φ n }n=λ .

Покажем, что f  + φn C θ ( f )  для всех n E N . Пусть x C T , i C l ,n .  Тогда
f ( x ) C V i . Возможны два случая: 1) (a ,β )∩ A i = 0 , (a ,β )C V i . В первом 
случае х £  f ~ f a , β ) ,  следовательно x⅛ G n и в силу е) φ n (x)=Q  
и f  ( х) + φ n ( х ) = f  (x )C V j . Пусть (a ,β )C V i . Достаточно рассмотреть случай,
когда X∈ Gn C f  l (an ,bn ) .  Тогда f ( x )C (a n ,bn ) . Так как в силу g) φn ≤ ε n 
и  b

n + εn < β ,то f ( x ) + φ n ( χ )< b n + εn <β  ,то  есть f ( x ) + φ n (x )C (a ,β )C V i .
Таким образом, f  +φn C O (f ) для всех пС  N . Пусть h —  предельная функ
ция для последовательности { f  + φ n }п=1. Тогда справедливо

k) h = f  на X IF  в силу е)
l) h = f  + ε на множестве int F .
Пусть точка zC F r  (F ) .  Тогда z ∈ X IF , следовательно, в силу к) 

h (z) = f  ( z )  .C  другой стороны, так как F —  замкнуто, то z ∈ F , и в силу /) 
z ¢ ( IntF) так как Fr( F )C  X ∖ F , то X  = ( IntF)∖J ( X ∖F ) ,  где слагаемые 
дизъюнктны и непусты, следовательно, открыто-замкнуты. Кроме того, 
f ~ x(a ,b )C ( IntF) C f ~ x[a,bJ = F .  Рассмотрим функцию g C C (X )

g (х ) - f ( x )  : x½  IntF 
g(×) = ∖b + β

: X C IntF
2

Проверим, что g C O ( f ) .  Пусть x∈Ty , z∈l,n . Если x⅛ In tF , 

то g ( х ) = f  ( х ) CV1. Пусть X C In tF . Так как In tF C F ,
то f ( x ) C  [a ,b] C ( a ,β ) . Таким образом, Ai = f  (Ti ) пересекается с интерва- 

Ъ Л“ β
лом (a,β)iΛ  потому (a ,β )C V i . Но g (x ) = ~ γ - <  β ,g ( x )> a ,  то есть 

g (x  )C V i . Следовательно, g C O( f ) .
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Покажем, что g,(a,β),T i удовлетворяют условиям а), Ь) из I). Пусть 
r α , ^ ∩ ∕f η >  = 0 .  Так как F C f ~ i ((a ,β)), то f(VΓ i = 0  и g∖T,=f∖T,, 
следовательно, (a ,β )∩ g (T j 7 = 0 .  Если xE ,(a ,b ), то f~ '(x)C . IntF C IntF , 

I _ I _  b̂ ∖̂ β
и S∖f (× )≈ —~— ⅛ (a,b). Из этого и определения g следует, что 

g( X  )∩ ( a,b) = 0 . Известно, что f (T j )D (a ,β )  и так как 

f∖f~'((<*,a)) = g∖ f~'((a,a))t то g(Ti )D (a ,a )C  Vj . Итак, g(Ti )∩V j  — бес

конечное множество, не совпадающее с Vj . В силу I) O( f ) не компактно. 
Противоречие. Теорема доказана.

Следствие. Пусть λ — я-сеть топологического пространства X . Про
странство Ca(X )  локально счетно компактно тогда и только тогда, когда X  
конечно, a λ  состоит из всех подмножеств X .
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KA ЧЕСГВЕННОЕ ПОВЕДЕНИЕ ОДНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
C ДВУМЯ ПАРАМЕТРАМИ
Qualttative behaviour ое one dynamical system 
with two parametres

АННОТАЦИЯ. Методами качественной теории исследуется поведение одной 
динамической системы с двумя параметрами. Проведен предварительный анализ 
бифуркаций, получены бифуркационные кривые на плоскости параметров системы.

SUMMARY. The article shows how methods o f the qualitative theory investigate the 
behaviour o f one dynamical system with two parameters. The preliminary analysis o f bifur
cations is carried out; bifurcation curves on a plane o f system parameters are received.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Предельный цикл, бифуркация Андронова-Хопфа, бифур
кационная кривая.

KEY WORDS. A limit cycle, bifurcation o f Andronov-Hopf, a bifurcation curve.




