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ОПТИМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА СОСТОЯНИЙ
АЛЬТЕРНИРУЮЩЕГО ПОТОКА C МЕРТВЫМ ВРЕМЕНЕМ
OPTIMAL ESTIMATION OF CONDITION IN ASYNCHRONOUS
ALTERNATING PROCESS WITH UNPROLONGED DEAD TIME

АННОТАЦИЯ. Рассмотрена задача оптимальной оценки состояний дважды 
стохастического асинхронного альтернирующего потока с непродлевающимся 
мертвым временем фиксированной длительности, являющегося математической 
моделью информационных потоков, в телекоммуникационных сетях. Приведены 
численные результаты, полученные с использованием расчетных формул и имитаци
онного моделирования.

SUMMARY. The article considers the optimal evaluation problem o f states o f asyn
chronous alternating double stochastic flow with unprolonging dead time, which appears to 
be mathematical model o f informational flows circulating in telecommunication networks. 
The numerical results o f experiments obtained with the help o f calculation expressions and 
imitation modelling are given.
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роятность, состояние процесса, оптимальная оценка.
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Развитие теории массового обслуживания насчитывает более 100 лет. 
Первые работы в этой области, опубликованные датским ученым А.К. Эрлан
гом в 1908-22 гг., были посвящены оптимизации обслуживания заявок, по
ступающих на телефонную станцию. Хотя впоследствии область приложения 
теории массового обслуживания существенно расширилась в сторону транс
портных систем, управления запасами, управления производственными про
цессами, все же важной областью приложения были и остаются сети связи и 
задачи обслуживания трафика.

'о середины 80-х гг. XX в. трафик сети связи аппроксимировали одной из
трех моделей, применявшихся еще А.К. Эрлангом — моделями простейшего 
(пуассоновского), регулярного либо эрланговского (прореженного пуассо-
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новского) потока событий. C середины 1980-х гг. началось бурное развитие 
различного рода сетей связи, что привело к созданию цифровых сетей инте
грального обслуживания (Integrated Service Digital Networks — ISDN), осо
бенностью которых является передача по единым аппаратным средствам раз
нообразных видов информации (речевых сигналов в цифровой форме, инте
рактивных данных, видеосигналов и т.п.). Классические математические 
модели входящих потоков событий оказались, в той или иной степени, не
пригодны для описания информационных потоков в ISDN. Это привело к по
строению новых математических моделей входящих потоков событий — 
дважды стохастических потоков. Одними из первых работ в этой области бы
ли [1-3]. В [1,2] введены в рассмотрение так называемые MC (Markov chain)- 
потоки, в [3] — MVP (Markov versatile processes)-πoτoκH. Интенсивность MC- 
потоков представляет собой кусочно-постоянный процесс с конечным чис
лом состояний. Подклассом MC-потоков являются так называемые асин
хронные потоки событий [4] — потоки с интенсивностью, для которой пере
ход из состояния в состояние происходит в случайные моменты времени и не 
зависит от моментов наступления событий.

Исследования [5-7] показывают, что различные модели дважды стохасти
ческих потоков с достаточной степенью достоверности соответствуют пото
кам информационных пакетов в ISDN, в том числе в компьютерных сетях, 
в то время как простейший поток может моделировать такие потоки лишь на 
отдельных, относительно небольших, отрезках времени. Однако условия 
функционирования реальных систем и сетей связи таковы, что параметры 
входящих потоков, такие как текущая интенсивность потока, параметры 
управляющей цепи Маркова и т.п., являются ненаблюдаемыми, а наблюда
ются лишь моменты наступления событий (поступление пакета данных на 
обработку). Ввиду данного обстоятельства существенный интерес представ
ляет решение задач оценки параметров и состояний дважды стохастического 
потока по наблюдениям за моментами наступления событий.

В данной статье рассмотрены четыре варианта асинхронного альтерни
рующего дважды стохастического потока: без лишних событий и со схемой 
инициирования лишних событий 3-х типов в условиях непродлевающегося 
мертвого времени фиксированной длительности. Для рассматриваемого по
тока решена задача оптимальной оценки состояния (по наблюдениям за мо
ментами наступления событий) в любой момент времени на интервале на
блюдения. Находятся выражения для апостериорных вероятностей состоя
ний. Решение о состоянии потока выносится по критерию максимума 
апостериорной вероятности, представляющей наиболее полную характери
стику состояния потока и обеспечивающей минимум полной вероятности 
ошибки вынесения решения [8]. Задача оценивания параметров альтерни
рующего потока без мертвого времени и в условиях непродлевающегося 
мертвого времени решена в [9], для альтернирующего потока с инициирова
нием лишних событий — в [10,11]. Задача оптимальной оценки состояний 
альтернирующего потока без мертвого времени решена в [12].

1. Постановка задачи. Рассматривается асинхронный альтернирующий 
поток (далее — поток событий), интенсивность которого есть кусочно
постоянный стационарный случайный процесс с двумя состояниями λ i-λ  и 
Λ2=0. В течение временного интервала, когда Λ(∕)=√, имеет место пуассонов
ский поток событий с интенсивностью λ. В течение временного интервала.
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когда λ(∕)=0, поток событий отсутствует. Переход из первого состояния про
цесса Л(?) во второе (из второго в первое) может осуществляться в произволь
ный момент времени. При этом длительность пребывания процесса λ(f) в i-м 
состоянии распределена по экспоненциальному закону с параметром a i, Z= 1,2. 
После каждого наблюденного события потока наступает период мертвого 
времени фиксированной длительности Т, в течение которого другие события 
потока недоступны наблюдению. События, произошедшие в течение мертво
го времени, не вызывают продления его периода. Первое событие, произо
шедшее по окончании мертвого времени, наблюдается и вызывает наступле
ние следующего периода мертвого времени.
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Рис. 1. Асинхронный альтернирующий поток с непродлевающимся мертвым 
временем (а — без лишних событий; б — лишние события при переходе из второго 

состояния в первое; в — лишние события при переходе из первого состояния 
во второе; г — лишние события при переходе из состояния в состояние): 

1,2 — состояния случайного процесса λ ( t ) ; черные прямоугольники — периоды 
мертвого времени длительности Т; черные кружки — ненаблюдаемые события, 

белые кружки — наблюдаемые события; t l , t2 ,... — моменты наступления 
наблюдаемых событий

Рассматриваются четыре разновидности потока: без лишних событий 
(рис. 1а) и с тремя схемами инициирования лишних событий: 1) лишнее со
бытие инициируется только в первом состоянии при переходе процесса λ(Z) 
из второго состояния в первое (рис. 16); 2) лишнее событие инициируется 
только во втором состоянии при переходе процесса λ(t) из первого состояния 
во второе (рис. 1в); 3)при переходе процесса λ(f) из первого состояния во вто
рое (из второго в первое) инициируется лишнее событие во втором (в первом) 
состоянии, то есть сначала осуществляется переход, а затем инициируется 
лишнее событие (рис. 1г). Очевидно, что в сделанных предпосылках λ(f) —  
марковский процесс.

Так как процесс λ(f) является принципиально ненаблюдаемым, то разли
чить лишние события и события пуассоновского потока интенсивности Л не
возможно. C другой стороны, так как длительность мертвого времени являет
ся постоянной величиной, достоверно известно, на каких отрезках времени
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события потока не наблюдаются. Требуется по наблюдениям моментов наступления событий оценить состояние процесса λ(t) в момент окончания наблюдений. Рассматривается стационарный режим функционирования потока, то есть переходными процессами на интервале наблюдений (to,t), где to —  начало наблюдений, t —  окончание наблюдений, пренебрегаем. Тогда без потери общности можно положить to=O. Для вынесения решения о состоянии процесса A(Z) (то есть о состоянии потока событий) в момент t необходимо определить апостериорную вероятность w (A∣∕ι,...,∕m) того, что в момент t имеем 
λ(f)=λ (т —  количество наблюденных событий за время t), при этом апостериорная вероятность того, что в момент t имеем A(Z)=O очевидно есть ¼,(O∣Zι,...,Zm)=l-w(Λ∣Zι,...‰). Решение о состоянии процесса Λ(f) выносится путем сравнения апостериорных вероятностей: если w(λ∖tl ,...,tm)≥w (0∖t↑,...,tm), или, что то же самое, w(Λ∣Zb ...,Zm)≥  1/2, то оценка состояния процесса есть 
λ {t}=A∙, в противном случае λ  (Z)=O.

2. Оптимальная оценка состояний потока. Вывод уравнений для w(Λ∣Zb ...,Zm) осуществим, используя известную методику [8]: сначала рассмотрим дискретные наблюдения через равные достаточно малые промежутки времени ∆Z, а затем совершим предельный переход при стремлении ∆Z к нулю. Пусть время меняется дискретно с шагом ∆Z: t=k∆t, k=0,∖, . . . .  Введем двумерный процесс (Λk∖r∣c), где Λ k^=λ(k∆t) —  значение процесса //(Z) в момент времени k∆t (A(i)= λ ∣, /=1,2, λ i=λ, A2=O); r⅛=r*(ΔZ)=r(AΔZ)-r[(fc-l)ΔZ] —  число событий, наблюденных на временном интервале ((k- 1)∆Z, k∆f) длины ∆t, rj⅛=0,l,...; r(k∆f) —  число событий, наблюденных за время k∆t, r(fc∆z)=θ, 1, . . . .  Обозначим — - последовательность неизвестных (ненаблюдаемых) значений процесса λ(k∆f) в моменты k∆t, k=Q ,nτ, rm=(r0,r b ...,rm) —  последовательность наблюденных событий за время от 0 до m∆t на интервалах ((A-1)∆Z, k∆f) длины ∆t, k=0,m  (значение r0 можно задавать произвольно, например ro=O, так как промежуток (-∆Z,O) находится за пределами интервала наблюдения (O,m∆t)).Из исходных предпосылок и конструкции процесса (Λw ,r⅛) следует, что он является марковским. Отметим также, что потоки второго и третьего типов являются рекуррентными [ 10], а потоки первого и четвертого —  коррелированными [4, 13]. Для асинхронного потока с двумя состояниями в [12] получена рекуррентная формула для апостериорной вероятности:
wμ<^*"∣r..1) = ~ " ∙ ,-i ' к (т ))----- ■ (1)

λ fm >)

т+1г.., )р( IΣ  Σ  w(λ'"> i
√">=A1 λ 'b + υ =λlСовершим предельный переход при ∆Z -*0 в (5). Имеем 

w (λ<"∙'>∣ι⅛,)= и<Л1” *"|г„,(«+Дг))= w(λ<"*1,k+∆r), u∙α , " i r j =  w(Λ<">∣r√o)≈ w(Λt"⅝).Отметим, что на интервале (Z√+∆Z) длины ∆Z в силу ординарности потока событий может произойти либо ноль событий, либо одно событие (осуществление двух и более событий имеет вероятность o(∆f)).
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Рассмотрим полуинтервал [f√,+ ι) длительности т<Т между соседними наблюдаемыми событиями. Рассматриваемый полуинтервал состоит из двух полуинтервалов: [fl√z+T) —  полуинтервал, началом которого является момент наступления события в наблюдаемом потоке, на протяжении которого имеет место мертвое время, и события потока недоступны наблюдению; [ζ+ T ,ζ+ ι) -  полуинтервал, началом которого является момент окончания периода мертвого времени, на протяжении которого событий потока не произошло, а в момент t=ti+ ↑ наблюдалось событие потока. Вид апостериорных вероятностей состояний для этих двух полуинтервалов будет различаться.Построим апостериорную вероятность w(Λ∣Z) для f∈[∕,√,+T). Так как события на данном полуинтервале не наблюдаются, и поток λ(f) —  поток типа Пальма, апостериорная вероятность w(2∣∕) зависит только от апостериорной вероятности w(Λ∣fl) в момент наступления события и параметров управляющей цепи Маркова оц, аг. Составив и решив систему дифференциальных уравнений для апостериорных вероятностей состояний, получилиv√Λ∣C> =  π 1 + ( w ( λ ∖ti ) - π i )e~f a '+ a^ , - , j , t≡ ( t i ,ti + Т ) ,  (2)

а ,  а .
где Jt. = ----- -— , Jt2 = ---- i— .

α 1 + α 2 α , + α 2Апостериорная вероятность первого состояния процесса в момент наступления наблюдаемого события для потоков 1-го и 2-го типов есть w(Λ∣ζ)=l, Лдля потока 3-го типа w(λ11∣)= ~ ------- [10]. Таким образом, для потоков 1-го и
Z +  (Z12-го типов имеем

w ( λ ∖t) =  π l + π 2e~f a '+ a^ , ' , j , t ≡ [ t i ,ti + T ) ,  (3)для потока 3-го типаvvfΛ∣Z> =  π 1 + π 2 - — z-e- f σ ,+ σ 2 x '~''j , ∕ ∈ [t i ,ti + T ) .  (4)
Z +  (Z1Поскольку поток 4-го типа является коррелированным, и события происходят как в первом, так и во втором состояниях процесса λ(t), вероятность w(Z∣∕l,) для него зависит от вероятности w(Λ∣∕,-0) и будет получена позже. Заметим, что функция (3) является монотонно убывающей по t, а (4) —  монотонной при t>ti. Причем (4) монотонно возрастает при Λ<α2 и монотонно убывает при λ>a,2∙Рассмотрим теперь полуинтервал [f,+ T ∕,+ ι). Апостериорная вероятность w(λ∣∕,+T) при этом определена выражениями (2), (3), (4).Положим r ∈ [ ∕,+ T ,∕z+ι) и воспользуемся формулой (1). Рассмотрим вариант, когда на интервале ( ∕√ +Δ ∕) нет событий потока.Вычислим вероятности p ( λ fm + υ  \Х<т>) в (1). Для всех четырех типов потоков эти вероятности будут одинаковы, так как зависят не от схемы наступления событий потока, а только от параметров случайного процесса λ(f). Имеем p(Λ∣Λ)= e~a'h , = l →x ∣∆ ∕+ o (∆ ∕)  —  вероятность того, что процесс λ(∕) в момент t находился в 1-ом состоянии и за время Δ/ не перешел во 2-ое; р(А|0)=1-е_ “2А'=а2Л/+о(Л/) —  вероятность того, что процесс λ(∕) в момент / находился во 2-ом состоянии и за время ∆t перешел в 1-ое;
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[ля вероятностей p(rm+ι∣Λ^) для потока 1-го типа в (1), при rw+j=O, имеем w = l-A A f+ o A f —  вероятность того, что за время (∕√+Δ∕) новое
p(O ∣λ)=l-e a'*  =cLi Δt+o(Δf) —  вероятность того, что процесс λ(7) в момент t находился в 1-ом состоянии и за время ∆t перешел во 2-ое; p(0∣0)= = l- α 2∆f+o(∆0 —  вероятность того, что процесс λ(7) в момент tнаходился во 2-ом состоянии и за время ∆t не перешел в 1 -ое.p0wι=0∣Λ)=eсобытие не наступило, при условии, что процесс λ(0 в момент t находился в первом состоянии; p(rm+ι=O∣O)=l —  вероятность того, что за время (t,t+∆t) новое событие не наступило, при условии, что процесс λ(7) в момент t находился во втором состоянии. Подставляя полученные вероятности в (1), выполняя необходимые преобразования и переходя к пределу при ∆Γ→ O, получаем дифференциальное уравнениеf~ ~ ∣  =Λ( w(Λ I /)) 2-(Λ+a i +a2)w(Λ 10+a2.
dt (5)Для уравнения (5) из (3) при t=ti+ rT получаем начальные условия w(Λ∣∕,+T)=πι+π2exp {-(a 1+a2)T}. Решая (5) с этими начальными условиями, имеем для потока первого типа

.  d  π l + π 2e (a '+ a i ) T - b 2w <  1 ~ 2 + Л ’ 3r, -⅛  - f π ,  + π 2e-f a '+"≈^ -⅛,>e * - " ∙÷ r " ’ ( ’
Заметим, что функция (6) является убывающей для всех Z>⅛+T, и асимптотически сверху стремится к ⅛2.Вычисляя вероятности в (1) для потока 2-го типа и выполняя над (1) преобразования, аналогичные преобразованиям для потока 1 -го типа, имеем

dw( λ ∖t)
dt

- ( λ - a 2 )w (λ ∖t)
λ +  a λ - a 2

λ - a 2
— vv(2∣z) (7)Начальные условия (7) аналогичны таковым для потока первого типа и вытекают из (3). Решая дифференциальное уравнение (7) с начальными условиями для t=ti+ T , получим в случае Λ>a2 и в случае a2-a ι≤ λ< a 2

w>(λ∖t) =
( λ + a λ -  a 2 )w (λ ∖tl + T  __________

( λ  +  a l -  a 2 ) -  ( λ -  a 2 )w (λ  I tlt +  T ) [1 -  e- a + σ ,  ̂ β 2 + τ )} ] ’ (8)где ½,(λ∣r,+T)=π∣+π2exp{-(a∣+a2)T}, te [T,∕,+1), /=1,2,....Заметим, что в случаях Λ>a2 и a2-aι<Λ<a2, w ,(Λ∣f)<O, и w(Λ∣f) есть убывающая функция переменной t, причем при 2>a2 Iimw (λ ∖t) =  0 , а при a 2 —  ∕ →∞ot]≤λ<a2, Hm w (λ  11) =
∕ →∞

Для прочих случаев соотношения парамет-ров для потока второго типа решение уравнения (7) также не представляет сложности, поэтому здесь не приводится. Отметим только, что w(l∣Z) для любых значений параметров потока второго типа монотонны и имеют горизонтальные асимптоты при t→ ∞.
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Рассмотрим поток 3-го типа. Вычисляя вероятности в (1) и выполняя необходимые преобразования, приходим к дифференциальному уравнению для апостериорной вероятности первого состояния

dw( Л 11) 
d̂t =  (Л +  α l >[1 -  w(, Λ I <, +  г  Л а 2

Л +  ctl
(9)-  WfЛ I ti + T )

Начальные условия уравнения (9) получаются из (4) путем замены в них 
t~tl на Т. Решением (9) для случая Λ+αι>cz2 будет

l- w < Λ ∣ζ  +  Т )

y * a ∖ti + τ )

----------- w (^ ∖ti + T )  е 
Л +  а }

- (  λ + α 1 - α 2 ) ( t - (  ti + Г  ))

9

- (  Л+ах - a 1 ) ( t - (  ti +T ))

(10)
τ ~ ------w f 2 ∣ ζ + T ;  е

Л +  а }

π ' +  ~~~^ e- r α ,+ °2 , r ∈ [ f + T ∕,+ ι).л I CC JЗаметим, что (10) в случае Λ+cz1>cz2 есть монотонная (возрастающая или убывающая в зависимости от соотношения параметров Л, a 1, a 2) функция, и
Iim w( Л 11) =∕ →∞ «2

Л +  CZ1Наконец, рассмотрим поток 4-го типа. В случае отсутствия событий на интервале ( f , ∕+ Δ ∕)  из (1) получим дифференциальное уравнение=  <Л +  «i -  cz2 >wf Л I ti +  7 j[w < 2 ∣ζ  + 7 ∖ ) - l ] .  (11)Начальное условие уравнения (И ) есть w(λ∣Z,+T)=π1+(w(λ)∕,)-πι)e- r σ '+ a 2 '17 и получено из (2) заменой t на С+Т. Решая (11) с данным начальным условием, получимw<Л 11) =
________________ яг, +  f w < Λ ∣ ∕J - π J g ~ fa ιψ g^ r_________________1 +  ( π 2 - (w ( Л ∖ti ) - π 1 ) e ~f a '+ a^ τ  ) ( е (Х+а'~а г ) ( ,~(,^ Т)> - 1 / (12)f∈[T√,+ ι).Определим выражение для вероятности w(Λ∣f) для потока 4-го типа. Дляэтого рассмотрим вариант, когда на интервале (t,t+∆f) наступило событие потока в момент Λ(r<f<∕+ΔO∙ Тогда имеем два смежных интервала (ζf,), ( ∕√ ,+Δ ∕).Длительность первого: ∕ r √ = ∆ f, длительность второго: Z+∆Λ√,=Δ∕". Положим в (1) Л(от+|-Л. Тогда учитывая, что w(Λm]t)=w(Λm)∣tl- Δ t r) и переходя к пределупри Δ ∕→0 ( Δ ∕'  и ∆ t"  одновременно стремятся к нулю), получаемcz2 + f 2 - c z 2 M 2 ∣ ζ ~ 0 ;  a 2 +  fλ  +  cz1 - c z 2> f λ ∣ ∕ , - O J (13)Таким образом, в точке ti (момент наблюдения события) апостериорная вероятность w(λ∣Z) претерпевает разрыв (имеет место конечный скачок).
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В качестве начального значения w(A∣∕j) для момента наступления первого
финальную вероятность первого состояния процесса λ(f), полученную в [14].

3. Алгоритм оптимального оценивания состояний потока. Формулы (3), (4), (6), (8), (10) позволяют сформулировать алгоритм расчета апостериорной вероятности >μ(Λ∣Z) в любой момент времени ∕∈ [ ∕, , ∕ l+ι) Для потока первого (второго, третьего) типов:1) в момент ti задается w(Λ∣∕,)=l (для потока 3-го типа H,(Λ∣∕,)=λ∕(λ+α1)), где tj —  момент наблюдения /-го события потока (/=1,2,...);2) по формуле (3) (для потока 3-го типа —  по формуле (4)) рассчитывается w(λ∣∕) в любой момент t (ti<t<t i+ rVy,3) по формуле (6) (для потока 2-го типа —  по формуле (8), для потока 3-го типа —  по формуле (10)) рассчитывается w(Λ∣∕) для любого t (∕>+T<∕<∕,+ ι), где /,+ ι —  момент наблюдения следующего (/+1-го) события потока.4) если w(Λ∣∕)≥0,5, то принимаем оценку Л {t)=λ, иначе Л (/)=0.
Для потока четвертого типа (коррелированного) алгоритм оценивания включает в себя пересчет апостериорных вероятностей состояний для каждого момента наступления события в наблюдаемом потоке. Формулы (2), (12), (13) позволяют сформулировать алгоритм расчета апостериорной вероятности h,(Λ∣∕) в любой момент времени /:1) в момент /] задается w(Λ∣∕1)= 5rl (Т ) ,  где t↑ —  момент наблюдения первого события потока;2) по формуле (2) рассчитывается w(Λ∣∕) в любой момент / ( ∕ι< ∕< ∕]+T );3) по формуле (12) рассчитывается w(λ∣∕) в любой момент t ( ∕]+ T < ∕< ∕2), затем по формуле (13) с использованием вероятности w(λ∣∕r 0) производится пересчет апостериорной вероятности в точке ∕= ∕2, при этом w(Λ∣∕2+0) является начальным значением для w(Λ∣∕) на следующем шаге алгоритма;4) по формуле (2) рассчитывается w(Λ∣∕) для любого / (∕2≤∕<∕2+T), где /2 — момент наблюдения второго события потока и т.д.5) если w(Λ∣∕)≥0,5, то принимаем оценку Л ({)=Л, иначе Л (/)=0.
4. Численные результаты (вариант 1). Для получения численных результатов реализован в виде программы алгоритм вычисления апостериорной вероятности ¼,(Λ∣∕) для потока первого типа (без лишних событий) по формулам (3), (6). Первый этап расчета предполагает имитационное моделирование потока событий. Описание алгоритма имитационного моделирования не приводится, так как принципиальных трудностей алгоритм не содержит. Второй этап расчета —  непосредственное вычисление w(Λ∣∕) по формулам (3), (6) и определение оценки Л (t). Расчеты произведены для следующих значений параметров: Λ=0,2, α1=0,125, α2=0,075, Т=2 и времени моделирования 35 ед.вр. В качестве иллюстрации на рис. 2 приведена траектория апостериорной вероятности w(Λ∣∕).
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На рис. 3 приведена траектория (низ рисунка) процесса λ(∕), полученная путем имитационного моделирования, и траектория (верх рисунка) оценки 
Л (0, соответствующие траектории вероятности w(λ∣Z). На рис.З штриховкой обозначены области ошибочных решений. Аналогичные результаты получены для потоков второго, третьего и четвертого типов.

>⅜

Рис. 3. Траектории процесса λ(t) и оценки λ(t)Отметим, что полученный алгоритм оценки состояний обеспечивает минимум вероятности ошибочного решения при условии, что решение в момент t выносится на основании моментов наступления событий до момента t. Таким свойством алгоритм обладает благодаря принципу максимума апостериорной вероятности, с использованием которого он построен [8]. В этом смысле оценка состояния, получаемая в этом алгоритме, является оптимальной.C  целью определения частоты ошибочных решений проведен статистичеДля длительности времени моделирования потока t=  IO5ский эксперимент.единиц времени при различных значениях параметров имитировалась реализация потока. Для каждой реализации на интервале (О,/) рассчитывались апостериорные вероятности w(Λ∣∕), vp(O∣Z) и по критерию максимума апостериорной вероятности выносилось решение о том или ином состоянии процесса 
Λ(t). После этого проводилось сравнение полученного решения с истинным состоянием процесса λ(f) в момент t, известным из результата имитационного моделирования. Затем подсчитывалась частота ошибочных решений по каждой реализации: P  =  (t l 2 + t 2 l) / 1, где t∣l —  суммарная продолжительность отрезков времени в эксперименте, на которых имеет место λ(f)=λi и λ (t) =Л„ 
i j = ↑,2. В качестве иллюстрации результаты статистического эксперимента для потока первого типа приведены на рис. 4 для следующих значений параметров: Λ=0,l; 0,5; 1; α 1=0,3; T=2; а 2 изменяется от 0,01 до 2 с шагом 0,01. По оси абсцисс отложены значения параметра а 2, по оси ординат —  частота
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ошибочного решения P . Кривым линиям на графике соответствуют различ
ные значения λ.

Анализ результатов показывает удовлетворительное качество оценивания 
при времени моделирования от f=102 ед. вр., получаемые значения частоты 
ошибочного решения достаточно стабильны и не превышают значения 0,5. 
Качество оценивания повышается (частота P уменьшается) при уменьшении 
длительности мертвого времени Т, что естественно, так как при уменьшении T 
больше событий становятся доступными наблюдению, а значит, увеличива
ется количество информации о потоке. Частота P уменьшается при увеличе
нии Л, что также естественно, так как состояния потока становятся лучше 
различимы. Сами значения P являются приемлемыми при оценивании со
стояний процесса λ(f).

PÄ
» * C » » < » • < > • <  « ! » • ! » •

Рис. 4. Траектории частоты ошибочного решения

Заключение. Полученные результаты показывают возможность опти
мального оценивания состояний асинхронного альтернирующего потока 
с инициированием лишних событий и непродлевающимся мертвым временем 
по результатам текущих наблюдений за моментами наступления событий.

Частота ошибки принятия решения для алгоритма оптимальной оценки 
состояний P , полученная в численном эксперименте, показывает достаточно 
высокое качество оценивания.
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УДК 543.327 = = ≡ ≡ = ≡ = ≡ = ≡ = = = ≡ = ≡ = ≡ = = ^ ^ ^ ≡ ≡ = ≡ = = = =  
ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА ВЫТЕСНЕНИЯ НЕФТИ 
НЕ СМЕШИВАЮЩИМСЯ C НЕЙ ГАЗОМ
INVESTIGATION OF OIL DISPLACEMENT BY IMMISCIBLE GAS

АННОТАЦИЯ. Рассмотрена задача о несмешивающемся вытеснении нефти га
зом в пористой среде при отсутствии в ней подвижной водной фазы. Исследованы 
особенности процессов фильтрации в системе «нефть-газ», не характерные для 
классической модели фронтального вытеснения Бакли-Леверетта.

SUMMARY. The article reviews a problem o f immiscible oil displacement by gas in po
rous media in the absence o f mobile water. Some features offiltration processes o f gas-oil 
systems uncommon for classical Buckley-Leveret fractional flow model are investigated.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Многофазная фильтрация, моделирование, численные 
методы.

KEY WORDS. Multiphase flow in porous media, modelling, numerical methods.
Как показывает многолетний мировой опыт, закачка газа в нефтяной 

пласт является эффективным методом стимуляции нефтедобычи. В связи 
с наблюдающимся в отечественной нефтегазовой отрасли ростом доли труд
ноизвлекаемых запасов, а также необходимостью утилизации попутного газа


