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ON THE PRESERVATION OF EQUILIBRIUM POSITIONS STABILITY
OF MECHANICAL SYSTEMS UNDER THE EVOLUTION
OF POTENTIAL FORCES

АННОТАЦИЯ. Исследуются некоторые классы механических систем с неста­
ционарным параметром при потенциальных силах. Предполагается, что эволюция 
потенциальных сил приводит к их исчезновению. C помощью прямого метода Ляпу­
нова получены условия асимптотической устойчивости положений равновесия рас­
сматриваемых систем.

SUMMARY. Certain classes o f mechanical systems with non-stationary parameter un­
der the potential forces are investigated. It is assumed that the evolution ofpotential forces 
results in their disappearance. By the use o f Lyapunov direct method, the conditions o f as­
ymptotic stability o f equilibrium positions for the systems considered are obtained.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Механические системы, потенциальные силы, устойчи­
вость, нестационарный параметр.
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Введение. Рассмотрим механическую систему, в которой среди дейст­
вующих сил присутствуют потенциальные силы и которая имеет асимптоти­
чески устойчивое положение равновесия. Предположим, что с течением вре­
мени потенциальные силы могут эволюционировать, что выражается в появ­
лении при векторе этих сил скалярного множителя h(t)>O, заданного при 
всех t≥ 0 . Когда можно быть уверенным в том, что асимптотическая устой­
чивость механической системы сохранится, несмотря на эволюцию диссипа­
тивных сил?

На важность проблемы анализа устойчивости систем такого рода было 
указано в работе [1], при этом отмечалось, что они часто встречаются в при­
ложениях. Данная проблема исследовалась многими авторами (см., например, 
[l]-[5] и цитируемую там литературу).

Наиболее радикальными и малоизученными являются типы эволюции, 
приводящие к доминированию или исчезновению потенциальных сил 
( ∕ι(z )→ + ∞ при /-* + ∞ или A(z)→O при t → + ∞ ). В случае неограниченно 
растущего параметра ä ( z )  некоторые условия сохранения устойчивости по­
ложения равновесия получены в работах [1], [5]. Цель настоящей статьи — 
исследовать случай исчезающих со временем потенциальных сил.

1. Постановка задачи. Рассмотрим голономную механическую систему с не 
зависящими от времени связями, имеющую п степеней свободы. Векторы 
обобщенных координат и скоростей обозначим соответственно q и q. Кинети­
ческая энергия такой системы представляется квадратичной формой 
T = T(q,q) = ∖ /  2 q τ A∖q)q с симметричной положительно определенной мат­
рицей A(q) [3]. Будем считать, что матрица A(q) задана и непрерывно диффе­
ренцируема при q < р  ( 0 < p ≤  + ∞), и существуют положительные постоян­
ные at , а2 , а, такие, что для всех q < р, qE,E" справедливы неравенства:

. 2α1 q ≤ T (q ,q )≤ a 1
2. 2 дТ а

<1 ∂q
≤ α 3 Я

евклидова норма вектора.Здесь и далее •
Пусть движение системы описывается уравнениями:

at ∂q ∂q ∂q

где векторная функция D(q,q) непрерывна при ∣∣̂∣∣<∕9, q <η  
(η  = const > 0 )  и удовлетворяет условию q τ D^q,q }≤ Q ,, G{t,q,q) —  непре­
рывная и ограниченная в области t ≥  0 , | q∖ < р , ∣∣<j∣∣ < η кососимметричная
матрица; п (? ) непрерывно дифференцируемая при положительно
определенная функция. Следовательно, рассматриваемая система находится 
под действием диссипативных, гироскопических и потенциальных сил [3].

Уравнения (1) имеют положение равновесия q = q = Q. Известно [3], что
если диссипативные силы D^q,q} обладают полной диссипацией, то данное 
положение равновесия асимптотически устойчиво.
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Предположим теперь, что потенциальные силы в системе (1) эволюцио­нируют, сохраняя при этом свою структуру. Пусть указанная эволюция вы­ражается в появлении при векторе потенциальных сил нестационарного па­раметра h(t). Таким образом, исследуем систему:
dt ∂q ∂q

=  D ( q ,q ) - C ( t .q .q ) q - h ( l ) ^ ^ - .
∂q

(2)В настоящей работе будем считать, что h(t) —  непрерывная и положи­тельная при ∕≥ 0  функция, причем h(t)→ O при ∕ → +  ∞. анная ситуациясоответствует радикальному случаю исчезновения потенциальных сил со временем. Основная цель статьи —  получить условия на скорость изменения параметра эволюции h(t), при выполнении которых сохраняется асимптоти­ческая устойчивость положения равновесия.
2. Линейные силы. Пусть уравнения (2) имеют вид:

d дТ_ ∂Γ 
dt ∂q ∂q

=  — Bq - G q -  h(t)Cq. (3)
В , G  и C  —  постоянные матрицы, причем В  и C  —  симметричные и по­ложительно определенные, G  —  кососимметричная. Таким образом, все действующие на систему силы являются линейными.

Теорема 1. Если
tJ* h (τ)d τ→ +  ∞ при t → +  ∞,
о

то положение равновесия q =  q =  0 уравнений (3) асимптотически устойчиво. 
Доказательство. Воспользуемся методом декомпозиции [3]. Произведем замену переменных по формулам:

—  +  ( В +  G)q  =  ( B +  G )y  , q =  z.
∂qПолучим систему:

(4)

(5)

(y =  -h (t)(B  +  G)^' Cy  +  Ψ l (t, у , z), I  z =  - А - '  (0)(B +  G )z  +  Ψ 2(t ,y , z),в которой векторные функции Ψ l (r,y ,z) и Ψ 2(t ,y ,z )  в области r ≥ 0 , у  | <  р , ∣∣z∣∣ <  р  удовлетворяют неравенствам:∣Ψ 1 ( t ,y ,z)∣∣ <  α ,A(Z)II2 II +  a 2 ∣∣z∣∣2 , ∣∣Ψ2( t ,y ,z)∣∣ <  α j A(z)(∣∣y∣∣ +  ∣∣2 ∣∣) +  φ (y ,z)∣∣z∣∣.
(6)

Здесь р ,  a , ,  a 2 , а 3 положительные постоянные, а неотрицательнаяфункция φ (y,z)  стремится к нулю приВ силу сделанных предположений изолированные подсистемы
у  =  -h (f)(B  +  G)^ , С у , Z =  - A ~ '(0)(5 +  G )zасимптотически устойчивы, причем функции Ляпунова для них можно вы­брать в виде Vl (y) =  y τ C y , Kl ( z ) ≈  z τ A (0 )z .
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Пусть V{y, z) =  V, (у) +  V2 (z). Продифференцируем эту функцию в силу системы (6). Получим, что существуют положительные числа L , ö , β l , β 2 такие, что в области t ≥ L , |y ∣ ∣< ∂ , ∣∣z∣∣<δ справедливы оценки^L≤-∕j.(*<o∣MΓ+H)≤-∕WΨ∙Значит, если t0 ≥ L  и решение (y τ (t),zr (t))τ исследуемой системы при / ∈ [ro , ∕ 1] удовлетворяет условиям ∣∣y(f)∣∣<∂, ∣∣z(z)∣∣< д , то для всех таких значений t имеем:∣∣y(0∣∣2 + H θ ∣Γ  ≤ β 3 ^ (y(ta) ,z (t
0))e × p [ - β 2 i h (.τ)dτj, 

где β . —  положительная постоянная, не зависящая от начальных данных рассматриваемого решения.Таким образом, нулевое решение системы (6) асимптотически устойчиво. Учитывая соотношения (5), связывающие между собой переменные q , q и 
у , Z , получаем, что положение равновесия q =  q =  O системы (3) также яв­ляется асимптотически устойчивым. Теорема доказана.

Замечание 1. Если условие (4) не выполнено, то исследуемое положение равновесия может не быть асимптотически устойчивым.
Пример 1. Рассмотрим скалярное уравнение: ̂+ 2⅛ + ̂ 7~7̂  = o∙ (7)е +1В данном случае нестационарный параметр удовлетворяет всем условиям на­стоящего раздела, за исключением условия (4). При этом у уравнения (7) су­ществует решение q(t) =  1 +  e~∙, . Следовательно, положение равновесия 

q =  q =  0 не является асимптотически устойчивым.
3. Нелинейные потенциальные силы. Пусть теперь уравнения (2) пред­ставимы в виде:

d _ d T _ d T  
dt ∂q ∂q

=  -B q  - G q - (8)Здесь, как и в предыдущем разделе, В и G  —  постоянные матрицы, причем 
В —  симметричная и положительно определенная, G  —  кососимметричная. Будем считать, что ∏(√) —  дважды непрерывно дифференцируемая при всех 
q E  E n положительно определенная однородная порядка μ  +1 функция, 
μ > ↑. Таким образом, изучаемая система находится под действием линейных диссипативных и гироскопических сил и существенно нелинейных эволю­ционирующих потенциальных сил.

Теорема 2. Если выполнено условие (4), то положение равновесия 
q =  q =  0 системы (8) асимптотически устойчиво.

Доказательство. C  помощью замены (5) переходим от системы (8) к сис­теме:
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при ∕≥ 0 ,
μ - l

(9)
У <Р,

Z
2
У

у  =  -h(t)(B  +  G f 1 +  Ψ 1 (/, у , Z),
ду

j  =  -A -'(Q )(B  +  G )z  +  Ψ i (t ,y ,z ) ,в которой векторные функции 4 f
i (t ,y ,z )  и Ψ 2( ∕,y ,z )∣z∣∣ <  р  удовлетворяют неравенствам:∣Ψ1G .J ^ ) ∣ ∣ ≤ α 1Λ(∕)∣∣z∣∣ (∣∣y∣∣∣Ψ 2(^ b ^ )∣∣≤ α 3A(∕)∣∣y∣∣'' +≠(y,z)∣∣z∣ .Здесь, как и при доказательстве теоремы 1, р , a l , а 2 , а } —  положительные постоянные, а неотрицательная функция φ (y,z) стремится к нулю при H I + IIzII ■*0 •Функцию Ляпунова строим в виде Y (y ,z )  =  ∏(y) +  1 / 2 z r Λ(0)z. Диффе­ренцируя ее в силу системы (9), нетрудно показать, что положительные числа 

L , δ , β t , β 2 можно выбрать так, чтобы в области t ≥  L , у  <  ∂ , A0 =  2 • 1 0 ' имели место оценки:
m≤-A(*wbΓ+l 4 ) ≤  - β ,κ > wЗначит, если t0 ≥ L ,  и решение ( y τ (t),zτ (f)) исследуемой системы при ∕∈ [ Z 0 ,Zl ] удовлетворяет условиям ∣∣j( ∕) ∣∣< ∂ , ∣∣z(∕)∣∣<<5, то для всех таких значений t имеем:

2μ∕(μ+∖)V

μ-∖ /л-1

/где β 2 и β i  —  положительные постоянные, не зависящие от начальных дан­ных рассматриваемого решения. Таким образом, нулевое решение системы (9) асимптотически устойчиво. Но тогда асимптотически устойчивым будет и положение равновесия q =  q =  0 системы (8). Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть в системе (8) потенциальная энергия представима в 

виде ∏(9) =  ∏ 1(4) +  ∏ 2(^), где ∏ l (<7) — дважды непрерывно дифференци-

→ 0. Если выполнено

руемая при всех q fΞ E "  положительно определенная однородная порядка 
μ +  ∖ функция, μ > ∖, а функция ∏2(<?) задана и непрерывно дифференци­

руема при ∣∣<7∣∣ <  р , причем ∂∏2 / ∂<7∣∣ / ∣∣<7∣∣z → 0 при q 
предельное соотношение (4), то положение равновесия q =  q =  O системы (8) асимптотически устойчиво.

4. Нелинейные диссипативные силы. Рассмотрим теперь случай, когда диссипативные силы существенно нелинейны. Пусть в системе (2) векторная 
r4z . 4 ∂R(q)функция D (q,q)  определяется по формуле D {q,q) = -------;— , где диссипа-
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тивная функция Рэлея R(q) задана и непрерывно дифференцируема при всехg ∈ E " ,  положительно определена и является однородной порядка
V >  1. Тогда уравнения движения принимают вид:

dt ∂q ∂q
∂R(q) 
∂q

-  G (t, q ,q ) q -h ( t)

v +  l ,
(10)По-прежнему считаем, что G (t,q ,q ) —  непрерывная и ограниченная при

t ≥ 0 , q∖< η  кососимметричная матрица, а относительно потенци­альной энергии П(<7) предполагаем, что она является непрерывно дифферен­цируемой при q(= Е" положительно определенной однородной порядка μ  +1 функцией, μ  ≥  1.
Теорема 3. Пусть p  =  + ∞ . Если нестационарный параметр удовлетво­

ряет следующим условиям:
а) функция h(t) непрерывно дифференцируема при t ≥ 0 ;

б) h(t) ≤  0 при t ≥  0 ;

M  h(t) при t ≥  0 ( M =  const >  0);
г) I(t) =  f h ir+ 'w μ + i∖ τ ) d τ → +  ∞ при t → +  ∞, о

то положение равновесия q — q =  0 системы (10) асимптотически устойчи­
во относительно обобщенных скоростей.

Доказательство. Функцию Ляпунова выбираем в виде:K f r , ^  =  Λ ^ Π f ^  +  T ^  +  y h °(t)Здесь у >  0 , о  ≥  1, г ≥  1. Для функции V(t, q, q) и ее производной в силурассматриваемых уравнений в области ∕≥ 0 , справедливысоотношения:
βχ lklΓ' + Ikll2)- β(γ h° т  lklΓ Ikll≤ v я, <i) ≤

≤ Д (A(0∣kΓ' +Ikll2) + О)1кГ Iklb
+lklΓ') + ßj h° (θ(∣kl∣r Ikll+Ikгде β ι >  0 , i =  1, ..., 5 ..Пусть z =  h v t μ + ', (t)q  , r =  μ v ,  σ =  v. Тогда положительные числа у ,  <5 и 

β b можно выбрать так, чтобы при t ≥ 0 , ∣∣z∣∣ <<5, q < δ  имели место нера- - венства: я+1 (11)
* •

V
(IO)

< - β 6 hμ+'(t)V μ+' . (12)
Z

*
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Используя оценки (11), (12) нетрудно показать, что положение равновесия 
q = q = 0 системы (10) асимптотически устойчиво относительно q . Tеорема 
доказана.

Следствие 2. Пусть 0 < р ≤ + ∞ . Если выполнены условия а) — г) теоре­
мы 3, и справедливо предельное соотношение h(t)Γμ+wμv~'y(t) → +∞ при 
t → + ∞ , то положение равновесия q = q = O системы (10) асимптотически 

устойчиво по всем переменным.
Следствие 3. Предположим, что функция h(t) имеет вид:

h(t) = (̂  + l)α , a = const < 0. (13)
Тогда при а > — (μ +1) / (v +1) и p = + ∞ положение равновесия q = q = 0 
системы (10) асимптотически устойчиво относительно q , а при а  > — 1 / v
и 0 < p ≤  + ∞ — асимптотически устойчиво по всем переменным.

Пример 2. Рассмотрим систему с двумя степенями свободы 
/A1 о \  
k0  ^2)

q + (t + ∖)a
∂R 

<l = ~ T r∂q
(14)∙ ∙  I q +

Здесь q = (q λ,q2 ) τ ; g ,  λ i , λ 2 и а — постоянные, причем λ1 > 0 , A2 > 0 , 
а  < 0 . Будем считать, что функция R = R(q,q) определяется по формуле:

Λ(tf,⅛) = √ ,⅛ 4 + 4 2
4 ) + ^ 2 t o 1

2 + ⅛ 2 ), J l ≥ 0 ,  J 2 ≥0. (15)

Диссипативная функция Рэлея вида (15) рассматривалась в работе [6].
Предположим, что J 1 > 0 ,  J 2 =0. Применяя следствие 3, получаем, что 

при a  ≥ — 1 / 2 положение равновесия q = q = 0 системы (14) асимптотически 
устойчиво относительно q , а при α > — 1 / 3 — асимптотически устойчиво по 
всем переменным.

5. Нелинейные диссипативные силы, зависящие от обобщенных ко­
ординат. Пусть, наконец, D(q, q) = ~ -⅛∏- q , где компоненты вектора F(q)

∂q
являются непрерывно дифференцируемыми при qE,E" однородными функ­
циями порядка v + 1 , v > 0 , причем для всех qE ,E n и qE^En справедливо 
неравенство:

. τ ∂F'
q - q ≥ c  q∂q
LT с = const > 0 .V . 2

Я >

Тогда уравнения (2) принимают вид:

dt ∂q ∂q ∂q
дЩд) 

∂q (16)

Будем считать, что гироскопические и потенциальные силы обладают свой­
ствами, указанными в предыдущем разделе статьи.

Теорема 4. Пусть р  = + ∞ . Если нестационарный параметр удовлетво­
ряет следующим условиям:

а) функция h(t) непрерывно дифференцируема при t > 0 ;



1OO Вестник Тюменского государственного университета. 2010. № 6

б) h(t) ≤  0 при t ≥ Q ;
в) h (t)∖≤ M  h(t) при t ≥ 0  ( M  =  const >  О);
г) 7(∕) =  ∫A*v+2w',+ υ (τ )Jτ  → +  ∞ при t → +  ∞,

О

то положение равновесия q =  q =  O системы ( 16) асимптотически устойчи­
во относительно обобщенных скоростей.

Доказательство. Построим функцию Ляпунова вида:
У (t, д, g) =  K t W g )  +  T (g, д) -  y 1Aσ' (0 ∂T 5—1

τ ∂T
д — +

∂g (17)
где γ1 > 0 , γ 2 > 0 ,  S ≥  1, k ≥ l ,  σ 1 > 0 ,  σ 2 > 0 .Дифференцируя функцию (17) в силу системы (16), несложно показать, что если k =  μ  +  v ,  5 =  l +  m ax{v, (μ +  v - ∖) ∕ μ } ,  σ l = ( v  +  2 ) ∕( μ  +  l) ,  
O 2 =  1 +  2 v /(μ  + 1 ) , то положительные числа y 1, γ 2 , <5, β l , β 2 , β 3 и β 4 можно выбрать так, чтобы при t ≥  0 , ∣∣z∣∣ <  δ , ∣<7∣∣ <  δ имели место неравенства: 

β' (hlΓ +1 +  И Г ) ≤  У  (t, д, g) ≤  β 2 (∣k∣Γ+, + | | < ) ,
v+2 v+2

V w ≤ - β ,  Λ -'(0 (∣∣z k+μ +  q s+' ) ≤ - β 4 h μ+'(t)V '+ c .Здесь z =  hm μ +"(t)q ,

ε =  max {v / 2, (μ +  v — 1) / (μ + 1)}. (18)Значит, положение равновесия q =  q =  O системы (16) асимптотически ус­тойчиво относительно q . Теорема доказана.
Следствие 4. Пусть 0 <  р  ≤  +  ∞ . Если выполнены условия а) — г) теоре­

мы 4, и справедливо предельное соотношение hc (t)I(t) → +  ∞ при t → +  ∞ , где 
значение параметра ε задается формулой (18), то положение равновесия 
q =  q =  0 системы (16) асимптотически устойчиво по всем переменным.

Следствие 5. Предположим, что функция h(t) имеет вид (13). Тогда при 
a  ≥  - ( μ  +1) / (г +  2) и р  =  +  ∞ положение равновесия q =  q =  O системы (16) 
асимптотически устойчиво относительно q , а при a  >  - ( μ  +1) / 
∕{ε{μ +  l) +  v +  2) и 0 <  р  ≤  +  ∞ — асимптотически устойчиво по всем пере­

менным.
Пример 3. Снова рассмотрим систему (14), в которой функция Рэлея оп­ределяется по формуле (15). Будем теперь считать, что <∕l = 0 ,  d 2 > 0 .  При­меняя следствие 5, получаем, что при a  ≥  — 1 / 2 положение равновесия <7 =  <7 =  0 системы (14) асимптотически устойчиво относительно q ,  а при α >  — 1 / 3 —  асимптотически устойчиво по всем переменным.
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ЯВНЫЕ МЕТОДЫ РУНГЕ-КУТТА: АЛГОРИТМЫ C КОНТРОЛЕМ 
ТОЧНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ

RUNGE-KUTTA EXPLICIT METHODS: INTEGRATION ALGORITHMS
WITH ACCURACY CONTROL

АННОТАЦИЯ. Построены алгоритмы переменного шага на основе явных мето­
дов типа Рунге-Кутта второго порядка точности, в которых глобальные ошибки 
аппроксимации оцениваются фактически без увеличения вычислительных затрат.

SUMMARY. Algorithms o f variable step on the basis o f Runge-Kutta-type explicit 
methods o f second-order accuracy are constructed where the global error o f approxima­
tion is estimated practically with no increase in computation cost.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Жесткие задачи, численный метод, гло лъная ошибка,ж
контроль точности.

KEY WORDS. Stiff problems, numerical methods, global error, accuracy control.

1. Введение. Во многих приложениях возникает проблема численного 
решения задачи Коши для жестких систем дифференциальных уравнений [1]:




