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ГРАНИЧНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
В п-МЕРНОМ ШАРЕ

АННОТАЦИЯ. Рассматривается пространство обобщенных функций на еди­
ничной сфере евклидова пространства. Устанавливается изоморфизм этого про­
странства с пространством функций, гармонических в единичном шаре.

SUMMARY. The space o f generalized functions on the unit sphere in Euclidian space 
is considered. The isomorphism of this space with the space of functions harmonic in 
the unit ball is established.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Обобщенные функции, гармонические функции, интеграл 
Пуассона.

KEY WORDS. Generalized functions, harmonic functions, Poisson integral.В статьях [1],[2]Γ. Кете рассмотрел пространство Λ(S) функций, аналитических на единичной окружности S, расположенной в комплексной плоскости С. Опреде­лив в /I(S) структуру топологического векторного пространства, Кете рассмотрел сопряженное пространство /T(S) и показал, что оно содержит в качестве собствен­ного подпространства пространство D ’(S) — пространство распределений . Далее Кете показал, что элементы u∈ ∕Γ(S) находятся воЛ. ШвАрца на S . взаимно-однозначном соответствии с функциями, аналитическими в C ∖ S  и равными нулю на бесконечности. Это соответствие задается формулой:J _____L l  Z е C ∖ S
, 2 π i t - z Iкоторую естественно интерпретировать как интеграл типа Коши с плотностью 

и. Кроме того, Кете указал условие на функцию u(z), при котором u(z) соот­ветствует функционалу u∈D'(S) ⊂ ZT(S).В дальнейшем результаты Кете развивались другими авторами (см., напри­мер, [3], [4], [5], [6], [7]). Основное направление этих исследований — пред­ставление обобщенных функций различных типов посредством аналитических функций одного или нескольких переменных.Целью данной работы является построение пространства ZT(Sn ') обобщенных функций на единичной сфере S n ,̂  ⊂ R n, обобщающее построение Кете на пло-
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скости, и установление изоморфизма этого пространства с пространством гар­монических функций внутри сферы.
Граничные распределения гармонических функций. В п -мерном евкли­довом пространстве R n(n > 2 ) рассмотрим единичный шар D= { x e R n :|х |  <1} и единичную сферу S n l ≈∂D. Через A (S n ') обозначим пространство комплексных функций, аналитических на сфере S n '.
Л ем м а 1. Л ю бая функция f e A ( S n ') продолжается до функции, гарм о­

нической в некотором шаре G = {x:|x| < r} радиуса г > 1 .
Доказательство. Сначала покажем, что если функция и (x1, х„) гармо­нична в верхней полуокрестности (т.е. при x π >0) точки a = (a v  ..., αn.1, 0) и при­нимает аналитические значения ⅞q(x1, ..., x n 1) на гиперплоскости х„=0, то и про­должается до функции, гармонической в некоторой окрестности а.В окрестности точки а рассмотрим задачу Коши = ,

∂x2
n дх2 •" ⅛= 0. По теореме Коши-Ковалевской (см., например, [9]) эта 1, ..., х л), аналитическое в окрестности точки а. Функция 

h=u -  V гармонична при x π > 0 и равна нулю при x n=0, поэтому в силу принципа отражения (см. [9]) ее можно продолжить в симметричную относительно гипер­плоскости х л=0 область по правилу A(x1, ..., x π l , -  x n)=-A(x1, ..., x n l , -  х  J - Тогда функция u=A + и тоже продолжается до гармонической функции в окрестности точки а.Пусть теперь и —  решение задачи Дирихле в единичном шаре D  с граничными данными f .  Для любой точки te S  рассмотрим преобразование Кельвина (см. [9]) функции и при инверсии пространства относительно сферы радиуса 2 с центром в точке -t. При этом преобразовании точка t останется неподвижной, сфера S n '̂ перейдет в гиперплоскость, проходящую через t, а преобразованная функция и будет гар­монической по одну сторону от этой гиперплоскости и на самой гиперплоскости будет принимать аналитические значения. По доказанному и продолжается до гармонической функции в некоторой окрестности точки t. Следовательно, то же самое верно и для функции и. Итак, для любой точки t e S n l найдется окрест­ность U(t), в которую и продолжается до гармонической функции. Выделяя по лемме Гейне-Бореля-Лебега из покрытия {U(t)} сферы S n l̂ конечное подпокры­тие, получаем, что функция и продолжается до гармонической функции в не­которой окрестности замкнутого шара D. Лемма доказана.Рассмотрим последовательность радиусов p1 > p2> ... > ρm > . . . > с Iimpra=I1 m→αoи соответствующую последовательность шаров G m={xeR n'. х  < p n }, т=1, 2 ... . Через Ac(G ra) обозначим банахово пространство функций, непрерывных в G ra и гармонических внутри G ra, с нормой ∣∣∕(x )∣∣m g,i) = s u P ∣ ∕( χ )l-
x∈GmСогласно лемме 1 пространство A ∖S n ') является объединением всех Ac( G ra), если отождествлять функции, принадлежащие различным пространствам, но совпадающие на S"’1 (а значит, совпадающие и в некотором шаре G k).В A(Sn ') введем топологию Ta индуктивного предела последовательности ба­наховых пространств Ac(Gra)1 т.е. сильнейшую локально выпуклую топологию, при которой непрерывны все вложения Ac(G ra) →  √4(S"z)1 т=\, 2, ... (см., напри­мер, [8]).
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ODОкрестностями нуля в топологии T a  являются множества V*V(εl , ε2, ...)c  F 1 Vm(εn ), где v m(ε m) — окрестность нуля в M  G m), а символ f  Vιn(εm),OO m=lобозначает уравновешенную выпуклую оболочку множества U  Vm(εm), т.е. мно­жество всех функций f  ∈ Λ (S n ') вида: w°1
к

f≈ a lf i + ... + a kf k, f .e V t(ε.), ∑ ∣ α ,∣  ≤ 1,

Cl

к — произвольное натуральное число.Последовательность функций {fm} с  A (S n t ) сходится в топологии T a  к функ­ции f g e A (S n t ) тогда и только тогда, когда все эти функции продолжаются до гармонических функций в некотором шаре G k и последовательность {fm} равно­мерно сходится к f 0 в G k.Сопряженное пространство Λ '(Sn '), следуя Кете, будем называть простран­ством граничных распределений на сфере S n '. Согласно свойствам индуктив­ного предела, функционал u e A , (S n ') тогда и только тогда, когда ограничение и на любое банахово пространство h c(G m) непрерывно, т.е. из сходимости после­довательности f m → f 0 в топологии T a  следует сходимость (и, f m) →  {u, f 0).Обозначим через H(D) пространство функций, гармонических в единичном шаре 
D={xe  R n : ∣x∣ < 1). В пространстве h(D) ведем топологию Z h при помощи после­довательности полунорм Л g(χ) Hm = sup I g(x) I, где Q 1 ⊂ Q2 ⊂ ... ⊂ Q m ⊂ ... —  возрас­тающая последовательность компактных множеств Q m c ιD  такая, что ( J ”=1Qm =  d ∙Далее по мере необходимости точки х е R n будем записывать в сферических координатах, т.е. в виде x=rs, где r= ∣x ∣, s= arg x e S n '.Ядро Пуассона для «-мерного единичного шара D  имеет видI - I x l 2 1 I - F 2■ ■1  = -------7------------- — -7 ^ ∙. г Де  — площадь no­lx - r| ωn-1 (1-2f  cos(st)+ f2 )

Cl

••• • • •

P (X ,O =P (F 5 ,O = -
<⅝-l

п-1

верхности сферы S n ', a s f  угол между векторами s, te  S n '.
Теорема 1. Имеет место т опологический изоморфизм A , (S n ')≡ h(D ), 

где A ’ (S n t) берется в сильной топологии, т.е. в топологии равномерной 
сходимост и на ограниченных в A ( S n t) множ ествах.

Изоморфизм A , (S n ')→ h (D ) задается формулой

u(x)={u, P (x , f)), x e D  (1)
Обрат ное отображение h(D)→ A ,(S n l ) задается формулой'.

{ u , f )  = Um ∫  u (rs)f(s)d σs, ∕∈Λ ( S n l ) (2)s"̂ 1
Здесь dσ s  — элемент площади поверхности сферы S n '.
Д оказател ьство. Покажем, что для любого функционала и е A ’ ( S n t ) формула (1) определяет гармоническую в D  функцию й(х). При фиксирован­ном t e S n-' ядро Пуассона P(x, t) является гармонической функцией по пере­менной X в шаре {х :|х | < 1}. Поэтому при фиксированном x e D  функция
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продолжается со сферы S n'1 до функции
- =P ( IX 11, arg х), гармонической по /2Icos (argxarglt)+(∣ х  || t ∣)2j '

}. Следовательно, формула (1) корректна. Заметим, что при фиксированном t функция F(x,t)=P( 11 ∣x, arg t) гармонична по х в шаре 
{x  : | X ∣< Пусть далее ΔλF(x , t) — разностная аппроксимация лапласиана по переменной х. Так как F(x, t) — гладкая функция, то предел Δ F (x , Z) = Iim Δ λ F ( x , г)1 ъ Учитывая не-

X

t в шаре {/ :| t 1<

существует равномерно по t, лежащим внутри шара <t  .∣ 1 1< }
прерывность функционала и в топологии получаем отсюда w(x)=∆(w, P (x , t))≈ ∆ (u , F ( x , t))= {u, Δ  F ( x , t))=0.Покажем, что для любой гармонической в D  функции u(x) формула (2) определяет непрерывный линейный функционал u ε A '( S n ,) .Пусть f<=A (S n ') . Тогда fe h c ( G k) для некоторого номера к. По формуле Пу- 

1 1ассона для всех s∈ S n ' выполнено f ( s )  = ----- ∫ - -----------—— —— - ^ f ( p kt)dσ,,
ω n-∖ s -∣ (л? -2 α . costs f)+ l Iгде ρk > 1.При любом О < г < 1 имеем:

∫ u (rs)f(s)d σ , = ∫ u(rs)dσs —  ∫
5*̂ , S"̂ l ®л-1 S"*1

P t - I
= ∫  /(P *0 ^ σ f —  ∫  u(rs)

Λ  ω - ι  Λ

-  ∫ / ( p 1< M σ , 6 ¾ p - ∫ i

j*-ι л-1 sλ~x

= (√P*)"^2 ∫  / ( P √ ) η - 7 *\Р*Следовательно, существует предел
⅛  ∫ ^ (rs)f(s)d σ 3 = - ⅛ -  ∫  Л Р * 0 «

s∙̂ , Pk S∙ l̂

{ r 2 -2 r ( r /  pk)  cos(S) + (г/ ρk )2 )

t

1 V
—  t d σI p * J г» (3)
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1 )
- t d σ ,  ≤ M  ∣∣∕ ∣∣ где M  =
Pt J

⅛  ∫  f  (Pd) и
Pk 1y"^1

- I 5. sup∣M(x)∣.
P * W=1∕p*

M<⅞)'

а значит, функционал и в формуле (2) корректно определен. Линейность его не вызывает сомнений. Покажем, что он.непрерывен. Достаточно проверить, что ... непрерывным является ограничение и на каждое банахово пространство h c(G k). Но из формулы (3) следует, что для любой функции fe h c ( G k ) имеет место оценка ∣(m , ∕ ) ∣  =Покажем, что отображения (1) и (2) взаимно обратные.Пусть u e A , (S n ,), и u(x)≈{u, P(x, t ) ) ,x e D  —  соответствующая этому функцио­налу гармоническая функция. Пусть /еA ’(S n ,) . Тогда для любого 0<r<l имеем
∫ u (rs)f(s)d σ s ≈  ∫ {u ,P (rs,t)} f ( s ) d σ , = I и, ∫  P (r s ,t) f(s )d σ t ∖ =  {u ,f(rt)}

Sh a  Sh~1 ∖ Sh a IПерестановка операции интегрирования и функционала и возможна, т.к. функция P(rs, t) продолжается со сферы S n '̂ до функции F(rs, t)=P(rt, s) гармо­нической по t в шаре I / 1< 7 }. Так как функция f  является гармонической в некотором шаре G k, то f(rt)  равномерно сходится к Д О  внутри G k при r→ l-0. Поэтому Iim  ∫  i i( r s ) f( s ) d 3  s =  Iim { u ,f ( r t ) }  =  ( u , ' f y
Г~* S„-I Γ→ l-OОбратно, пусть функция g(x) гармонична в шаре D , и u e A '( S π ,) —  функ­ционал, определяемый равенством ( и ,/ )  =  Iim [ g (r s) f(s)d σ s , f e A ( S n ,) . Тогда 

' ' r→ l-0 J
s n 1̂и(х)= (u ,P(x,t))  = Iim f g(rs)P (x,s)d σ 3 =  Iim g(rx) =  g(x), x e D .

r→l-0 j  , r→ l-0
S∙"iТаким образом, отображения (1), (2) определяют изоморфизм векторных пространств A , (S n l) и h(D). Остается показать, что отображения (1) и (2) не­прерывны.Нетрудно видеть, что множество В  является ограниченным в пространстве A (S n ') тогда и только тогда, когда В  целиком лежит в некотором пространстве hc( G ) и В  ограничено в hc( G k). Действительно, если В ⊂ hc( G k) и ограничено в hc( G k), то для любой последовательности функций {fm} с  В  и любой сходящейся к нулю последовательности чисел {ат} будет выполнено am f m→ 0  в топологии T a l  а значит, В  ограничено в A (S n ') . Если B e h c ( G k)H  не ограничено в любом hc( G n ) при всех т ≥ к, то легко построить последовательность функций {fm} e  В  и сходящуюся к нулю последовательность чисел {αm}, для которых a rrιf m→ 0 в топологии Т А. Если же В  не лежит ни в каком h c(G k), то найдется последова­тельность функций {fm}e∑B такая, что a mf m→ 0 в топологии T a для любой по­следовательности чисел {a m}. Следовательно, в последних двух случаях мно­жество В  будет неограниченным в Λ (S n ').Из сказанного следует, что фундаментальную систему окрестностей нуля в сильной топологии пространства A , ( S n l ) образуют множества= { u ∈  A '(S " , 1̂) r ∣ ( u , ∕) ∣ < l ∕m  при всех f≡ B k}, τpg Bk — единичный шар l l f l U u ≤ 1 банахова пространства hc( G k).
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Фундаментальную систему окрестностей нуля пространства h(D) образуют мно­жества Q m={GeΛ(D )zsup∣g(x)∣<l∕m }, где Q k≈ {xeD : |х | < 1 -  1/2*}, Ы ,  2, ... . 
xeQkТаким образом, каждое из пространств A ’ (S n t) и H(D) обладает счетной фундаментальной системой окрестностей нуля, а значит, метризуемо [8]. Поэ­тому для обоснования непрерывности отображения A , (S n t) → h (D )  достаточно проверить, что из сходимости последовательности функционалов um→ 0 в силь­ной топологии A '(S n'') следует равномерная сходимость последовательности гармонических функций u(x)→ 0 внутри D.Если Q= {x: Iх I < г <1}, то множество функций {P(x, t)}XEQ ограничено в про­странстве A ( S n ')∙ Действительно, подберем к так, чтобы pi < l ∕r .  Так как P(x, t) продолжается до функции F (x , f ) = Λ ∣ x ∣^  a r S x )> гармонической в шаре {/ :| Г ∣< ⅛  τ o  {p (x, О  U β  ⊂ hc(G k ), причем ∣P (x√ )∣∣^  ≤ ⅛  (1 Для всех

ограничено в h c(G k), а значит, и в A ( S n t) . Так как и

• i

Iχ  I
x e Q ,  т.е. {P(x, t)}xeQ  ограничено в h c(G k), а значит, и в A ( S n t) . Так как um→ 0 равномерно на ограниченных в A ( S n t) множествах, то um(x)={um,P (x ,t)}→ 0 равномерно по x e Q .Аналогично, для обоснования непрерывности отображения h(D)→ A , (S n t) . достаточно проверить, что если последовательность гармонических функций u(x)→ 0 равномерно внутри D, то соответствующая последовательность функ­ционалов uπι→ 0 в сильной топологии A , (S n t) .Пусть B k —  единичный шар IH  Im  om) ≤ 1 банахова пространства hc( G k). Со­гласно формуле (3) для любого f≡ B k имеем1K"≡,∕)∣= ⅛  ∫ ^m( r s ) f  (s)dσx =

r _ >  S’“1

f l  λ∣
— t dσ t ≤∖Pk √

⅛  SUP I «’m (x ) I
Pk ∣*∣≤ ι ∕p 4

∫ f(pk*) um 
SСледовательно, {um, f ) → Q равномерно на любом Bk, а значит, и на любом ограниченном в A ’ (S n t) множестве. Теорема полностью доказана.

Теорема 2. Д ля задан ного ф ункционала и е А ’ ( S n t) ф ункционалы  иГ, 0<r<l, определяемые равенством (ur , f }  =  J  U(rs) f  (s)dσ s , f e A ( S n t ), сходятся 
s n-∖

к и в  сильной топологии пространства A ’ (S n t) при r→ l-0 .
Доказательство. Действительно, {ur , / )  = Iim ju (rp s)f(s)d σ 1, f e A ( S n t) , поэтому функционалы ur соответствуют в силу формулы (2) гармоническим функциям u(rx), x e D . Так как u(rx) равномерно сходится к й(х) внутри D  при 

r→ l-O, то по теореме 1 ur→ u, в сильной топологии A ’ (S n t) . Теорема доказана.Через D ( S n t) обозначим пространство функций, бесконечно дифференци­руемых на сфере S n t. В D ( S n t) введем топологию Td при помощи последова­тельности полунорм ∣∣ ∣ ∕∣ ∣ ∣p = sup ∣v p ∕( 0 ∣>  P * θ - 1> 2 - -  г Де  v °ΛO=ΛO, ∣vp ∕(t)∣ =
(g<l∕1 _ _ j"суммирование), g ' — . ковариантная производная на сфере.

л  л-2 
Pk <∙"-ι

teS"^'

flt)V jι . Д 0 ) 1/2 (по повторяющимся индексам подразумевается метрический тензор на сфере S n l , V ii , Д О “ v ,l - V f l/ ) , v ,—
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f

Сопряженное пространство D ,  (S n t) является пространством распределений Л. Шварца на сфере S n t .
Теорема 3. Пространство A ( S n t) является плотным подпрост ран­

ством пространства D ( S n t) в топологии ~∑d .
Доказательство. Пусть f e A  (S n t) . Обозначим тем же символом гармони­ческую в единичном шаре D  функцию, являющуюся решением задачи Дирихле с граничными данными Д/)- Тогда функции f r(t)=f(rt)eA (Sn t) будут сходиться при r→ l-0  к функции Д О  в пространстве D ( S n t) .
Теорема 4. Прост ранст во распределений Ш варца D , ( S n t) является 

подпространством пространства граничны х распределений A ’ (S n t) .
Доказательство. Действительно, любой функционал u e D ’ (S n t) является также непрерывным линейным функционалом в пространстве A ( S n t) , так как из сходимости последовательности f m→ f 0 в топологии T a  следует сходимость 

f m→ f 0 и  в  топологии T pt Описанное отображение ограничения D , (S n t) → A , (S n t) 
1, u2 e D , (S n t) совпадают на A ( S n t) , то u i =u2

1

является инъекцией, так как если и в силу плотности A ( S n t) в D ( S n t) .
Теорема S . Ф ун кц и я  u ( x ) e h ( D )  со о т в е т ст в у е т  ф у н к ц и о н а л у  

u e D ’ (S n t) ⊂ A ’ (S n t) тогда и только тогда, когда ∣S(x)∣≤ g ^ ^  для некоторых 
расстояние от точки х  до сферы S n t .,... такое, чтоМ >0 и р=1, 2, ... Здесь δ (x )= I - I x

Доказательство. Необходимость. Пусть и e D ’ ( S n t ) . По определению то­пологии пространства D ( S n t) существует число m=l, 2 ∣<m, ∕> ∣  ≤ С т а х  {sup | f ( t )  ∣,sup | Vf(Z) ∣,...,sup V m∕(0 ∣} -  Для всех f e D ( S n t) .
IeS IeS IeSСледовательно, )  ∙ ∙ ∙ >

|«(")| =∣(w,P(w,θ)∣ ≤ C  max {sup
ZeS

}≤
1 1 -г 2

CTBin
™ 1 I-^ 2

ω *-ι ( l-2 r ∞ s (5 )+ r 2)
••• у 0 ttp j 

reS Ч -i 0  -  2r cos(S)+ г2)

1 1 CK
≤ CK  max{------------------------π ---------------------- π —} ≤ ---------—>

( l - 2 r ∞ s ( ⅛ ÷ r ≈ f  ( l -2 r ∞ s (S ) + r i f "  ”  "где константа К  зависит только от т.
~ ~ MДостаточность Пусть для функции u(x)∈A(D) имеет место оценка ∣u(x)∣ ≤--------•,где М > 0 , р-1, 2, -  5 Х̂ У

1 00Рассмотрим разложение - — -------у-цу = X  rmPm (а), справедливое при малых
(1 ~ 2∙r a  + r  ) m=oг и а Функции P m(a) представляют собой полиномы, известные под названием полиномов Лежандра. Известно, что IP m(a) ∣≤1 для всех α e [-l, 1] и zn=O, 1, 2

OO

∙ ∙ ∙

>•••

00 V 1= У  rm является мажорантным для ряда > . rmPm (а) при всех m=0 ",=°Так как ряд — —
1 - г 1 v ,  (т + 1)(/и + 2)...(m + и-1) m— -  = 2^  ------ ;— i r7--------------- -  г является мажорантным для

^ r )  m=O (и -1)!

p 4 4 3  ( l-2 r a + r 2)n,2
( * - l ) !
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h  ' r  ⅜√1 =  Σ r " φ "<α > 
(l-2 ra  +  r 2) m=oдля всех α∈ [-l, 1] и всех

1при всех αe[-l, 1]. Следовательно, в разложении *4ι-lдля функций Φm(a) справедлива оценка I Φm(a) I ≤ Am n im=l, 2, _Любая гармоническая в шаре D  функция u(x) может быть разложена в ряд
по однородным гармоническим многочленам u(rt) = ∑ r mU m(t), где U ιn(t) —  

..... - ---сферические функции Лапласа (см., например, [10]). Этот ряд сходится абсо­лютно и равномерно внутри шара D. Функции U m(t) находятся по формулам 
U m (t ) =  -≡⅛ΓΓ ∫  u(P s )φ m (∞ ssi)d σ s

P s"̂ 'любое число. Для т=2, 3, 4 , ... положим pm=l -  \/т . Тогда при (4)S,

•••

∫ ∣u ((l-l∕m )s)∣∣Φ m (cos5t)∣√σv ≤ e 2 " 2 ωn i Mmp A m π *.

где О < р  < 1 — всех t e S n i

Следовательно, существует В > О такое, что I U m(t) | ≤ Bmp*n i для всех т=1, 2 , ...обозначим оператор Л апласа-Бельтрам и на сфере S " 1. ,является угловой частью «-мерного оператора Лапласа Δ, а именно A f r - ∣  А  
dr I4 дг

Δ — A f+  r 2 ^s"-'J . Известно, что сферические функции Лапласа
Через ∆ s n l

S"'

степени т являются собственными значениями оператора ∆sπ.ι, соответствующие собственному значению -m(m*n-2) (это сразу следует из равенства Δ(rmt ∕m)=O, записанного в сферических координатах). Известно также, что оператор ∆s ∏ ι яв­ляется самосопряженным, в том смысле, что для любых двух функций g, h e  C 2(S n i ) справедливо равенство ∫g Δ ^ A < Z σ = ∫Λ Δ ^ 1g<∕σ (см. [7]).
J*-> S"-1Пусть f e  D ( S n t) . Обозначим тем же символом гармоническую в D  функ­цию, являющуюся решением заДачи Дирихле с граничными данными f(t) .

ODРазложим f  в ряд по сферическим функциям Лапласа f(rt) = ∑ r mX m(t ) , где 
т=0

1
K n (t) = ( f(s)Φ lll(cossi)dσt . При m ∙l, 2, ...s’4 1
x m ( 0 = -------- -—m (m +n-2)

( -D 1

(m(m+w-2))* 5i-∣Отсюда получаем, что для любого числа α>0 существует число С > 0  такое,

имеем
f f(s)∆  1Φm(cos5})rfσ, = — -— -— — ∫  Δ J ( s ) ∙Φ m(cossi)dσ = 

s i-l m (т  + и -  2)

∫  ΔJr t ∕(j) ∙Φ m(cos st)dσ,ΛΛΛ любого ¢=1, 2, ...

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ. ИНФОРМАТИКА
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Следовательно, на пространстве D(Sn t) корректно определен функционал 
fl

(«./>■= ⅛  ∫  i ( r t ) ∕ ( 1)<fσ, = Em ∫  ∑ r -U .( t)∑ X ,( t) iσ , =
ιyn-ι $л-1 m=0 /=O

-  ⅛  Σ  r " ∫  и .« ) * ,№ ,  -  Iim ∑ Γ - ∫  U .(f )X .( f )dσ, = ∑  ∫  U . ( t ) X . ( ^  
r~* m,∕=0 s*4 r~* m=0 $п-1 m=O5*-1

Мы использовали свойство ∫  Um(J)Xl (t)dσ=О при m≠l∙. сферические функции 
S"4

различных степеней ортогональны (см. [10]).
Предположим, что последовательность функций f k→0 в пространстве D (Sn '). 

Покажем, что (и, f l) →0.
°° к + 2пПусть fk(r t ) = zh rm ^m4t). Выберем натуральное число q > ” . Тогда 

m=0 2

(rn(m*n-2)4)>mp*2n для всех /п-1, 2, ... . Имеем при /п-1, 2,
(-1У -

(m(m+n-2))q sl ,

где Ck =ЛшяЧ

I I I

OO ∞

pr*>(∕)∣= ∫  Δ*t-1∕ t (s)∙Φιπ(cos⅜∕σ j ≤
I '

sup |а’_. f k (j )∣ → О при k→∞. Далее 
j≡S"̂ ,

1
w j ∕ h∙2b ® л-1

∙ ∙ ∙ 9sup ∣∆μ1 ∕ i (s)∣ лж -1=- ⅛
n r-∣ 1 тр

≤ U > b-1 l " ( θ ) l  ∫  fk(s)dσ, +ω n̂ ∑ B m
S*-1

' +"'1 -⅛7Γ ≤ ω --ι I “ (°) I suP1 |ЛМ|+ < W Q ∑ -⅛  → о
WI=I W  ,∈5ŵ 1 Ж=1 т

при k→∞. Следовательно, функционал и непрерывен на D(Sn ,), т.е. ueD’(Sn t). 
Теорема доказана.
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