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УДК 517.11

О ПОДМНОЖЕСТВАХ РЕКУРСИВНО 
ПЕРЕЧИСЛИМЫХ МНОЖЕСТВ

АННОТАЦИЯ. Пусть A u B  рекурсивно перечислимые множества и f  — обще­
рекурсивная функция, перечисляющая А без повторений. В точности установлено, 
к какому классу будет принадлежать f(B ), если A u B  взяты из классов рекур­
сивных, креативных, простых, псевдопростых и псевдокреативных множеств, за 
исключением одного случая.

SUMMARY. Let and be the recursively enumerable sets and is total recursive 
function., which is enumerate A without repetition. We precisely establish what a set f  (B) 
will be when A and B are from the classes of recursive, creative, simple, pseudosimple 
and pseuodcreative sets, with the exception the case.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Рекурсивно перечислимое множество, общерекурсивная 
функция, рекурсивное, креативное, простое, псевдопростое и псевдокреативное 
множества.
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В работах [1], [2] семейство всех рекурсивно перечислимых множеств (РПМ) 
было разбито на пять классов: рекурсивных, креативных, простых, псевдопростых 
и псевдокреативных множеств. В заметках [3], [4] были получены ответы на во­
просы: к каким в точности классам могут принадлежать множества АФВ, AnB, 
AuB и A×B, если РПМ А и В принадлежат к тем или иным классам, перечис­
ленным выше. В данной статье также полностью решается ряд вопросов, связан­
ных с этими классами.

Пусть А и В —  бесконечные РПМ, принадлежащие классам X  и Y, f  —  
общерекурсивная функция (ОРФ), перечисляющая множество А без повторений, 
а ДВ) принадлежит классу Z. Тогда говорим, что Y множество в X множестве 
может (не может) быть Z множеством, если есть (отсутствуют) соответствующие 
примеры. Например, креативное множество К в любом РПМ будет креативным, 
так как К m-сводимо к ДА). Поэтому вопросы «креативное множество в ...» ниже 
не рассматриваются. По этой же причине нерекурсивные РПМ не могут быть 
рекурсивными ни в каком РПМ.

Следующее предложение также очевидно
Предложение 1. Рекурсивное, креативное, простое, псевдопростое или 

псевдокреативное множество в креативном множестве будут соответ­
ственно рекурсивным, креативным, простым, псевдопростым или псевдо- 
креативным множеством.

Небольшое исключение: простое множество в рекурсивном множестве может 
оказаться простым, когда — R=N∖R конечное множество.

Следующее предложение Г.Н. Кобзева играет важную роль в дальнейших
рассуждениях.
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Предложение [5]. Если —  продуктивное множество и R-PΠM, то PryR 
или Pry R продуктивное множество.

Следствие 1. Некреативное РПМ не может быть креативным в про­
стом, псевдопростом или псевдокреативном множествах.

Предложение 2. Если S — простое множество, то
(a) Рекурсивное множество в S будет рекурсивным или псевдопростым 

множеством и простым, если его дополнение —  конечное множество;
(b) Простое и псевдопростое множества в S будут простым и псевдо- 

простым множествами соответственно;
(c) Псевдокреативное множество в S будет псевдокреативным множе­

ством.
Доказательство. Утверждения (а) и (Ь) очевидны. Докажем утверждение (с). 

Пусть А —  псевдокреативное множество. По следствию 1 и замечаниям перед пред­
ложением 1 достаточно показать, что В=ДА) не может быть псевдопростым множе­
ством. В противном случае, существует РПМ такое, что C k jB  —  простое множество. 
Но, если C  n  S—  конечно, то множество D={×'.j{x) ∈ С} оказывается таким РПМ, 
что D г у А  ≠ 0  и D k j A  —  простое множество. Иначе DuA конечно, то есть А —  
рекурсивное множество. Это противоречит псевдокреативности множества А. □

Следствие 2. Если T — псевдопростое множество, то
(a) Рекурсивное множество в будет рекурсивным или псевдопростым 

множеством;
(b) Простое и псевдопростое множества в T будут псевдопростыми 

множествами;
(c) Псевдокреативное множество в T будет псевдокреативным мно­

жеством.
Доказательство. Все. утверждения следуют из предложения 2. Надо лишь 

заметить, что есть РПМ такое, что R гу Т=0 к R k j T —  простое множество. 
Поэтому указанные множества в следствии 2 оказываются РПМ в простом мно­
жестве R k j Т. □

Лемма 1. Если А — псевдокреативное множество, а В —  непересекаю- 
щееся с ним рекурсивное или псевдопростое множество, то A k j B  будет 
псевдокреативным множеством.

Доказательство. Достаточно показать, что Л и  В не может быть псевдо­
креативным множеством. Иначе существует РПМ C такое, что (AoB)nC=0 и 
A oB oC  —  простое множество, а так как А су (В о  С)=0, то А оказывается 
псевдопростым множеством. □

Предложение 3. Если T —  псевдокреативное множество, то
(a) Рекурсивное множество в T будет рекурсивным, псевдопростым 

или псевдокреативным множестом;
(b) Псевдопростое множество в T будет псевдопростым или псевдо­

креативным множеством;
(c) Псевдокреативное множество в T будет псевдокреативным мно­

жеством.
Доказательство. Пусть f  и g —  ОРФ, перечисляющие псевдокреативное 

и простое множества соответственно и

А0={2Дх) + t,xeN}, A0≈{2g(x),xeN}, Aq≈{2x ,xgN}
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если x=2ι∕+l; если x=2z∕. если x=2z∕+l; если х=2у.По лемме Z0(A2), Z j(A2) и f 1(N ) будут простым, псевдопростым и псевдокреа- тивным множествами, a f 0(A 1) и ∕ l(Λ 1) псевдопростым и псевдокреативным множествами соответственно, хотя по лемме A 0 и  A 1 и A 0 о  A 2 —  псевдокреа- тивные, A 2 и N  —  рекурсивные множества и A 1 —  псевдопростое множество соответственно. Осталось показать, что A={fg(x)-.xeN } и B = {ff(x ) :x e N }, учиты­вая следствие 2, не являются псевдопростыми множествами.Предположим, что для некоторого Р П М  C  множество A u C  простое, причем 
А  п  С = 0 . Если D = C  n  ( f(N )∖ A )  конечно, то Д А )  оказывается псевдопростым, хотя Д А )  псевдокреативное множество. Если же D  бесконечно, то Р П М  {xrg(x)∈D} будет бесконечным подмножеством, что невозможно.Наконец, пусть Р П М  C  такое, что B∖j C  простое множество и В  п  С = 0 . Тог­да множество D  бесконечно и E={xz∕(x)∈D} будет Р П М  таким, что f( N ) u E  —  простое множество и Д А )  п  Е = 0 , что невозможно. □

П редлож ени е 4 . Если К  — креат ивное множ ест во, то(a) Рекурсивное множ ест во в К будет рекурсивны м , псевдопрост ы м, 
псевдокреат ивным или креат ивным множ ест вом;

(b) П севдопрост ое множ ест во в К будет псевдопрост ы м, псевдокреа­
тивным или креат ивным множ еством;(c) П севдокреат ивное множ ест во в К  будет псевдокреат ивным или
креат ивным множ еством;(d) Прост ое множ ест во в К  может быть креат ивным множ ест вом.

Д ок азател ьство. Прежде всего заметим, что если Wn —  Р П М  с постовским номером п, f  —  продуктивная О Р Ф  для К  и Wn п  К = 0 , то A u W n —  креативное множество. Л
W

-  продуктивная О Р Ф  для К  и Wn n  K =  0 ,  то A u W n Действительно, сущ ествует двухместная О Р Ф  g  такая, что 
=W <j W  для всех х , y& N . Но тогда f( g ( x , и)) будет продуктивной О Р Ф  для 

&(х,у) x  У

K<jWn .Пусть О Р Ф  Д g  и h перечисляют креативное, псевдокреативное и простое множество c∞TBeτcτBeHHθ, Р П М  A 0, A 1, A 2 и О Р Ф  f 0, f 1 —  как в предложении 3, A 3={2 ∕ι(x)x∈ A } и . если x=2y+l;если х=2у.Тогда ∕ 0(A), ∕ 1(Λ2), Z2(A2), f 0(A 2) будут креативным, псевдокреативным, псев­допростым и рекурсивным множествами соответственно. Этим самым доказано утверждение (а), хотя по замечанию выше f 1(A 2) u  К, ∕2(A 2) ∖j K  и f 0(A2 ) —  креа­тивные множества, так как f 1(A 2} n  A=Z2(A2) n  A=Z0(A2) п  А =0.Р П М  A 1 и A 3 будут псевдокреативным и псевдопростым, как и f 0(A 1) и f 0(A3), множествами соответственно, f 1(A3) — псевдокреативным множеством, как простое в псевдокреативном, и f 0(A 1 u  A 2), f 0(A3 и  A 2), f 0(A i ) будут креативными множества­ми, хотя A 1 u  A 2, A3 u  А 2 и A 4={2x ix ∈A3} будут псевдокреативным, простым и псев­допростым множествами соответственно. Наконец, псевдокреативное множество в креативном, как и в псевдокреативном, не может быть псевдопростым множеством. □
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Вопрос: верно ли, что простое множество в креативном всегда креативное ; 
множество? Заметим, что если это не так, то оно будет псевдокреативным мно­
жеством. ■
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