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УСЛОВНЫЕ МЕРЫ ЗАВИСИМОСТИ
АННОТАЦИЯ. В работе рассмотрены условные меры зависимости случайных 

величин.
SUMMARY. The article considers the conditional dependence measures of random 

variables.
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Введение. Практика статистических исследований задач многомерного анализа 
показывает, что для адекватного содержательного объяснения парных корреляцион­
ных связей факторов необходимо учитывать опосредованное влияние третьих свя­
занных с ними факторов [1-5]. Это обстоятельство делает необходимым введение 
таких измерителей статистической связи между факторами, которые были бы «очи­
щены» от опосредованного влияния других факторов. Такие меры зависимости 
должны давать оценку степени тесноты интересующей нас статистической связи 
между парами факторов при условии, что остальные факторы зафиксированы на 
некотором постоянном уровне (условные меры зависимости). В этом случае говорят 
о статистическом анализе частных связей и используют соответственно частные 
коэффициенты корреляции или другие корреляционные характеристики [3]. Частный 
коэффициент корреляции был введен Пирсоном [6] свыше 100 лет назад для нор­
мального распределения, а формула для его вычисления по аналогии, используется 
в общем случае для любого многомерного распределения [1-2]. Частный коэффици­
ент корреляции не зависит от фиксированных уровней мешающих факторов и вы­
числяется через парные коэффициенты корреляции [1-3]. В то же время условные 
меры статистической связи должны зависеть от заданных уровней мешающих фак­
торов. Этот недостаток при вычислении частного коэффициента корреляции можно 
ликвидировать путем организации выборки специальной структуры, обеспечивающей 
наличие хотя бы нескольких наблюдений при каждом фиксированном значении 
мешающего фактора. Необходимо также отметить, что частный коэффициент корре­
ляции является мерой линейной связи между факторами. Последнее обстоятельство 
в случае оценки парных связей привело к тому, что в практику статистических ис­
следований было эвристически введено большое количество мер зависимости, по­
зволяющих учитывать нелинейный характер стохастической зависимости между 
случайными величинами [3-12]. В итоге были сформулированы требования, которым 
должна удовлетворять мера зависимости в общем случае [9]. Меры парной зависи­
мости определяются в виде функционалов от функций распределения, а их непара­
метрические оценки получались в классе эмпирических функционалов Мизеса и 
(/-статистик [ 12]. В связи с развитием теории непараметрических оценок условных 
функционалов непараметрическая оценка частного коэффициента корреляции была
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получена сравнительно недавно [13], а алгоритм ее вычисления выглядит совсем 
иначе, чем его классический вариант [1-3].

В данной работе вводятся условные меры зависимости, представленные в 
виде функционалов от условных распределений для любых распределений, 
обобщающие классический частный коэффициент корреляции.

Постановка задачи. Обозначения. Пусть (X, Y, Т) —  случайная векторная 
величина с функцией распределения (ф.р.) F(x, у, t) и плотностью/(х, у, t). Пусть 
также F,(x); F2(y); Fl ( x ∕ t ) ;  F2( y ∕ t ) ;  F(x, y ∕ t ) ;  f l (x); f 2(y); f l ( x ∕ t ) ;  f 2( y ∕ t ) ;  
f ( x , y ∕ t )  —  маргинальные и условные ф.р. и плотности X  и Y и условии T=t, 
соответственно.

Требуется определить условную меру стохастической зависимости между 
случайными величинами X k Y при условии T√. Случайная величина T может 
быть вектором.

В общем случае условная мера зависимости R(t) может быть определена в 
виде функционала /(/) от неизвестных ф.р. F l(x ∕t)∙, F2(y ∕t)∙, F i(x, y ∕ t )  и их про­
изводных в виде R(t)-J[F(x, y ∕t ) ] .  В непараметрической постановке задачи 
условные ф. р. считаются неизвестными.

Введем и рассмотрим некоторые условные меры зависимости между слу­
чайными величинами X k Y.

Классические меры зависимости
Условный коэффициент корреляции. Условный коэффициент корреляции 

определим следующим образом
Cov(XFZO) (1)

JD(XZt)D(YZt)

где cov(X, Y/ t)≈∣∣xydF(x, y ∕ t )  -  ∖xdF }( х / t)∖ydF 2( y ∕  t) и D (X ∕t), D (Y ∕t)  —  услов­
ные дисперсии случайных величин X k Y, соответственно.

R i(t) является условной мерой линейной связи двух случайных величин.
В случае нормальных распределений R i(t) является коэффициентом корре­

ляции условного двумерного нормального распределения и совпадает с частным 
коэффициентом корреляции [1-6].

Условный коэффициент угловой связи. Простейшей мерой зависимости 
между случайными величинами X k Y является коэффициент угловой связи R, 
который определяется как сумма вероятностей нахождения (X, У) в первом и тре­
тьем квадранте декартовой системы координат [4-5]. Обычно R определяется по 
отношению к некоторой фиксированной точке (x0, z∕0), выбор которой достаточно 
произволен. Обычно в качестве (x0, у0) берут медианные значения M1 к M2 слу­
чайных величин X k Y . '

Введем условную квадрантную меру зависимости в виде
R2(t)≈!∣Sign(x -  x 0)Sign(y -  y0)dF(x, y ∕ t ) , (2)

где
( 1. х>0,S⅛ n(x)-[ х < 0

и F i(M l∕t)≈ 0 ,5 ,, F2(M2∕t)≈ 0 ,5  —  условные медианы X и У — соответственно.
2

Можно показать, что R2 (Г) = —arcsin(R1 (/)) для нормальных распределений.
Условный коэффициент согласованности ( конкордации). Возможность

естественным путем устранить произвол в выборе точки (x0, у0) в R2(t) —  это
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считать точку (x0, y0) случайной и усреднить по всем (x0, y0). В итоге мы при­
ходим к условной мере зависимости, которую по аналогии назовем условным 
коэффициентом согласованности (конкордации)

tf3(0=Π HS⅛n(x -  x0)Sign(y -  y0)dF(x, y ∕t)d F (x 0, y0∕ t )  (3)
Условные ранговые коэффициенты связи. Если для получения R3(t) мы 

усредняли R2(t) по всем значениям (x0, у0) с распределением F(x, y ∕t ) ,  то не 
лишено смысла усреднить эту вероятность по маргинальным распределениям 
Fχ( x ∕t )  и F2{ y ∕t) ,  взятым независимо.

Таким образом, мы приходим к следующей условной мере зависимости

Q(0= ∫f ∫∫S⅛n(x -  x0)S⅛n(z/ -  z∕0)dF(x, y ∕t)d F (x 0∕t ) d F 2(y0∕ t )  (4)

Q(t) порождает аналоги условных ранговых коэффициентов связи

R5(l)-3Q (f) -  3

- условный коэффициент ранговой корреляции Спирмена и

R c(t)-2Q (t) -  1 (6)

- условный коэффициент ранговой корреляции Пирсона.
Можно рассмотреть и другие меры зависимости, основанные на различных 

расстояниях между распределениями F(x, y ∕ t )  и F∖ x∕t) F2( y ∕t ) ,  например, на 
расстояниях Кульбака-Лейблера — p1(∏, Хеллингера — p2(t), χ 2 - p 3(t), где:

f ( x ,y∣t)
f 1(x ∕t ) f 2 ( y ∕t )

dF(x,y∕t);P1 (О = Лh l

P2 (О = ∫∫ [ √ ∕( χ . y ∕0  -  ] d x d y = J f 1 -

<ZF(x, у).P3 = ff f{×, У) -  /1 (* ) ∕2 (у)
f(χ ,y )

f (x ,y∣t)

2

<ZF(x,y∕O;

Имеют место соотношения:
Pl ≈ У  P2; P2 ≈ 4 P3: P2 Py P i≥ Рз

Если с помощью этих расстояний характеризовать степень близости рас- 
f ( x ,y l f )

пределений, когда отношение y. , - /  ̂ √τ 7̂—TT близко к 1, то асимптотически все 
/ i  (* / 0 ∕ 2 (У / О

они ведут себя одинаково с точностью до постоянных множителей. Имеются и 
другие меры зависимости [12]. Поэтому ниже мы рассмотрим только меру за­
висимости, введенную Линфутом [7], основанную на расстоянии ρ i.

Условный коэффициент Линфута. Реньи [9] сформулировал семь акси­
ом, которым должна удовлетворять парная мера зависимости R(x, у) в общем 
случае. Аксиомы Реньи позволили не только прояснить вопрос и упорядочить 
хорошо известные меры зависимости, но и поставить вопрос поиска и введения 
в повседневную практику только таких мер зависимости, которые удовлетворя­
ют всем аксиомам Реньи. Эти аксиомы обобщаются и на условные меры за­
висимости. Линфутом [7], на основе расстояния Кульбака-Лейблера, была 
введена информационная мера зависимости, удовлетворяющая всем аксиомам 
Реньи, которую можно обобщить на условные распределения
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где / ( X, у  / 0  = ∫∫ In -
L∙, ι

dF{xi y!t)∙

. tf7(0=[l -exp(-2∕(x, y∕t))]∖

f∖x1y∣*l
Λ ( χ ∕t ) f 2 ( y ∕t )

Например, можно показать, что для нормального распределения 
Z (x ,y ∕r) = - - l n ( l - Λ 1

2 (O).

Теоретико-информационный подход к построению мер зависимости оказал­
ся достаточно плодотворным и позволил найти меры зависимости в рамках 
подмножества аксиом Реньи [5, 10].

Выводы
Интерес к задаче «условных мер зависимости» был вызван рвдом моментов. Прак­

тические задачи многомерной статистики в непараметрической постановке (регресси­
онный анализ, редукция факторного пространства ...) требовали анализа степени тес­
ноты связей в общем случае. Обращение к литературе [1-5] показывает, что в этом 
вопросе мы можем опираться только на частный коэффициент корреляции, который 
имеет ряд недостатков, не позволяющих его использование в общем случае.

В данной работе введен целый ряд условных мер зависимости, в виде функцио­
налов от условных распределений ((3.1)-(3.6), (4.1)). Условный коэффициент Линфу- 
та (4.1) удовлетворяет всем аксиомам Реньи в общем случае. Запись мер зависимо­
сти в функциональном виде позволяет получать непараметрические оценки этих 
функционалов в виде условных функционалов Мизеса и условных U-статистик.
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