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УДК 519.833

УТОЧНЕННОЕ РАВНОВЕСИЕ В ИГРОВОЙ ЗАДА ЧЕ ДВУХ ЛИЦ

C ВЕКТОРНЫМИ ВЫИГРЫШАМИ
АННОТАЦИЯ. Рассматривается бескоалиционная игра двух лиц с векторны­

ми выигрышами и определяется конусное равновесие. В работе такое решение 
уточняется посредством отношения предпочтения по конусу в пространстве 
критериев. Приводится пример, показывающий, что предложенная процедура по­
зволяет выделить единственное равновесие.

SUMMARY. The two-persons game with vector payoff is considered. The cone 
equilibrium is defined. This decision is defined by the cone preference relation in 
criteria space. The given example shows that the offered procedure allows to single 
out the unique decision.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Векторный выигрыш, бескоалиционная игра, равновесие 
по Нэшу, оптимальность по конусу.

KEY WORDS. Vector payoff, noncooperative game, Nash equilibrium, cone optimality.

• S

В работе рассматривается математическая модель взаимодействия (сотруд­
ничества и соперничества) двух лиц, каждый из которых имеет свой набор 
действий X  и Y соответственно. Особенностью модели является то, что резуль­
тат взаимодействия для каждого лица представлен не одним критерием, а ко­
нечным набором показателей. Для простоты изложения в работе рассматрива­
ется игровая задача двух лиц с векторной двухкомпонентной функцией выигры­
ша у каждого игрока. Случай произвольного конечного набора игроков и 
векторных выигрышей, с соответствующими изменениями, изучается по анало­
гичной схеме.

Ситуации принятия решения более чем одним лицом и конечным набором 
целей (по крайней мере, у одной стороны их две или более) может быть пред­
ставлена многокритериальной игрой или, альтернативное название, — игрой с 
векторными выигрышами. Игровые задачи с векторными выигрышами изуча­
ются уже давно [1], [2]. Краткий исторический обзор и последние результаты 
представлены в [3]. В этой работе отмечается, что «многокритериальные игры 
могут быть использованы при моделировании различных явлений, когда в рас­
чет приходится брать несколько различных критериев, например, при модели­
ровании политики или менеджмента».

Рассматривается бескоалиционная игра двух лиц с векторным двухкрите­
риальным выигрышем f i i∖x, у) у первого и f<2∖x, у) у второго игрока

(X, Y, F(x, y)>- (X, Y,(f<l∖x, у), fV∖x, у)))
f 0 K×< y)* (f l

i 'Kχ> y∖ tt'∖ χ ' у» , уН  / ∕ 2U . у), f } 2∖χ > у »  (О
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Здесь множество X aR k ( γ a R l) состоит из стратегий первого (второго) игро­
ка. Набор из стратегий двух игроков (х, y)eX × Y  называется ситуацией и мно­
жество всех ситуаций X×Y. Задана векторная ф у н к ц и я /0  X×Y→R2(Jw : X×Y→R2), 
которая каждой ситуации ставит в соответствие вектор выигрышей первого 
(второго) игрока f i i∖x, y)≈(f∕'∖x, у), f 2"∖x, y)), (fi2∖x, yH f< 2∖x, у), f } 2∖x, у))).

Партия игры развивается следующим образом: каждый из двух игроков вы­
бирает свою стратегию, в результате чего складывается ситуация (х, y)eX×Y. 
После этого игроки получают свои выигрыши ∕< l>(x, y)=(f^'∖x, у), f 2

l∖x, y)) и 
f i 2∖x, y)=(f'2∖x, у), f 2

w (x, у)), равные значению своей векторной функции в сло­
жившейся ситуации. Цель обоих игроков состоит в выборе такой своей стратегии, 
чтобы достичь возможно большего значения каждой из двух компонент своей 
векторной функции выигрыша, учитывая при этом выбор другого игрока.

В задаче (1) каждый игрок решает многокритериальную задачу при фикси­
рованном выборе другого игрока. В [4; 58-59] отмечено, что «кандидатом» на 
оптимальное решение в многокритериальной задаче может являться только 
Парето-оптимальный исход. Однако Парето-оптимальных решений в задаче (1) 
может быть несколько, а в непрерывном случае даже бесконечное множество.

Достаточно общий подход к определению оценочной структуры в задачах с 
векторным выигрышем предлагают конусные отношения. В многокритериальных 
задачах такой подход представлен в [5], [6]. Будем рассматривать выпуклый, острый, 
многогранный (полиэдральный) пространственный конус KaR2 [7; 235-255]. Конус 
порождает в векторном пространстве отношение порядка (векторную упорядо­
ченность) > по правилу

≥ ∕< 2 )< z > ∕ω ≥ y (2 ) e  κ  ( 2)

Такой конус К называют конусом доминирования в R2. Часто рассматрива­
ется многогранный конус, который можно задать матрицей, именно,

K = {feR 2 ∖Af≥Qm } (3)

Будем считать, что матрица А является неотрицательной, т.е. α.. ≥ 0. Кроме 
того, полагаем, что матрица А является невырожденной и, в специально огово­
ренных случаях, неразложимой [8; 352].

Важными примерами многогранных конусов являются

R 2*{xeR 2 ∖Ex ≥ 0m }={xeR2 ∖xι ≥ 0, i=l, 2} (4)

и его внутренность

R f= {x e R 2 ∖Ex >0w }={x≡R2 ∖xi >0, ι= l, 2}, (5)

где E —  единичная матрица в R2. Здесь и далее считаем, что многогранный 
конус не содержит нулевой вектор. Использование векторной упорядоченности 
(2) позволяет определить в задаче (1) равновесия, оптимальные по конусу К.

Определение 1. Ситуация (х‘, y')eX×Y  называется равновесием по конусу К 
в игре двух лиц с векторным выигрышем (1 ) , если выполнены два условия

VxeX Дх, / )  - Д х ‘, y ') tK , V y e Y  f ix ',  у) - f i x ' ,  y')<tK

Множество таких решений будем обозначать Sx(X, У).
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Определение равновесия по конусу в игровой задаче (1) является достаточ­но общим. Оно включает в себя, как частный случай, равновесие Нэша-Парето (Нэша-Слейтера) [9; 233]. Действительно, такие решения получаются из опре­деления 1, если в качестве конуса доминирования использовать конус R 2 из (4) (конус R 2 из (5)). Множество равновесий Нэша-Парето (Нэша-Слейтера) будем обозначать S p (X, УХ S s (X, У)).Как правило, игровая задача с векторными выигрышами имеет бесконечное множество равновесий по Нэшу-Парето. Так, в [1] в примере 2.3 (игра «произ­водство — инспекция») исследуются бескоалиционные игры двух лиц с вектор­ными выигрышами. Эта игра имеет бесконечное множество равновесных по Парето решений. Сокращение множества равновесных решений, тем более вы­бор единственного наилучшего решения, является важной задачей.В задаче (1) каждый игрок решает многокритериальную задачу при фикси­рованном выборе другого игрока. Используем терминологию и обозначения из [10], [11]. Моделью является многокритериальная задача. Это система( X  f  <1>(x)> (6)Задано множество допустимых альтернатив х е  X a R k, среди которых лицо, принимающее решение (ЛПР), делает свой выбор. Выделен конечный набор желаемых свойств или критериев. Не уменьшая общности, считаем, что крите­рии f< l ∖x , у), ∕2*l*(χ - У) являются позитивными [4; 55]. Тогда, на содержательном уровне, цель Л П Р состоит в выборе такого исхода, что доставляет возможно большие значения одновременно двум компонентам векторной функции выигры­ша f i i ∖x ) -( f^ ∖x , у), f " ∖x , у)).Определение конусного оптимума основано на векторной упорядоченности (2) и многогранный конус определен посредством матрицы (3). Именно [6; 170], оптимальное по конусу решение в многокритериальной задаче (6) есть х е  X  что выполнено условие V x e X  Д х) -  f(x * )tKСвойства такого решения представлены в [6; 170-171]. Так, если в много­критериальной задаче (6) множество альтернатив X a R k компактно, векторная функция выигрыша f l ∖R k→ R 2 непрерывна, конус доминирования К  в крите­риальном пространстве R 2 является выпуклым, острым, то существует альтер­натива, оптимальная по конусу К. Пусть в многокритериальной задаче (6) заданы конусы доминирования X 1 и K 2 и X 1, ⊂X, X 2 а Х  множества альтернатив, оптимальных по конусу X 1, X 2 соответственно. Тогда из X 1⊂X2 следует вклю­чение X 2*⊂X1*.Многокритериальная задача (6) является задачей в условиях неопределен­ности, именно в условиях неопределенности цели. Для уточнения решения (уменьшения степени неопределенности) можно использовать дополнительную информацию. Это могут быть мнения экспертов. В качестве примера рассмотрим случай, когда два эксперта оценили важность (вес) критериев: первый эксперт указал отношение важности, как 7:3, а второй эксперт — 1:1. Эти отношения важности критериев верны для первого и второго игроков. Такая информация позволит определить матрицу А  и соответствующий двухгранный конус (3), как
Вестник Тюменского государственного университета. 2011. №  7
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K s s { x e R 2 ∖A x (1 (7)
Пример. Рассмотрим первую двухкритериальную задачу (6). Множество стратегий X={x∈fl2 ∣2 x l + 5x2 ≤ 10, x ,≥ 0 , z=l, 2}. Оно представлено на рис. 1 треу­гольником OTP. Задан векторный двухкритериальный выигрыш ∕ 0 ,( x ) = ( ∕∕0(x)> 

f 2'∖×))x {×v  x 2)∙ В такой задаче максимальных по Слейтеру (и по Парето) реше­ний бесконечно много и их множество ,¥*={х*е/?2 | 2x1* + 5x3*=10, x 1*≥ 0 , z=l, 2}. Оно представлено отрезком TP на рис.1. В то же время оптимальным по кону­су К  из (7) является единственный исход ∕ * υ *(x)=(∕∣o r (x), ∕ 2, l ,*U))=(5.0). По условию многокритериальной задачи оптимальной по конусу К  стратегией бу­дет такая же пара x*=(x1*, x 2*)=(5,0).Множество всех таких решений представлено ломаной линией AQ B на рис. 2.

Рис. 2Рассмотрим вторую многокритериальную задачу (6), в которой множество стратегий y={z∕∈fl2 ∣2z∕1 + z∕2 ≤6, y i + 2y2 ≤6, y i ≥Q, z=l, 2}. Оно представлено на рис. 2 четырехугольником O A Q B . Двухкритериальный векторный выигрыш задан 
f i2∖y)=(fi

,2 ∖y), f2 2∖y))"(yv Уг\ В этой задаче максимальных по Слейтеру (и по Парето) решений бесконечное множество, именно,r≡ y 1 o y 2∙= r = r , ∙o y 2 ,={z∕eΛ2 ∣z∕1 + 2z∕2=6, О ≤ z∕1 ≤ 2, z=l, 2 }о
{y≡R2 12yλ + z∕2}=6, 2 < z ∕,≤ 3 , z=l, 2.Оптимальными по конусу К из (7) являются стратегии, представленные от­резком A Q , т.е. Yκ ≈ {y≡R2 ∖2y x + z∕2=6, 2 < z ∕1≤ 3 , z=l, 2}.Уточнение по конусу можно применить несколько раз, последовательно уточняя (улучшая) решение. Такой метод в многокритериальной задаче при­веден в [6]. Соответствующий подход для игровой задачи можно представить в матричной форме. Рассмотрим следующую последовательность квадратных, невырожденных, неразложимых, стохастических матриц [8; 352; 381]ZeA

»

A∣, A 2, (8)л 
∙∙∙> z *p  •••>Все элементы стохастической матрицы неотрицательны и сумма элементов каждой строки равна 1 (8; 381]. По последовательности матриц построим новую последовательность
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B = A - A  . A = A B r i ., „., n e N  (9)п п п-1 1 п П-Г 1 '  ,Каждая матрица из последовательности (9) будет определять многогранный конус аналогично (3). Обозначим конусы этой последовательности как K i, ie N . Полученная последовательность конусов позволит построить уточненное по конусу решение в игровой задаче (1).
Утверждение 1. Рассматривается игровая задача (1). Пусть матрицы A i, 

i e N , из последовательности (7) являются неотрицательными, невырожденными, неразложимыми, стохастическими. Тогда для любого натурального па) матрица B n= A n-An l  A 1 из последовательности (9) является неотрица­тельной, невырожденной, неразложимой, стохастической;б) для соответствующих конусов имеет место включение K nc K n+i;в) для соответствующих множеств оптимальных по конусу решений в игро­вой задаче (1) имеет место включение S κn(X, Y fc S  κ  (X , Y).Каждая матрица B i, i∈2V из последовательности (9) является стохастической и для них верны условия теоремы Фробениуса [8; 355]. У  такой матрицы мак­симальное собственное значение Λ.≡l. Каждому собственному значению одно­значно можно выбрать левый собственный векторα<'')=(αι(n), α2<">), α1<n> + α2<n>=l, α ∕n>>0, a 2<n)> 0 . (10)Учитывая вышеизложенное, для последовательности матриц (9) верно
Утверждение 2. Пусть матрицы A i, ie N , из последовательности (8) явля­ются неотрицательными, невырожденными, неразложимыми, стохастическими. Тогда существует предел последовательности матриц (9), т.е.Iim  B i= Iim A n-An i  A 1 =A0n→∞ n→∞Матрица A 0 является положительной, вырожденной с рангом равным 1, обе строки матрицы равныIim  ctπ> = a<0>= (a,<0>, a 2<0>), a 1<0>+ a 2<0>=l, a<'1>=a<0>> 0, a 2<0>>0, 

n→∞

где левый собственный вектор а (л) из (10).Последнее утверждение является основанием для уточнения оптимального по конусу решения игровой задачи (1).
Определение 2. Рассматривается игровая задача (1) и последовательность неотрицательных, невырожденных, неразложимых, стохастических матриц (8). Пусть набор чиселa*0* = (a 1,0∖ a 2(0)). a 1*°, +  a 2,0 ,≡l, a/0’ > 0, а 2(0) > Опредставляет строку предельной матрицы A 0 из утверждения 2. Тогда равно­весное решение бескоалиционной игры двух лиц со скалярными выигрышами

{X, Y, f< l ∖x , y )= a ∕0> ∕∕1V .  У) + a l
m f i <l K×, У » ,

f « \ x . y]∙a<°>fl^ x .  у) + a m f M x . у П  (U )
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будем называть уточненным по последовательности матриц (8) решением игро­вой задачи с векторными выигрышами (1) и множество таких решений будем обозначать S 0 (X , У).
Утверждение 3. Пусть в игровой задаче (1) множество стратегий X<zRk и Ус/?1 компактны, векторные функции выигрыша f tγ,'.X × Y → R 2, f m :X  × Y→ R 2 непрерывны, квадратные матрицы второго порядка в последовательности (8) являются неотрицательными, невырожденными, неразложимыми, стохастиче­скими. Тогда в задаче существует уточненное по последовательности матриц (8) решение, возможно в смешанном расширении игры.Существование уточненного по последовательности матриц решения в за­даче (1) следует из компактности множества стратегий X  и Y , существования и непрерывности скалярных функций из (11)7<, U  z∕)=α1<0>∕,<*>(x, у) + a 2̂ ∖x, у), f< 2∖x , z ∕)-α1<0>∕1<2>(x, у) + a 2<0>∕2<2>(x, у)) и теоремы о существовании ситуации равновесия в бескоалиционной игре двух лиц со скалярными выигрышами [12; 132-133].Если в определении 2 уточнение оптимального по конусу решения в игро­вой задаче (1) проводится по последовательности многогранных конусов, определенных степенями неотрицательной, невырожденной, неразложимой, стохастической матрицы А , то полученное решение будем называть уточненным по конусу К решением многокритериальной задачи (1).Рассматривается игровая задача двух лиц с векторными выигрышами у каждого игрока (1). Множества стратегий первого и второго игрока заданыX = {x∈ β 2 ∣2 x 1 + 5x 2 ≤10, х ( > 0 , i=l, 2}, 

Y={y≡R2 ∖2 y i + y 2 ≤ 6 , y i + 2y2 < 6 , y .≥ 0 ,  i=l, 2}.и представлены на рис. 1 и рис. 2 соответственно. Стратегиями игроков в этой игре являются пары: для первого игрока x=(x1, x 2)∈X⊂∕?2 и для второго — ι∕≈(ι∕l , y 2) e Y c R 2. Пара стратегий (х, z∕)=((x1, x 2), (y i , y 2)) ∈ X×Yc∑R4 составляет ситуацию. Векторные функции выигрыша являются двухкритериальными, именно,
f ( χ , y)s ( f i

i(χ, У) + f 2(χ> У)> f 2
i(χ < У) +  Λ 2(χ  +  у ))в(x l + y l , X2 + z∕2)=(x1, x 2) + (y i , y 2H w (x) + f m (y)-Цель первого (второго) игроков состоит в выборе своей стратегии, что до­ставляет возможно большие значения двум компонентам своей векторной функции выигрыша∕< 1( < < ' W ,  ∕ 2<1V))-(⅞ X2W 2K y H f 2Ky)? f f 2K y))<yv  y 2))∙Задан двухгранный конус (7), который можно определить с помощью сто­хастической матрицы. Эту матрицу обозначим также А . Тогда конус

K - { x e R 2 ∖Ax≈ 1

(1 ≥ 0(2)}={хе/?2 |Дх= rO,7 0,3Y x 1
Л

<0,5 0,5Xx2 ?Учитывая сепарабельный характер векторных выигрышей Г(х, у) в игровой задаче, нахождение равновесных ситуаций в (1) сводится к решению двух двух­критериальных задач для первого и второго игроков, именно,
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( X , ∕ 1>(x)=∕l<1> ( x ) , ∕∕1>(x))=(x2. x 2)). (13)(Г, ∕ 2W √ ∕2W 2<2W )⅜ i. У2 У). (14)Учитывая вышеизложенное, получаем, что множество равновесных по Н э ­шу-Парето ситуаций
S p (X , Y ) = X p ×Yp ≈ { x 'R 2 ∖2 x '  + 5 x*≈ 1 0 , x ∕> 0 ,  i = l ,  2} × {уе/?2 |y x + 2y2=6, 0 ≤ y l ≤ 2 ,  i=l, 2} и  {у е R 2 12y x + z∕2=6, 2 < y l ≤ 3 ,  z≡l, 2}.Среди них выделяется множество равновесных по конусу К  (7) ситуацийS √ X , y )= ^ × F = (5 , 0) к { y ε R 2 ∖2 y i +  y 2*6, 2 ≤ y i ≤ 3 } .Найдем уточненные по конусу К  ситуации. Наибольшее собственное зна­чение матрицы А  из (12) есть Л=1. Тогда соответствующий левый собственный ⅜ > % ). В соответствии с определением 2, уточнен­ным по конусу К максимальным решением многокритериальной задачи (13) будут решения задачи математического программированиявектор можно выбрать c  =

/(x)=5x1 + 3x2 →  m ax(x 1, x 2) e X = { x e R 2 ∖2 x l + 5x2 ≤ 10, x i ≥ 0 , z=l, 2}.Аналогично для второго игрока
f(y)=5y l +  3 y 2→ m ax,

(y v  y 2) e Y ≈ { y e R 2 ∖2 y i +  y 2 ≤ 6 , y χ +  2 y 2 ≤ 6 , y i ≥ 0 ,  М ,  2}.В  первой задаче максимум достигается в единственной точке x*≡(x1*, /)=(5,0)∈X, что доставляет векторный исход f< i∖x*)=(jl
w (x*), /2(1,(x*))=(5,0)=/(1,(A). Во второй задаче максимум достигается в единственной точке tf= (y x , z∕2*)=(2,2)∈ У, что доставляет векторный исход f  {2\y*}*(f{2∖y n), f 2

2∖y n))= (2 ,2 y fw (Y).Таким образом, в представленной игровой задаче двух лиц с векторными двухкритериальными выигрышами у обоих игроков имеется единственная уточ­ненная по конусу К из (7) ситуация
S 0 (X , У)=((5,0),(2,2)).В этой равновесной ситуации первый и второй игроки получают векторные вы­игрыши ∕ 0 >*(x)=(∕1u ,"(x), f 2

w *(x))=(5,0) и f i2t,∖y)s ( f ι 24 y ∖ f 2
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