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Посвящается памяти Владислава Олеговича Бытева

О МЕХАНИЗМЕ И ЗАКОНОМЕРНОСТЯХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ДВИЖЕНИЙ КОЛЬЦА КАПИЛЛЯРНОЙ ЖИДКОСТИ

АННОТАЦИЯ. Рассматривается движение кольца вязкой капиллярной жидкости 
в рамках классической и неклассической моделей гидродинамики. Описывается коле
бательный режим движения кольца жидкости и некоторые закономерности этого 
движения. Перечислены эффекты, возникающие в неклассической жидкости.

SUMMARY. The article deals with the motion o f the ring o f a viscous capillary fluid 
within the classical model o f  hydrodynamics and non-classical model o f hydrodynamics. 
It also describes the oscillatory mode o f motion o f the ring o f liquid and some regularities 
o f this movement. The effects in the non-classical fluids are listed.
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Аналогом вращающегося плоского кольца жидкости в природе являются срезы 
вихревых колец. Актуальность их изучения связана с тем, что данный феномен 
широко распространен в природе, и обнаруживается его заметное влияние на 
многие технологические процессы, связанные с переносом вещества, например, при 
генерации акустических волн, с помощью вихревых колец [1]. Вихревые кольца 
могут бьггь использованы как в подводном бурении [2], так и при тушении не
фтяных пожаров [3]. Помимо этого результаты исследований, связанные с изуче
нием вихревых колец, имеют большое значение для авиации, т.к. вихри подобного 
типа образуются под крыльями самолетов во время полета [4]. Если перейти к 
макромасштабам, то окажется, что форму вращающихся колец имеют некоторые 
галактики, например, галактики Hoag и NGC 7742, и при ряде допущений к ним 
применимы математические модели, используемые для моделирования вихревых 
колец или, в некоторых частных случаях, их плоских сечений.

Описанием вихревых колец занимается множество исследователей [1], [2], [3], 
но большинство предлагаемых математических моделей не учитывает наличие двух 
подвижных границ объекта. Впервые математическая модель, с двумя свободными 
границами, описывающая динамику движения по инерции вращающегося нека
пиллярного жидкого кольца, была представлена В.О. Бытевым [5], где он доказал 
теорему существования и единственности классического решения.

Модификация данной модели, описывающая движение капиллярного коль
ца жидкости в системе «газ-жидкость-газ», изучалась О.М. Лаврентьевой. 
В работе [6] представлен качественный анализ динамики плоского кольца и 
показано, что в процессе движения кольцо может изменить свою топологию.

К сожалению, на сегодняшний день известно лишь одно аналитическое реше
ние этой задачи, полученное В.О. Бытевым. В одной из работ В.В. Пухначева [7], 
где рассматривалось движение капиллярного кольца жидкости, было построено
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асимптотическое разложение решения задачи по малому параметру квазистацио
нарности (о котором ниже) и получена оценка для разности между точным и 
приближенным решением. Поэтому в данной работе основная масса результатов 
получена на основе использования численных методов решения этой задачи.

В данной работе изучается математическая модель плоского кольцеобраз
ного движения вязкой капиллярной жидкости в рамках классической и неклас
сической моделей гидродинамики. Неклассическая модель гидродинамики 
основывается на определяющем соотношении для тензора напряжений, исполь
зуемого при описании чисто механического континуума с вращательной сим
метрией, о котором идет речь в работах Б.Д. Аннина, В.К. Андреева, В.О. Бы- 
тева, В.В. Бублика, С.И. Сенашева [8], [9], [10]. Тензор напряжений в данном 
случае можно представить в следующей форме:

T= -p l + 2MD, (1)
где /

M =

— .шаровой единичный тензор, (D тензор скоростей деформации,

Но H J —  матрица обобщенной динамической вязкости, р — дина
мическая вязкость, р0 — недиссипативная динамическая вязкость, которая 
может иметь любой знак. Таким образом, при наличии вращательной симметрии 
в описании движения можно использовать понятие обобщенной жидкости, 
частным случаем которой является и стоксова жидкость [8]. Легко заметить, 
что при равенстве нулю недиссипативной составляющей вязкости происходит 
возврат к описанию поведения жидкости в рамках стоксовой модели.

Постановка задачи о движении кольца несжимаемой капиллярной жидкости 
в рамках классической и неклассической моделей гидродинамики представле
на в [11]. Уравнение движения в предположении несжимаемости и однород
ности жидкости могут быть записаны в следующей форме: 

(2)

где w=(wr ( ∕, г), u∙(t, r)), R l(t), R2(t) вектор скорости, р —  гидростатическое 
давление.

Поскольку изначально кольцо обладает цилиндрической симметрией и рассматри
вается вариант его плоского движения, то для конкретного варианта записи системы 
уравнений Навье-Стокса будем использовать полярную систему координат.

Геометрическая часть постановки задачи. Обозначим подлежащие отыска
нию, R i(t, φ) и R2(t, φ) как расстояния от центра кольца до внешней и внутренней 
границ кольца в момент времени t в направлении угла. Пусть R l0(φ), R20(φ) —  π o  ̂
ложение свободных границ в нулевой момент времени, причем R l0(<p) > R20(φ)∙ 
Из предположения об осевой симметрии следует, что во всех закономерностях за
висимость от угла будет отсутствовать, то есть: u=(ur (t, r)t u f(t, r)), R x(t), R2(t).

Будем искать решение в виде:

u = r lΦ (t)  (3),

благодаря которой уравнение, связанное с дивергенцией, обращается в тождество.

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ. ИНФОРМАТИКА



138 © Е.А. Гербер, В.Н. Kympynoe

безразмерный аналог ради-
безразмерная

Так как, в силу условия несжимаемости жидкости, площадь кольца не за
висит от времени, то справедливы равенства:

π (β 1
2( 1) -  R 2V l X V  -  ⅛ 2)=∞ n s( (4)

Используя (4), осуществим переход к новому набору переменных, в которых 
область интегрирования системы уравнений (2) по пространственной перемен
ной становится фиксированной. Для этого введем новые безразмерные пере
менные: ξHt)≈R2 0

2R2
2(t) —  связана с описанием положения внутренней границы 

кольца; η= -ξ + r2 R20 2 —  связана с описанием положения точки внутри кольца. 
Заметим теперь, что в отличие от переменной г, переменная η для любого мо
мента времени остается в постоянных пределах 0 ≤ η ≤ a ,  где a=R2 0

2R i0
2-l.

Введем следующие обозначения и соотношения, связывающие составляющие 
скорости и их безразмерные аналоги: Ψ(∕)=v lΦ (0
альной скорости, v — кинематическая вязкость; ω=r1 V1 и R20

2 
функция для касательной составляющей скорости, безразмерный аналог обычной 
угловой скорости вращения; τ=R20 2vt —  безразмерное стоксово время; v — обыч
ная кинематическая вязкость. -

Далее введем обозначения для групп констант: S1 = — 22- f ------ безразмерная

комбинация величин, которую, следуя В.В. Пухначеву [7], назовем параметром 
квазистационарности, оценивающим степень влияния сил поверхностного натяже
ния, где kσ —  множитель, учитывающий наличие или отсутствие сил поверхност- 

2 R 2 ■
ного натяжения, может принимать значения 1 или 0; S2= — — размерный

PV
сомножитель для слагаемого с разностью давлений газа внутри и вне полости — 

1 ' ,
0 — мера неклассичности жидкости, или, следуя [9], мера 

несоосности девиатора тензора напряжений и девиатора тензора скоростей 
деформации, v0 — недиссипативная кинематическая вязкость.

После перехода к новым переменным система дифференциальных уравнений 
(2) примет вид:

<∕Ψ 1

ln(l + 1) 

r 1 ι 1 

k √ξ √0 + ξ y

Ψ(O) = ψo ;

= 2Ψ; ξ(0) = 1;
dτ

∂ω 2ψω o ∂ω .... . 32ω— + —- —  = 8—  + 4(ξ + η)—  ∂t (ξ + η) ⅜  ,⅛ 2

, g ψ 1 
l * l  (ξ÷ n )2 J η=o,β

δ P g a Γ P 2 gaz ~  P lgaz' £ = V  V

<

dτ

-S1

— 7 ~  + θ∫ω 2i∕η + 4ε(ω(a, τ) -  ω(0, τ)) -  
ξ(* + ξ) О

∖
+ S2 ∙ δpgaz 7 5

= 0; ω(η,O) = ωo(η);

(5)
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Техника вывода данных уравнений повторяет работы [5], [6], [7]. В работе [11], в рамках данной модели, при численном моделировании, с помощью авторского приложения «Ring vl.2», были обнаружены периодические затухающие колебания функции ξ(r), которая описывает изменение внутреннего радиуса кольца от времени. Колебания были обнаружены как в рамках классической модели (¢=0), так и в рамках неклассической (r≠0).Возникшие колебания функции ξ(τ) можно классифицировать по причинам их возникновения, для этого рассмотрим соответствующее дифференциальное уравнение системы (5), в нем присутствует ряд слагаемых, которые можно разделить на два типа:• Слагаемые, отвечающие за силы, направленные от центра кольца: давление газа внутри полости и инерционные силы, возникающие в результате вращения кольца;• Слагаемые, отвечающие за силы, направленные в центр кольца: давление вне полости, силы поверхностного натяжения.Таким образом, возможны несколько вариантов движения кольца жидкости:
1. Бесконечное расширение. Возникает, когда силы, направленные в центр кольца, отсутствуют.2. Схлопывание. Возникает, когда силы, направленные от центра кольца, отсутствуют.3. Стационарное движение (вращение кольца как твердого тела). Возникает, когда силы, направленные от центра кольца и в центр кольца, уравновешены.
4. Затухающие периодические колебания, которые могут возникать при различных вариантах наличия или отсутствия вышеупомянутых сил, зависящих от времени.Режимы, при которых кольцо бесконечно расширяется, схлопывается или движется как целое, были описаны О .М . Лаврентьевой [6]. Нужно отметить, что в результате затухающих колебаний возможно либо схлопывание кольца, либо выход на стационарный режим движения.В случае отсутствия начального вращения кольца в рамках классического подхода (¢=0), динамическая система (5), дает следующую систему алгебраических уравнений для определения особых точек:

(6)
2Ψ= 0Очевидно, что второе уравнение системы (6) имеет единственное решение Ψ=0. А»Анализируя далее (6), можно сделать вывод, что в случае < p10 система не имеет решений, поэтому нет особых точек. Производные по времени в системе не обращаются в нуль, что свойственно для монотонного варианта движения 

P nкольца. Для случая ξ/ > p∣0 система имеет особые точки. Оказалось, что решением первого уравнения является также единственное положительное значение <*»£..
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ. ИНФОРМАТИКА
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a(Ψ 2 -4 Ψ )
ξ(α+ ξ) ‘

1 ι 1 
<√ξ λ ∕0 + ξ y

+ δ 2 ∙ ⅛
)

Тип особой точки определяется корнями характеристического уравнения 
линеаризованной динамической системы (5). Для удобства дальнейших выкла
док введем обозначения:

Z (ψ ,ξ ) = , l  .

In 1 + -I ξ√

∕ 2(Ψ ,ξ) = 2Ψ

’ (7)

Выпишем разложение в ряд Тейлора функций ∕ 1(Ψ, ⅞), ∕ 2(Ψ, ξ) в окрестности 
Ψ=0, ξ=ξ., с точностью до первых степеней. C учетом приближения первого по
рядка уравнения системы (5) (напомним, вращение кольца отсутствует, поэто
му последнее уравнение имеет решением тождественный ноль, то есть ω( г, η)≡0) 
могут быть записаны в следующем виде:

dτ<

= αn Ψ + α12( ξ - ξ .)+ O1 (√Ψ 2 + ( ξ - ξ . ) 2 )

dτ

<гм
3 “  = α nψ  +  a i2(⅞-ζ*)
ат

■  яг  •

=  + ̂ 22 θ >
(8)

где α11 =
ffj(ψ ,ξ) 

aψ
λ  δ ∕1(Ψ ,ξ )

12 ∂ξ Ψ=0 
ξ=ξ∙

n  ∂f2 (4 ,ξ )
21 5Ψ Ψ=0

I

⅝(ψ,∙⅞)
22 ∂ξ Ψ=0 

ξ=ξ.

— 021^ + ¾2θ

Явное выражение для корней характеристического уравнения системы (8) 
будет иметь вид:

 a U ± √ α n
2 +8α 12

(9)
2

Количество корней и тип определяется знаком подкоренного выражения (9). 
Если, например, взять конкретный набор значений параметров: p20= 1 Па, p 10=1 Па,

/?20=8 см, /?10=12 cm, p=990 kγ∕ m3, σ=7,28∙10^2 Н /м , μ=103 Па с,

½. = ⅞ . =1.099, α=l,25, r=l,45, то решением
51 σ 

системы уравнений (6) является точка (⅞φ=0.415, Ψ=0). Характеристическое 
уравнение при этих значениях параметра имеет два сопряженных комплексных 
корня A1 ,=-2,605 ± l,925∙104/, что означает, что особая точка (⅞φ=0,415, Ψ=0) 
является фокусом. Поскольку действительная часть корня отрицательна, то 
движение в фазовой плоскости (⅞, ξ,) происходит по спирали к центру. Харак
тер поведения системы для этой особой точки достаточно прозрачен. Значение 
Ψ=0 означает, что кольцо жидкости не двигается в радиальном направлении, 
a ξ,=0,415 означает, что радиус кольца не изменяется, т.е. кольцо находится 
в стационарном режиме движения. C помощью численного моделирования при 
том же наборе параметров получаем точку покоя (ξ.=0,486, Ψ≈0). Таким образом, 
сравнивая найденные выше точки, делаем вывод о том, что первое приближение
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(8) дает искомую величину с погрешностью в 15%, что говорит о достаточно 
хорошем согласии найденных величин.

Для выявления закономерностей изменения частоты колебаний кольца в
зависимости от параметров модели (р, R20, σ, γ, p10, p20) выпишем в явном виде 
выражение для круговой частоты, полученное из (5):

ξ '  + ω ≈ (ξ -ξ ,)  = C0

где Ci — .константы, равные производным функций (7) по ξ в особой точке ξ=ξ,. 
Анализ выражения для частоты колебаний кольца (10) показывает, что при из
менении одного параметра и неизменности остальных можно выявить некоторые 
закономерности зависимости частоты от выделенного параметра. Например, 
<o=κf P^∖ где к — константа, которую легко найти из (10) если считать, что 
меняется только плотность жидкости р. Зависимость частоты от плотности (рас
чет проводился при A,

20=8 см, /?10=Ю см, и физических характеристиках воды), 
изображенная на рис. 1, подтверждает выявленную закономерность с большой 
точностью. Точками на рис. 1 обозначены значения частоты, полученные в про
цессе численного моделирования при изменении 400 ≤ p ≤  1100 к г /м 3.

0,65

0,6

⅛ 0,55 
еч 
≥  °∙5

0,45

0,4

0,35
3,00 Е-02 3,50 Е-02 4,00 Е-02 4,50 Е-02 5,00 Е-02

р-1/2

Рис. 1. Зависимость частоты β√2>F=l∕T сек1 от плотности жидкости в виде p̂ ιz2

Помимо исследования возникших колебаний интересным является вопрос 
о влиянии недиссипативной вязкости v0 на динамику кольца жидкости. Физический 
смысл v0 пока неясен, но наблюдаются следующие эффекты:

1. При увеличении v0 усиливается действие обычной динамической вязкости, 
процессы затухания колебаний происходят быстрее.

2. При ненулевом значении v0 приходится задавать вращения на границах коль
ца жидкости, что выглядит парадоксально и нуждается в дальнейшем исследовании. 
Возможно, что в реальности нельзя задать только радиальное движение кольца, оно 
может оказаться неустойчивым. Но это необходимо исследовать экспериментально. 
Если предположение подтвердится, оно может служить косвенным подтверждением 
введения новой фЛической константы, связанной с геометрией задачи.
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Таким образом, в статье приведен анализ периодического движения кольца 
жидкости на примере функции ⅞(τ). Описаны силы, при нарушении баланса 
которых возможно возникновение периодических движений кольца. Определе
но соотношение между значениями давления газа вне и внутри полости коль
ца, которое обеспечивает периодический режим движения кольца. Найдены 
аналитические выражения как для определения координат точки покоя в фазо
вом пространстве, так и круговой частоты колебаний. Рассмотрены закономер
ности изменения частоты колебаний функции ξ( г) в зависимости от параметров 
кольца жидкости для случая отсутствия начального вращения. Отмечается до
статочно хорошее согласие результатов численного моделирования с выявлен
ными закономерностями изменения частоты колебаний в зависимости от пара
метров системы газ-жидкость-газ. Кратко перечислены эффекты, связанные с 
v0, которые удалось установить в результате численного моделирования, прове
денного с помощью пакета «Ring v 1.2».
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