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данными. Эмпирически установлено, что стартовая конфигурация точек Z, полу­
ченная по методу Торгерсона, является наиболее рациональной, так как наиме­
нее подвержена попаданиям в локальные минимумы.
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О РАЗРЕШИМОСТИ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ,
ОТВЕЧАЮЩЕЙ ОБОБЩЕННОМУ ОПЕРАТОРУ ЛАМЕ

АННОТАЦИЯ. Записывается вариационное равенство в форме Галеркина. 
Устанавливаются свойства билинейных форм и доказывается теорема о суще­
ствовании и единственности решения задачи о равновесии двухфазного тела.

Variational equality in form Galercints enters. Properties o f bilinear forms 
are established and the o f existence and uniqueness o f theorem a solution task 
o f balance o f a biphase body is proved.

Для описания напряженно-деформированного состояния двухфазного тела 
(водонасыщенного грунта) относительно перемещений твердой фазы и. получе­
на система дифференциальных уравнений второго порядка с положительными 
постоянными коэффициентами Gf λ f b., ci (i=lf 2, 3) [1]:

∖0, 1≠J
л. = /  <1>

l∣ 
D i ju j  = K i ,D ij = -((С + λ + biδi j p i∂ j + Gδi j∂ k ∂ k + ciδi j∂ j ), δij = ∣ 

в которой Kj —  компоненты вектора К  объемных сил.
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Дополним уравнения смешанными граничными условиями
W. „  i S , = 0 ,  t i i u i

S ’ (2)
⅞ “  λ n i ∂ j  +  ( б  +  bi δ ij  У j ∂ i +  G δ ij∏k ∂ k f

t —  оператор внутренних напряжений в скелете грунта. Заданная нагрузка 
qi приложена к поверхности тела с дренирующим покрытием, на котором нор­мальные поровые давления отсутствуют, п — внешняя нормаль к поверхности S  = S j ≠ S 2.Дифференциальный вектор-оператор D  задан на линеале M функций и, не­прерывных вместе со своими первыми и вторыми частными производными в Ω  и удовлетворяющих однородным граничным условиям. Множество M  плотно в 
L2(ω∖ Д ля дальнейшего исследования разрешимости задачи на основе проек­ционной теоремы [2] необходимо показать положительную определенность опе­ратора D  = - ( A  ≠ В  ≠ С )  относительно нормы векторного пространства Собо­лева W1,2(ω ). Сумма операторов Ду ÷ B ij  = {(G  +  λ +  bi δij f t i ∂ j  +  G δ ij ∂ k ∂ k  равносильна введению анизотропии в обобщенный закон Гука. Для отрицатель­ного оператора Ламе в случае анизотропии и любой вектор-функции U E  M , удовлетворяющей однородным смешанным условиям, имеем неравенство Корна [3]

дщQ  ∫  c ijklε kl (м

Ω
d x  d x =  d x 1d x 2 d x 3

i=lΩ

(- (A  +  B ) u ,u ) ≥  C 2 ∣ ⅛ U ( β ), C 2 =

(и, xl ) JSrCj Wj V-COS
S <=/I

c ju j vj cαs(n,x l.)d S .
5 i=1

с постоянной C 2
i не зависящей от выбора и, но зависящей от размеров области и механических постоянных.На основании этого неравенства оператор - ( А  + В )  симметричен и положи­тельно определен в гильбертовом пространстве W 1 ,2 (Ω ):

1
C 2

1 'Для оператора C ij  =  c i^ij^ j  скалярное произведение после применения фор­мулы интегрирования по частям имеет вид:
(- Cu, v) = ∫ ∑ ς ⅛ M jdx -  ∫ ∑

Q i≈l ° x iОператор (-С ) несимметричен:
(- Cu, V ) -  (и-C v  ) = 2∫ ∑  с ⅛  uidx -  ∫  ∑

Q i≈l ° X iПри однородных кинематических граничных условиях поверхностный интеграл обращается в ноль, но объемный интеграл в общем случае отличен от нуля.Положим V =  и , запишем скалярное произведение
( -  C u 9 и } - - - ^ c i u 2

i c o s { n ,x i ∖ lS  - 1 ≤  c o s (n9 x i ) ≤ 0 .
2 о
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При статических и смешанных однородных граничных условиях величина (-С и , и) положительна, если ввести ограничение на геометрию области. В частности, в задачах Фламана и Буссинеска эта область представляет собой либо полуци­линдр, либо полусферу конечного радиуса. Две оси находятся в дневной плоско­сти, к которой прикладывается внешняя нагрузка, а оставшаяся ось направлена внутрь тела, поэтому c o s ( n ,x 3 ) =  - 1 .Положительная определенность оператора D  для случая однородных сме­шанных граничных условий относительно нормы в W 1 ,2 ( θ )  следует из нера­венства:
Используя неравенства Фридрихса пространстве L 2зать, что оператор D  положительно определен в можно пока-

(й ) .Обобщенным (слабым) решением рассматриваемой смешанной задачи на­зовем функцию и  E  V , удовлетворяющую вариационному равенству
( Z ¼ v ) = ⅛ v ) >  ∀v∈V ∙ K<ξ L2 (ω } ( A ,v ) ∈ V * ∙  V  = W  i ∙2 (ω }Требование обращения в нуль v на части границы S j  указывается как о

v ∈ W  1'2 (ω ) . Пространство V* является сопряженным к V.После интегрирования по частям уменьшаем требуемую гладкость допус­тимых функций и и получаем форму Галеркина 
α ( α ,v ) + c ( w ,v ) =  ( X ,v ) +  ∫v  ∙ ( ( v ∖ u ) d S ,

S 2

∂ u . ∂ v ι- ∂ u l ∂v.
÷ G ------------- и ——  •”—

Эх. Эх. Эх. l OXi о х .l J J  1 1 J

/ \ г Эи;c ( u , v ) = - \ c i — L v i d Q
Ω ι

где
cι(u, v ) — ∫  (G ÷ λ y)θ

3vj. dΩ
>

(1)

Рассмотрим свойства форм d ( u ,v )  =  tf(u, V) +  c ( u , v ∖  c(u , V).

Л ем м а 1. Если область Q  ограничена, то форма d ( u ,v }  есть билинейная непрерывная форма на V  ×  V .
Доказательство. Пусть и , V ∈ V , коэффициенты формы ограничены 
m a x (G f Af b i ) ≤ m 1 , ∂ i u i ∈ L2 (Ω), v1 ≡L2 (Ω∖ Э . = — , i =  1 ,2 ,3 .

l ∂ x iОценим первое слагаемое формы, используя неравенство Коши-Буняковского
1 1∣α ( κ ,v ) ∣ ≤ m y .иЪ .v .dΩ ≤ m1

/
Лэ,и,-2 dΩ 2 •2 "I∫ ∣ a ι.v i ∣ dΩ

2 ≤ m j m IIv v
Ω 1 °  J
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где и v  =  ∫ ∣∂ 1.u .∣2 d β 1
У 2 — норма в векторном пространстве Соболева
7

W 1 , 2 ( Ω ) f в котором все частные производные первого порядка принадлежат
L2 (A)Применим ко второму слагаемому неравенство Коши-Буняковского, причем 
∂ i u i v ∣ принадлежит L 1 ( й )  и

[ c ∣∂ .u  v ,d Ω  ≤ c ∖∂ .u . ,  . . V. , . 
,  1 ' , I , , f 2 (a ) » l2 (ω )V

ΩСогласно теореме вложения С. Л. Соболева: и  что форма c(u , V ) определена и
|с(и, V } ≤ /п||иОкончательно получаем неравенство
∣j(α,v)∣≤(rn7 + ∕ ⅛ ∣v

V V

, с  - m a x ∖c j , c 2 , c 3 ).

v , m  =  c μ ( Ω ) .

VФорма d ( u ,v )  билинейна и непрерывна, ч.т.д.
Лемма 2. Для любой открытой области Ω  и S 1 ≠  S  имеем 

i u 2
i c o s ( n ,x ∖lS  ∖∕ u E  V  •

Э J

S2

c ( u ,v ) = - c ( y ,u ) -  J
с (и ,и )= ~  Jc

V
имеем,

V'

(2)
c i u i v i COS ( n ,x ) d S , ∀ m, v ∈ V  .

S2

Доказательство. Свойство (3) вытекает из (2) если заменить в последнем и на и  +  V . Докажем формулу (2).
c ( μ ,u )  =  -  J c i ∂ i u i u i d Ω  =  ~ ∫ ς ∂ f (uj. J d Ω  =  ~  J c i u 2

i c o s ( y ,x ) d S  ч т д  
Ω z Ω Z S

Теорема. Пусть Ω  ограниченная область в K3 и К  — заданный элемент, 
К  ∈ L 2 ( Ω ) . Тогда задача (1) имеет единственное решение U E  V .

Доказательство. Положим в (1) V =  U  и на основании положительной определенности оператора D  относительно нормы пространства W  1,2  имеем:
2
V ’

(3)

u ( u ,u ) +  c ( u ,u ) ≥  γ 2 ∖∖uто есть форма Галеркина коэрцитивна. Приведем проекционную теорему [2; 28]: Пусть W

(с нормой • — сепарабельное вещественное гильбертово пространство уу), и пусть a { u ,v ) — непрерывная билинейная форма на W x W , которая коэрцитивна, то есть существует a > 0 f такое что a [ u , u ) ≥ a u  V u  ∈ W . Тогда для каждого / из W *  — пространства, сопряженного к W f существует один и только один элемент и ∈ W  , такой, что
2
W ’
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Применяя проекционную теорему к равенству (1) берем в качестве I/И про­
странство V с нормой в пространстве Соболева, полагаем a (u ,v }  = d ( u ,v )  и в 

качестве < l,v  > берем форму ( ∕ζ v ) ,  которая линейна и непрерывна на V. 
Пространство V сепарабельно как замкнутое подпространство сепарабельного 

пространства W 1∙2 (Ω), Ч.Т.Д.
Таким образом, проекционные методы типа Бубнова-Галеркина, например, 

метод конечных элементов, применимы к отысканию решения (1).
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О РАСЧЕТЕ ВРЕМЕН РЕЛАКСАЦИЙ СКОРОСТЕЙ И  ТЕМПЕРАТУР 
ФАЗ В НАСЫПНЫХ ПОРОШКООБРАЗНЫХ СРЕДАХ

АННОТАЦИЯ. На основе дифференциальных уравнений движения со­
ставляющих пористой порошкообразной среды получены зависимости ха­
рактерных времен изменения скоростей и температур газовой и дисперс­
ной фаз. Показано, что эти характерные времена силового и теплового 
взаимодействия фаз в значительной мере зависят от числа Рейнольдса 
относительного движения газа и твердых частиц.

On the base of differential equations of the motion o f a porous powdered 
medium the dependences of characteristic relaxation times of velocities and 
temperatures o f gaseous and disperse phases were obtained. It is shown 
that these characteristic times o f force and thermal phase interaction 
considerably depend on Reynolds number of a relative motion o f a gas and 
solid particles.

Введение
При аналитическом, численном и экспериментальном исследовании волно­

вых процессов в пористых порошкообразных средах весьма важное информа­
тивное значение имеют априорные оценки характерных времен динамического 
( т ) и теплового (τ7.) взаимодействия фаз. Например, с точки зрения теоретичес­
кого описания процессов сравнение этих времен с характерным масштабом 
времени задачи (г) позволяет обосновать выбор той или иной упрощенной моде­
ли двухфазной среды, как модели «эффективного» газа (τv ∕τ, ττ ∕τ<< 1), модели




