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Замечание. Перечисленные результаты для трехмерного пространства были 
получены ранее в работе [5], а для пространства двух измерений в работе [6]. 
Подробный обзор этих работ можно найти в работе [7].

Отличие в доказательствах начинается с введения функции Л = Vx —у. В дву- 
Ir I

мерном и трехмерном случае в этом нет необходимости, так как в них дифферен­
циальный оператор не содержит действительной части. Тождества (21) и (22) 
внешне похожи на тождества, полученные ранее, но по существу они являются 
новыми и нуждаются в тщательном изучении. Новыми являются и спектральные 
свойства интегральных операторов В. С, D, F, действующих на трехмерных много­
образиях в четырехмерном пространстве.
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ОПТИМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА СОСТОЯНИЙ 
АСИНХРОННОГО АЛЬТЕРНИРУЮЩЕГО ПОТОКА 
C ИНИЦИИРОВАНИЕМ ЛИШ НИХ СОБЫТИЙ

АННОТАЦИЯ. Рассмотрена задача оптимальной оценки состояний дваж­
ды стохастического асинхронного альтернирующего потока с иницииро­
ванием лишних событий, являющегося математической моделью инфор­
мационных потоков, функционирующих в телекоммуникационных сетях.
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Приведены численные результаты, полученные с использованием расчетных 
формул и имитационного моделирования.

The optimal evaluation problem o f states of asynchronous alternating double 
stochastic flow  with extra event initiation, which appear to be mathematical 
model o f informational flows circulating in telecommunication networks, was 
considered. The numerical results o f experiments used calculation expressions 
and imitation modeling are given.

Системы и сети массового обслуживания (СМО, CeMO) являются широко 
распространенной математической моделью реальных физических, технических, 
экономических, информационных систем и сетей. В свою очередь, случайные 
потоки событий как основные элементы CMO и CeMO широко применяются в 
качестве математических моделей информационных потоков заявок, функцио­
нирующих в таких системах и сетях. Развитие в последние два десятилетия 
различного рода сетей связи привело к созданию цифровых сетей интегрального 
обслуживания (Integrated Service Digital Networks — ISDN), особенностью ко­
торых является передача по единым аппаратным средствам разнообразных ви­
дов информации (речевых сигналов в цифровой форме, интерактивных данных, 
видеосигналов и т.п.). Оказалось, что классические математические модели вхо­
дящих потоков событий являются в той или иной степени непригодными для 
описания информационных потоков в ISDN. Это привело к построению новых 
математических моделей входящих потоков событий — дважды стохастических 
потоков. Одними из первых работ в этом направлении были статьи [1-3]. В [1.2] 
введены в рассмотрение так называемые MC (Markov chain)-πoτoκH. в [3] — 
MVP (Markov versatile processes)-πoτoκH. Особенностью моделей МС-потоков 
является то, что их интенсивность представляет собой кусочно-постоянный про­
цесс с конечным числом состояний. Подклассом МС-потоков являются так на­
зываемые асинхронные потоки событий [4J — потоки с интенсивностью, для 
которой переход из состояния в состояние происходит в случайные моменты 
времени и не зависит от моментов наступления событий. При определенных 
ограничениях [5] асинхронные потоки возможно представить в виде моделей 
MAP (Markovian Arrival Process)-πoτoκoB событий [6].

Условия функционирования CMO и CeMO таковы, что если в отношении 
параметров обслуживающих устройств можно сказать, что они известны, то в 
отношении интенсивностей входящих потоков этого во многих случаях сказать 
нельзя. C другой стороны, режимы функционирования CMO и CeMO непосред­
ственно зависят от интенсивностей входящих потоков событий. Вследствие это­
го важной задачей является задача оценки в произвольный момент времени 
состояния интенсивности потока событий по наблюдениям за этим потоком. 
Одной из первых работ по оценке состояний МС-потоков, по-видимому, являет­
ся [7], в которой рассматривается асинхронный поток.

В настоящей статье решается задача оптимальной оценки состояний асинх­
ронного альтернирующего потока с инициированием лишних (дополнительных) 
событий, являющегося разновидностью асинхронного альтернирующего потока 
[8]. Находятся выражения для апостериорных вероятностей состояний. Решение 
о состоянии потока выносится по критерию максимума апостериорной вероят­
ности, представляющей наиболее полную характеристику состояния потока, ко­
торую можно получить, располагая только выборкой наблюдений, и обеспечива­
ющей минимум полной вероятности ошибки вынесения решения [9].
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1. П о ст а н о в к а  за д а ч и . Рассматривается асинхронный альтернирующий поток с инициированием лишних событий (далее — поток событий), интенсив­ность которого есть кусочно-постоянный стационарный случайный процесс с двумя состояниями A1=A и λ 2 = 0 . В течение временного интервала, когда λ(t)=λ, имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью А. В течение вре­менного интервала, когда A(Z)=O, поток событий отсутствует. Переход из первого состояния процесса A(Z) во второе (из второго в первое) может осуществляться в произвольный момент времени. При этом длительность пребывания процесса A(Z) в i -м состоянии распределена по экспоненциальному закону с параметром 
aι, i= l .  2. Рассматриваются три варианта инициирования лишних событий: 1) при переходе процесса A(Z) из первого состояния во второе (из второго в первое) инициируется лишнее событие во втором (в первом) состоянии, т.е. сначала осуществляется переход, а затем инициируется лишнее событие: 2) лишнее собы­тие инициируется только во втором состоянии при переходе процесса A(I) из первого состояния во второе: 3) лишнее событие инициируется только в первом состоянии при переходе процесса A(Z) из второго состояния в первое.Очевидно, что в сделанны х предпосылках A(Z) — марковский процесс. Воз­можная ситуация показана на рис. 1 для варианта 1.
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f  f  _ _  моменты наступления событииТак как процесс A(Z) является принципиально „^возможно,лишние события и события пуассоновского поток оценить состояниеТребуется по наблюдениям моментов наступления стационарныйпроцесса A(Z) в момент окончания наблюдении, ас P н а  и н т е рвалережим функционирования потока, т.е. переходи Ро к о н ч а н и е  наблюдений, наблюдений (Zo , Z). где Z0 -  начало наблюдении J  -  о к » ^ а ^ д ^  пренебрегаем. Тогда без потери общности можно по θ π o r o κ a  c o 6 b r π ⅛) вния о состоянии процесса A(Z) (или, что то же сам , щ  t  t  ∖ τ o r o ,момент Z необходимо определить ^ ^ ^ Х н н ы х  событий’ за’ в£м я Z). что в момент t имеем A(Z)=A (т —  количестве! м u t}= 0  очевид-при этом апостериорная вероятность того, что в м ° *  процесса A(Z) выно-HO есть H(O∣Z1, . . .  Z j = l - w ( A ∣ Z 1....... Z J  Решение о состоянии п р е с с а  Uсится путем сравнения апостериорных вероятносте . р ∙Z J  то оценка состояния процесса есть λ (Z)-A, в численные
2. О пт им альная оц ен к а  сост оянии пото используя извес-

резулыпаты. Вы вод уравнении для и/(A ∣ip  . ∙ o √ J  наблюдения через равные тную методику [9]: сн ачала рассмотрим ди P u u i m  п р е д ельный пере­достаточно малые промеж утки времени ∆Z, а дискретно с  шагом AZ:ход при стремлении Δ !  к нулю, ≡ 0  -  значениеZ≈kΔZ, It= O ,1,_ . В ведем  двумерный процесс (A . гJ  Д
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процесса λ(t) в момент времени fe∆f (A<t >=Ai , ι = l ,  2, λ 1= λ , A2 = О); rt = r i (Δ f)= τ< A Δ f)- r [( A -l) Δ f]  —  число событий, наблюденных на временном интервале ( ( A -l) Δ f , A∆f) длины ∆ f , ri = O , 1 , г ( M f )  —  число событий, наблюденных за время M f 1 г ( M f) = O 1 1........ Обозначим λ<m>=(Aw , А(1), ..., A<m>) —  последовательность неизвестных(ненаблюдаемых) значений процесса А( к ∆ f) в моменты M f , к=О, т; rm= (r0 , rv ..., r ι) — последовательность наблюденных событий за время от 0 до m ∆f на интервалах ( ( k - l) ∆ f ,  k∆t) длины ∆ t, к = 0 , т (значение r0 мож но задавать произвольно, например ro = O , так как промежуток ( - ∆ f ,  0) находится за пределами интервала наблюдения (0, m∆t)).И з исходных предпосылок и конструкции процесса (A<*>, rt ) следует, что он является марковским. Тогда совместная вероятность w (λ<m>, r m) значений λ0"1 и 
r m представляется как произведение переходных вероятностей:

H'(λ<->, rm)=  H>α'0 ∖ r 0 ) ∩  p t t , k >,rk ∖λ<k ~'>,rk ^ ,  (1)
λ∙=lгде ρ(λ<t ∖ rt ∣A<*̂ , ∖ rt l ) —  вероятность перехода процесса (A(t), rl)  за один шаг ∆t из состояния (A<*1>, rt l ) в состояние (A<t >, rt ). Аналогично для т + 1 :

т+1H>(λ<'"∙'>, r n, l )=  >v(Λ'0 >,r0
Ar=IИз сравнения (1), (2), учитывая, что >v(λω ∣r )w = (λ ω , γ ) ∕ m∙ ( γ ). i= rn , находим

(2)
т + 1.

M'(λ<->, rm. 1) = τ ⅛ ⅛ 4 λ < n 0 l r w,)p (A < -'∖  r n . 1∣A<">, rn ). (3)
w ( r m +∣)Тогда искомая апостериорная вероятность того, что в момент (m +  ∖)∆t со­стояние процесса A(f) есть A<m + l> (Atm∙1>=A., i = l ,  2), запишется в виде 

w U 'm*0 ∣ r m. 1)= ∑  i  -  w'(λ'm∙ υ ∣ r ra. 1).
λ'0 '=λl λ'n =Λ, λ'"'=λ lПодставляя (3) в (4), после несложных преобразований получаем (4)

Неизвестный множитель w (r rιι)∕>v (rm. 1) находится из условия нормировки:

Таким образом, получаем рекуррентную формулу для апостериорной вероят ности:
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В силу исходных предпосылок и конструкции процесса (A<υ , rt ) переходная вероятность в (5) примет вид:p(A<→  rm.1∣A<">, rn )=p(A<"∙, >∣A<"), / Jp ( r rJ A < 4  rm)=p(A<-υ∣A<->)p(rm. l ∣A<->). (6)Совершим предельный переход при Δ f→O в (5). Имеемw(Aln ∙υ , r4 l )=Hr (A*̂ , ∙1>, rm.1(f+ Δ f))= H r (A<m∙1>∣f + Δ 0 .Hr (A'">∣rn )=Mr (A<,">∣rm( ∕))= H r (A<">∣f).Отметим, что на интервале (t,t+ ∆ t)  длины ∆t в силу ординарности потока событий может произойти либо ноль событий, либо одно событие (осуществление двух и более событий имеет вероятность o(∆∕)).Рассмотрим вариант, когда на интервале ( J ,t+ ∆ t)  нет событий потока. Поло­жим в (5) At^∙'>=A,=A, rm.1= 0  и рассмотрим числитель А  в (5). Тогда, учитывая (6), получаем л.A = ^ w ( A ' m ' ∣ f) p ( λ  I λ '" , i  )p (0 1 A( m )) . (7)
A'"'=A1Первое слагаемое в (7) для Λ<m ,=Λ l =Λ приобретает вид:и (λ 11) p( λ  I λ ) p (0 1 Л) = и (A11 )e ~a 'δ , е "*δ ,  = (1 -  λ∆t -  a  l ∆ t) w(λ 11) + o(∆t) .Второе слагаемое в (7) для Atml=A2=O соответствует ситуации, когда переход из второго состояния процесса λ(t) в первое на интервале (t,t + ∆t) произошел с вероятностью p(λ 10)= 1 -e ^ a^ '= a ,∆ t+ o ∆ t , причем ρ (0 ∣0 )= l. Однако при этом переходе на интервале (t,t + ∆t) инициируется в первом состоянии процесса λ(t) лишнее событие. Вследствие этого второе слагаемое не соответствует ситуации отсутствия событий потока на интервале (t,t+ ∆ t) . Тогда (7) запишется в видеА = (1 -  Λ∆f-α∣Δf)∣v(A I f) + o (∆ f). (8)Рассмотрим знаменатель В в (5). Тогда, учитывая (6), получаем

А, А,
B =  У  £  w(Af f f l j ∣r)p(λ fm + υ  IA(m ))p(0IA (m )) .  (9)

A'"'=A1 λ, " ∙ , '=A1Аналогичные рассуждения, что и при выводе (8), приводят (9) к виду
В = l-Δ f[(Λ  + α 1 )w(λlf) + α 2 w (0lf)]+o(∆ f). (10)Подставляя (8), (10) в (5), учитывая при этом, что B 1 = l + ∆f[ ∙ ]+o(Δ f), h, (0∣<)=1-w(λ |0 , находим с точностью до членов o(∆t):w (A I / + ∆ t ) -  w (А 10 =  Δ( (A + a l - a 2)w(A ∣ ∕)[w (A 1 t) -1].Деля левую и правую части последнего равенства на ∆ t  и переходя к преде­лу при Δ f→O, получаем ^w < ⅛ ). = ( Λ + g , - α 2 )w(λ IO lH (A If) -I]-  (11)

dtПолученное дифференциальное уравнение (11) определяет поведение апосте­риорной вероятности Mr (Ap) на полуинтервале (f,.1, f1), т.е. между моментами наступления событий, причем на правом конце полуинтервала имеет место зна­чение Hr (AIfi - O ) 1 на основе которого, как будет видно ниже, находится апосте-
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риорная вероятность M-(Api +0), являющаяся начальной для следующего полу­интервала p ., t +1).Рассмотрим теперь вариант, когда на интервале (i√  +  ΔZ) наступило со­бытие потока в момент t i ( t < t .< t  + ∆t). Тогда имеем два см еж ны х интервала 
(t, t.), (ti, t +  ∆t). Длительность первого: ti - t = ∆ t ' ,  длительность второго: t + ∆ t -  
t ≈ ∆ t " .  Положим в (5) A<m*1>=A1=A. Тогда учитывая, что и-(λ<π >∣/)= ⅛-(At''0 ∣ ti-  
∆ t') , получаем

λf "'=Λ,

lr1- - ∆ r , ) p ( λ l ^ m ,) p ( ∕m+1 lλ<m>).
Первое слагаемое в (12) для Aw =A1=A приобретает вид:н-(Aw p i -  ΔΓ)p(A IЛ)р (1 ∣A)= w (A 1t - (λ ∣ t - ∆ t ') + o  (АО-Второе слагаемое в (12) для Aw =A2=O также соответствует ситуации, когда на интервале (t, ti + ∆ t)  есть событие потока, так как при переходе процесса A(I) из второго состояния в первое инициируется в первом состоянии лишнее собы­тие. Тогда имеемн- (ОI t - ∆t' )p(A 10)p(010)= и-(ОI l i - Δ Γ ' X 1 - e~°A, ) = a 2Δt и- (0 1t -  ∆ t ' )+ о (∆t).Таким образом, с учетом того, что w (0 p ι. - ∆ r ') = l - w ( A p ι - Δ ∕) ,  (12) примет вид:

A = ∆ t[a 2 + ( Λ - α 2 )w(Alr1 -∆ r ')]  + o (∆ ∕) . (13)Аналогичные рассуждения приводят к формуле для знаменателя В в (5):
Подставляя (13), (14) в (5), учитывая при этом, что и-(A ∣ rm. 1)=M-(A ∣ tj + ∆ t" ) . и переходя к пределу при ∆ t→6 (ΔΓ и ∆ t"  одновременно стремятся к нулю).

B =  ∆ r[α 2 + ( λ  +  α l -c t ,) v v ( λ lr ι - ∆ r , )] +  o (∆ r). (14)

Таким образом, в точке t. (момент наблюдения события) апостериорная вероятность и-(A 11) претерпевает разрыв (имеет место конечный скачок).Решая с учетом (15) уравнение (11), получаем

находим w(Λlrj +0) = . , =  1 .2 . . . .  (15)a 2 +(Λ + a 1 - a 2 )w(A I ti -  0)
w(λ I г) =  w(Λ I r,∙ +0){w(AJri +0) + [l-w (Λ ∣r , +0)]?<А+“ 1 _“ - м' _ '-) У 1 - l j ≤ f < t ,, i= 0 , 1,В качестве начального значения и- (A 110 + 0)= и- (A 1t0 = 0) для вычисления и- (А | /) на полуинтервале [f0, Q  можно выбрать априорную финальную вероятность я, первого состояния процесса A(I)1 которая находится из системы уравнений для априорных финальных вероятностей: α 1π 1= α 2π 2, π 1+ π 2 = l ,  т.е. π l =  a 2∕ (a l + a 2).Формулы (15), (16) позволяют сформулировать алгоритм расчета апостери­орной вероятности и-(A 11) в любой момент времени I:1) в момент I0 =O  задается M-(Apo+O)=π,;2) по формуле (16) рассчитывается M-(Ap) в любой момент t (O ≤ t< t l ), где tl — момент наблюдения первого события потока;3) по формуле (16) рассчитывается M-(Ap) в момент ti (M-(Ap1)=M-(Ap1-O ))1 затем по формуле (15) производится пересчет апостериорной вероятности в точ-
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ке t ≈ t v  при этом ил (Л I Z1+0) является начальным значением для w (A∣∕) на сле­дующем шаге алгоритма;4) по формуле (16) рассчитывается w (Л1t) для любого t (t l ≤ t < t 2), где t2 —  момент наблюдения второго события потока и т.д.Подчеркнем, что из (15), (16) следует, что рассматриваемый поток является коррелированным. Для частного случая λ + a l = a 2 можно показать, что поток вырождается в простейший с параметром а 2.В силу коррелированное™ потока получить формулу для безусловной (пол­ной) вероятности ошибки вынесения решения не представляется возможным. Найдем условную вероятность ошибки. Так как t —  момент окончания наблю­дений (момент вынесения решения), то t> t. (ti — момент наблюдения г-го события, Z= 1. 2. ...). Введем в (16) τ = t - t .  (τi >0). Очевидно, что при λ + α 1- α 2>O (λ+α l -cr2<O) функция w(λ |г) — убывающая (возрастающая) функция пере­менной Ti. Тогда условная вероятность ошибки для A + α l - α 2>0 и w (A ∣Γ+0)≥ к-(0 ∣ς+ 0 ) запишется в виде
P0 ( h ( A I z, + 0 ) .r ,) =

[ и (01 τl ), 
jw(Λlτ,),

1 vv(λlz +0)- -------------In-------- '■------ ,
λ + a l - a 2 w (0lr,+0)где r0ι — корень уравнения H-(AIr)=W(OIri). Для A + α l - α 2>0 и h'(A ∣Γ + O )≤  и-(011 +0) имеем P0 (н(А IZ1 + 0). т ,) = и’(Л I т ,), rj ≥0.Подобные формулы выписываются и для A + α l - α 2<0.Алгоритм расчета условной вероятности ошибки реализуется ♦параллельно* с расчетом оценки Х (г) состояния процесса λ(rι.) в момент rι. Например, в услови­ях формулы (17) алгоритм расчета X(τι) примет вид:1) X(rj.)=Λ. 0 ≤ r .≤ r 0ι;2) X(rι)=O, г > r 0ι .Для получения численных результатов разработан алгоритм вычисления апо­стериорной вероятности w(A∣f) по формулам (15), (16). Программа расчета реа­лизована на языке Pascal в среде Delphi 7. Первый этап расчета предполагает имитационное моделирование потока событий. Описание алгоритма имитацион­ного моделирования здесь не приводится, так как никаких принципиальных труд­ностей алгоритм не содержит. Второй этап расчета — непосредственное вычисле­ние w (О I Г+0), w (A 11) по формулам (15), (16) и определение оценки X(ri). Расчеты произведены для следующих значений параметров: A = I1 α 1=0.01, α 2=0,02. В качестве иллюстрации на рис. 2 приведена траектория (нижняя часть рисунка) процесса A(Z)1 полученная путем имитационного моделирования, и траектория (верхняя часть рисунка) оценки X(r1)∙ Вынесение решения о состоянии процесса A(Z) производилось с шагом ∆Z=O,1. На рис. 2 штриховкой обозначены области ошибочных решений. На рис. 3 приведена траектория апостериорной вероятнос­ти w (A 11), соответствующая траектории процесса A(Z).
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C  целью определения частоты ошибочных решений проведен статистический эксперимент. Для каждого значения длительности времени моделирования по­тока t (/=10, 20, _ , 50) единиц времени при одних и тех же значениях парамет­ров (что и на рис. 2, 3) имитировалось N = IOOO реализаций потока. Для каждой реализации в момент t рассчитывались апостериорные вероятности w (A ∣ /), W(Op) и по критерию максимума апостериорной вероятности выносилось решение о том или ином состоянии процесса λ(t) в момент t. После этого проводилось сравнение полученного решения с истинным состоянием процесса λ(t) в момент 
t, известным из результата имитационного моделирования.

о 10 20 ЗО 40 50 M 70 КО 00 <

*
Рис. 2. Траектории процесса A(I) и оценки Λ(τ )

Рис. 3. Траектория апостериорной вероятности w(A∣t)Затем подсчитывалась частота ошибочных решений по всем реализациям:P1 = P(λ(z) =  0lΛ(z) = A) =  л2 //V1 ; P2 = P(Λ(z) = AI λ(z) = 0) =  n1 / ZV2 . где N i -  число реализаций, для которых истинное состояние процесса A(Z) в момент t равно A. (Ai =A, A2=O); N = N i + N 2, п2 — число ошибочных решений о первом состоянии процесса A(Z) (в момент времени t имеет место состояние процесса A(Z)=A1 но выносится решение A(Z)=O). Аналогично определяется n i. Оценка полной вероятно­сти ошибочного решения подсчитывается по формуле P0 = ( /V1 / N )Pl + ( N 2 / N )P2 - Результаты статистического эксперимента приведены в табл. 1-3. В первой стро­ке всех таблиц указано время моделирования потока t (/=10, 20, .., 50 единиц времени). Во второй и четвертой строках всех таблиц для каждого времени моделирования / указана верхняя D  и нижняя £> границы доверительного интер­вала для вероятностей ошибочных решений P t, P 2, P0 . При построении довери­тельных интервалов применялась методика с использованием нормального распределения для оценок вероятностей ошибочных решений P l , P 2, P 0 (число реализаций N  достаточно велико) с доверительной вероятностью 0,95. В третьей
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строке всех таблиц приведены оценки вероятностей P 1, P 2, P 0 для каждого времени моделирования t.
Таблица /

Оценка вероятности ошибки P1

t 10 20 30 40 50
D 0,3465 0,1466 0,0699 0,0733 0,0595
P i 0,3068 0,1175 0,0493 0,0529 0,0411
D 0,2699 0,0936 0,0346 0,0379 0,0282

Таблица 2
Оценка вероятности ошибки P2

Z 10 20 30 . 40 50
L- P 0.1259 0,1644 0,2047 0,2041 0,1914

P 2 0.0943 0,1343 0,1743 0,1746 0,1628
I P 0,0700 0.1089 0,1476 0,1485 0,1377

Таблица 3
Оценка вероятности ошибки P0

Z 10 20 30 40 50
D ∣0 ,2 3 6 3 0,1682 0,1703 0,1819 0,1671
Po 0.2100 0,1450 0,1470 0,1580 0,1440
D 0,1859 0,1245 0,1264 0,1367 0,1236Анализ результатов показывает, что при заданных значениях параметров потока наибольшая частота ошибочных решений присуща времени моделирова­ния <=10 единиц времени, что является естественным. Достаточная стабиль­ность оценок (независимость от времени моделирования) наступает при време­ни моделирования <>40 единиц времени, что связано с достаточно большим количеством реализаций (N = 1000). Подчеркнем, что обеспечить меньшую веро­ятность ошибочного решения невозможно.3. Вероятност ь ошибки вынесения решения (вариант 2 ). Рассмотрим вариант 2 описанного в разделе 1 потока событий: последовательные переходы из первого состояния процесса λ(t) во второе инициируют наступление лишнего события во втором состоянии в момент перехода. Аналитические выкладки по выводу апостериорной вероятности и» (Л 11) в основном совпадают с выкладками раздела 2, поэтому здесь приведем конечные формулы. Имеемw (Λ ∣< + 0 )= Λ ∕(A + α ,), 1=1, 2, (18)

“ 2 [1 w(Λ∣<i + 0 )]-Λ + α ∣ ----- √ λ ∣ r ,+ O )  Λ + α 1 ^-(Λ+σ1-α 2χr-r l )

1 — w(λ I ti + 0) - ----- κ<λ∣r1 +0) λ + α 1 β - (λ + α ,-α ,χ j- ι1)

< < < « ,. , ,  1=0, 1, _  (19)Из (18) вытекает, что величина скачка функции w(λ 11) в момент tl не зави­сит от Z. Последнее означает, что для варианта 2 поток событий является пото­ком с ограниченным последействием (или рекуррентным [10]). При этом в каче-



116 В Е С Т Н И К

стве начального значения w (A p o +O )= >v(Λ ∣ Z0 =O) можно выбрать (18) для /=0. Подставляя (18) в (19), получаем^ 2 - [ α 2 - Λ ] e -U÷αl -α2X'-Q w ( A l r ) ≈ - ---------------- -------------------- f ≤ Z < < 1,α 1 - ( α 2 - Я ) в - (А +“ >-«2 ><'-'<>w (A p .)= w (A p .+ O )= A ∕(A + a 1), 1=0, 1........  (20)Формула (20) позволяет рассчитать w(Ap) в любой момент /.Для частного случая λ + a j = a 2 можно показать, чтоW ( A l Z )  =  a 2⅛ X √ 7 - η )  ’ "< λ ∣ O = H W 0 ) = Λ ∕( λ + a 1), / = 0, 1, _ .
Для частного случая λ = a 2 можно показать, что поток вырождается в про­стейший с параметром а 2.Получим формулу для безусловной вероятности ошибки вынесения решения Р°^Момент вынесения решения 1 можно трактовать как некоторую точку, слу­чайным образом «падающую» на временную ось ( t < t < t ι 1) и не связанную с потоком событий. Так как поток рекуррентный, то пусть р(г) — плотность веро­ятностей длительности интервала между двумя соседними событиями потока. Тогда плотность вероятностей длительности интервала, в который попала точка /, примет вид [11]: w (τ)=τp(τ)∕E(τ), E(τ)= j τp(τ)c∕τ. (21)Плотность р(т) при этом определится в виде [12]p(τ)=y(A + a l )e - u + a >Xr - 7')+ ( i - χ )a 2  e ~a ^ - τ ∖ τ ≥ T , γ = λ ~ a >___  (22)

λ + a l - а 2Подставляя (22) в (21), находим
=  ~ a ^ + a ' } lχ u  +  a ' ) r e "(A +“ '>Г +  0  ^ ], т≥0. (23)

Введем в (20) τ = t - t .  (r≥0). Здесь индекс i у т опущен, так как для любых i имеет место (18). Вид формул для P0 будет зависеть от соотношения параметров А, a 1, а 2. Рассмотрим, например, ситуацию, когда a 2∕( A + a 1) < l ∕2 < A ∕( A + a 1). Тогда функция (20) будет убывающей по т и условная вероятность ошибки примет вид:P0 (τ) =  (  w ( 0 1 Т ) ’ 0  ≤ τ  ≤ τ ° ’ τ <> = 1 ln  ( A + g 1 χ λ - a 2 )[w (λlτ), τ > τ 0 , λ  + a 1 - a 2 a 1( A + a 1 - a , √где т° корень уравнения W(Ap)=W(Op). Безусловная вероятность ошибки при этом запишется в виде
Л) = ^ ^ 0 lτ ) w ( τ ) d τ +  J  w(λ lτ)w (τ)Jτ . о r0Подставляя (20), (23) в (24), находим

I - C - __________ 0 2 ___________( a 1 + a 2 )(A + a l - a 2 ) ∫ ∕ ( τ ) J τ - ∫ ∕ ( τ ) J τ  

о r0
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Аналогичным образом находятся формулы, подобные (25), для других вариан­тов соотношения параметров A, a l , а2 (всего 17 вариантов, кроме рассмотренного). В табл. 4 приведены численные значения вероятности ошибки P0, рассчитанные по формуле (25), в зависимости oτA(A = l, 10) при фиксированных значениях α l =  0,01, α2=0,02. Значения интегралов вычислены с точностью ε =0,0001.
Таблица 4 

Значения вероятности ошибки P0 (вариант 2)

λ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Po 0,0588 0,0397 0.0310 0,0257 0,0223 0,0198 0.0178 0,0162 0.0148 0,0136Для заданных значений параметров алгоритм оценивания обеспечивает, как видно из табл. 4. приемлемые значения вероятности ошибки P0, при этом P0 уменьшается с увеличением Л, что является естественным.4. Аналит ические и численные результаты (вариант 3 ) . Рассмотрим вариант 3 описанного в разделе 1 потока событий: последовательные переходы из второго состояния процесса λ(t) в первое инициируют наступление лишнего события в первом состоянии в момент перехода. Аналитические выкладки по выводу и-(Ap) и P0 в основном совпадают с выкладками раздела 2 и раздела 3, поэтому здесь приведем конечные формулы и численные результаты. Имеем w(Ap i *0 )= l, 1 =  1. 2, (26)I _  (λ  + α l - α 2 )w (Λ lr l∙ +  0 )е‘ <Л*“ | _ “ 2><' _ '')λ  + ct1 - α 2 - ( λ - α 2 )w (Λ lr, + 0 ) [ l - e - α + σ , β̂ 2 x '^'i , ]∕ i < ∕< r t l , 1=0. 1, _  (27)Из (26) вытекает, что для варианта 3 поток событий является рекуррентным. В качестве начального значения w(A∣ f0 + 0 ) = W(Ap0=O) можно выбрать (26) для (=0. Подставляя (26) в (27), получаемW(Alr) = ---------- --------------------------, t .≤ t< t ι i l . w(λ∖tl)≈w(λ∖tl +0), 1=0, 1. _ . (28)
λ - a 2 + a i e - ^ + a >-n ^ '-'^Формула (28) позволяет рассчитать w (Ap) в любой момент t.Для частного случая λ + a l = a 2 можно показать, чтоw(Λ∣f )= [l+ α 1(r -r l∙)Γl . r1≤r<r,+ ∣, w(Alr,)=w(A⅛+0). (=0,1,..Для частного случая λ = a 2 можно показать, что поток вырождается в про­стейший с параметром а2.Введем в (28) r = ( - ( ι (r≥ 0 ). Плотность p(τ) для варианта 3 определяется по-прежнему формулой (22) [13]. Тогда w(τ) определяется выражением (23). Вид формул для P 0, как и в случае варианта 2, будет зависеть от соотноше­ния параметров A, α l , а 2. Рассмотрим, например, ситуацию, когда σ 2∕( A + α l ) < l .



В Е С Т Н И К  ,

Тогда ф ункция (28) будет убывающей по т, и усл овн ая вероятность ошибки примет вид: L v (O Ir)1
I w(A It ),

O < τ≤ τ 0 i Λ + 2 α l - α 2о . т = ---------------- In -----------!-------т >τ Λ + α∣ - a 2 a ιгде τ0 — по-прежнему корень уравнения w (2 ∣t)= w (0 ∣Z ) . Безусловная вероят­ность ошибки P 0 при этом запишется в виде (24), где т° определено в (29). Подставляя (23), (28) в (24), находим
= I - Z J - a 2 (λ + a 1) τ0 ∞

∫  φ(τ)dτ -  ∫  φ (τ)dτо r na l + a 2

1 «1 λ + a 2λ + a ∣ - a 2a 1 + a 2 Λ + 2 a 1 - а 2

+ 2 a 1 +  a 2 +
2ct2 (Λ + a l ) (Λ + a ,  - a 2 ) In 2 + 2«, -C t 1a∣τ[≈1a 2e,λ + a ',τ +(λ + a∣ ) ( λ -a 2 )е“ 2Т ] e<λ+β∙>r tχ,eu + β ∙)r + ( λ - a 2 )eflf2r]Аналогичным образом находятся формулы, подобные (30), для других вари­антов соотношения параметров 2, a 1, а 2 (всего 5 вариантов, кроме рассмотрен­ного). В табл. 5 приведены численные значения вероятности ошибки P 0 . рассчи­танные по формуле (30), в зависимости от λ (2 = 1, 16 ) при фиксированных значениях a 1=0,01, a 2= 0 ,0 2 .

Таблица 5
Значения вероятности ошибки P0 (вариант 3)1 2 3 4 5 6 7 8 9 100,0707 0,0459 0,0353 0,0289 0,0249 0,0219 0,0196 0,0178 0,0163 0,0149Как и в разделе 3, вероятность ошибки P 0 уменьшается с увеличением 2; сами значения P 0 являются приемлемыми при оценивании состояний процесса 2(Z).

З а к л ю ч е н и е . Полученные результаты показывают возможность оптималь­ного оценивания состояний асинхронного альтернирующего потока с иницииро­ванием лиш них событий по результатам текущих наблюдений за моментами наступления событий.Д ля коррелированного потока (вариант 1) получить безусловную вероятность ошибки не представляется возможным. Однако условная вероятность ошибки рассчитывается алгоритмически «параллельно» с расчетом оценки состояния пото­ка. Д ля рекуррентных потоков событий (варианты 2,3) безусловная вероятность ошибки получается в виде замкнутых формул, легко поддающихся расчету.С П И С О К  ЛИТЕРАТУРЫ1. Башарин Г.П ., Кокотушкин В.А ., Наумов В.А . О методе эквивалентных замен расчета фрагментов сетей связи / /Изв. АН  С С С Р . Техническая кибернетика. 1979. № 6. С . 92-99.2. Башарин Г.П., Кокотушкин В.А., Наумов B A . О методе эквивалентных замен расчета фрагментов сетей связи //И зв. А Н  С С СР . Техническая кибернетика. 1980. № 1. С . 55-61.
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ЗАДАЧИ ПЛОСКОЙ АСИММЕТРИЧНОЙ УПРУГОСТИ

АННОТАЦИЯ. В статье рассматривается двумерная модель деформа­
ции асимметрично-упругого тела на примере плоской задачи асимметрич­
ной теории упругости об одноосном растяжении пластины, ослабленной 
квадратным отверстием. Проводится сравнительный анализ полученного 
решения с классическим.

The two-dimensional model o f the deformation of asymmetrical elastic solid 
by flat asymmetrical elasticity's problem about one-axes stretching of the plate 
which is weakening by square hole is considered in this article. Compara-Hve 
analysis o f the received solution with classical were given.




