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ЗАДАЧИ ПЛОСКОЙ АСИММЕТРИЧНОЙ УПРУГОСТИ

АННОТАЦИЯ. В статье рассматривается двумерная модель деформа
ции асимметрично-упругого тела на примере плоской задачи асимметрич
ной теории упругости об одноосном растяжении пластины, ослабленной 
квадратным отверстием. Проводится сравнительный анализ полученного 
решения с классическим.

The two-dimensional model o f the deformation of asymmetrical elastic solid 
by flat asymmetrical elasticity's problem about one-axes stretching of the plate 
which is weakening by square hole is considered in this article. Compara-Hve 
analysis o f the received solution with classical were given.
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Наряду с развитием классической математической теории упругости в после
днее время начинает развиваться асимметричная упругость. Согласно новой 
теории, симметричные тензоры напряжений и деформаций связаны несиммет
ричным тензором преобразования. Возникает необходимость сравнения двух 
моделей и обоснования их применения при решении задач теории упругости.

Как известно, классическая двумерная модель деформации упругого тела 
предполагает выражение компонент напряжений и вектора смещения через фун
кции напряжений Эри φ (z), у  (z) [ 1 ]:

a n+ai2= 4 R e[^'(z)],
σ22- σ ll + 2ισ12=2 [ zyj'(z)+v>''(z) ], 

2μ(u + tv)=κr φ (z )-z  φ ,(z)-y /(z), (1)

Я + μ
— коэффициенты Ламе, σ — коэффициент Пуассона.

Далее будет рассматриваться неклассическая двумерная модель асиммет
рично-упругого тела. Структура преобразующего тензора установлена В.О. Бы- 
тевым посредством группового анализа законов сохранения механики сплош
ных сред [2]. Согласно модели В.О. Бытева, комплексное представление компонент 
напряжений совпадает с классическим, а вектор смещений имеет вид:

(2)
где κ0=μ +iμ0. Уравнение вектора смещений содержит три кинетических пара
метра — λ0, μ 0, μ. Причем Λo > О, /<>0, а параметр μ 0 может иметь любое веще
ственное значение (далее условимся называть параметр μ 0 модулем Бытева). 
Заметим, что замена Λ0=λ+μ при μ o =O сводит (2) к классическому уравнению 
(1 )с  параметрами А и μ  [1].

Пусть заданы две комплексные плоскости Z, G и определено конформное 
отображение z=ω(ζ) области S cZ  на область ∑CG. Введем на плоскости G 
полярные координаты (р, О), так что ζ=pe i0. Полярное представление вектора 
смещений (up , ua) на плоскости G имеет вид:

2k∙02 [ир + iua ] = e~ia ((2⅞ 1κ0
2 + K0 )φ (С ) -  κ0ζ  φ' (ζ  ) -  ∕c0 Ψ (ζ  )) • (3)

Рассмотрим одноосное растяжение пластины, ослабленной квадратным от
верстием. Растяжение осуществляется под углом к оси Ox силой, величина кото
рой равна р.

Отобразим внешность криволинейного квадратного отверстия на внутрен
ность круга единичного радиуса. Заметим, что радиус закругления углов квад
рата зависит от количества удерживаемых в отображающей функции членов.

Возьмем отображающую функцию, удерживая в ней два члена;

Здесь R  выражается через длину стороны квадратного отверстия: R = 3 a ∕5 , 
где а — длина стороны криволинейного квадрата, измеряемая по оси Ox или 
Оу. Радиус закругления углов г= /? /1 0 = З а /5 0 .

Выделим в функции ω(ζ) действительную и мнимую части:
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х = — (6cosΦ- p 4 COS 3$) 
6р

у = —— (6sintf + p 4 sin3ι?) 
6р

где (p,θ) — полярные координаты.
Отверстие, соответствующее значениям R =I1 р=1, представлено на рис. 1.

Puc /. Квадратное отверстие до деформации
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Согласно [3]. функции напряжений берем в виде:
/ >- *1 л M
-  + -C  + — . ψ(ζ) = pR '  1 91 ζ - 7 8 ζ , ^
4 7 24 L2 ; 84(2 + ζ 4 ) J

Для данной задачи получено поле напряжений в общем виде (для любого а). 
Также получены выражения для компонент вектора смещения up, и0 для любого 
а, из которых при μ o=O получается классическое решение и? , и в  аналити
ческом виде.

Исследуем, как изменится форма отверстия под действием нагрузки.
Пусть имеем пластину из оргстекла. Характеристики материала: σ=0.3, 

E=32.36∙107 Н /м 2. Размер отверстия: R=0.6∙102 м (a≈0.01 м). Пусть растягива
ющее усилие p=3.6 кН приложено вдоль оси Ox (α=0).

На рис. 2 представлены годографы вектора смещения для каждой из моде
лей. Толстой линии соответствует годограф вектора смещений классической мо
дели, тонкой — асимметричной модели приро=49-107 Н /м 2.

Рис. 2. Годографы вектора смещения
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Видно, что при заданной нагрузке в углах квадрата наметились петли, что 
не может быть физически реальным. При увеличении нагрузки отверстие прини
мает еще более неправдоподобную форму.

Для асимметричной модели получаем решение, которому соответствует фи
зически реальная картина. Отметим, что с помощью модуля Бытева удается 
«регулировать» решение увеличивая нагрузку.

Диапазон «влияния» μ0 зависит от начальных условий: от характеристик 
материала, из которого изготовлена пластина; от величины приложенного уси
лия; от размеров отверстия.

Также получены решения и для других форм отверстий с удержанием в 
отображающей функции двух и трех членов.

Авторами статьи готовится серия экспериментов, в результате которых ожи
дается установление соответствий или, напротив, несоответствий различных мо
делей экспериментальным данным.
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ОЦЕНКА ГЛОБАЛЬНОЙ ОШИБКИ ЯВНЫХ МЕТОДОВ
ТИПА РУНГЕ-КУТТЫ

АННОТАЦИЯ. Предложен и обоснован способ оценки глобальной ошибки 
явных методов решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Построен явный метод типа Рунге-Кутты второго порядка с 
неравенством для контроля точности вычислений. Приведены результаты 
расчетов, подтверждающие надежность и эффективность оценки ошибки.

A method of global error estimation Ofexplicit Runge-Kutta methods method 
of solution Cauchy problem for ordinary differential equations is proposed and 
proved. Explicit Runge-Kutta method of second order is stated with inequality 
for accuracy control. Results o f computation verifying reliability and efficiency 
are produced.

Введение. Одной из основных проблем при численном интегрировании за
дачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений является 
вопрос о точности получаемых на компьютере численных результатов. В после-




