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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА 
КОНТРОЛЬНОГО ОБЪЕМА 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНЫХ ЗАДА Ч 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОДОРАСТВОРЕННЫХ 
УГЛЕВОДОРОДОВ

АННОТАЦИЯ. Рассмотрено применение метода контрольного объема для чис
ленного моделирования двумерных задач распространения водорастворенных угле
водородов.

The control volume method application is considered for 2D numerical modeling o f 
watersolution hydrocarbons spreading problems.

Природные резервуары обладают рядом особенностей, которые необходимо 
учитывать при математическом моделировании генезиса углеводородов, особен
но процессов миграции. К таким особенностям прежде всего стоит отнести гео
метрическую сложность коллекторов как на внешнем (конфигурация кровли и 
подошвы, слоистость, стратификация в разрезе) (рис. 1), так и на внутреннем (форма 
и размер пор, трещин и т.д.) уровнях. Все это заставляет разрабатывать и приме
нять самые современные методы численного моделирования, среди которых в пос
леднее время большое внимание уделяется развитию балансных методов, осно
ванных на применении интегральных законов сохранения [3, 6]. К таковым 
относится метод контрольного объема (МКО), и аппроксимационные схемы, по
строенные с использованием этого метода, почти всегда консервативны [1], при
чем данное свойство имеет место как локально, так и интегрально, т. е. для всей 
расчетной области [2].
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Рис. 1. Пример природного резервуара в разрезе

Характерной особенностью метода является то, что такой подход позволяет 
обойти трудности, возникающие при построении конечно-разностного аналога 
старших производных, что немаловажно при математическом моделировании с 
использованием криволинейных расчетных сеток, необходимость применения ко
торых возникает при решении задач по разрезу резервуара.

Выделим два класса двумерных задач о распространении растворенной в дви
жущейся воде примеси (в данном случае — углеводородов): первый класс — рас
сматривается движение в разрезе резервура, второй — рассматривается движение 
по латерали.

Поскольку для двумерного случая выбор координатных осей принципиально
го значения не имеет, будем пользоваться правой декартовой прямоугольной сис
темой координат Оху.

Распространение растворенного вещества в фильтрационном потоке несжи
маемой жидкости описывается уравнением фильтрационно-конвективной диффу
зии, которое в интегральной форме выглядит следующим образом:

[ С аа  = |  (£>УС -  Су , п )а а ,

где С  —  концентрация углеводородов, £> — эффективный коэффициент диффу
зии, у — скорость фильтрации. Уравнение (1) содержит пространственные произ
водные первого порядка.

Конечно-разностный аналог (1), полученный с использованием МКО, мо
жет быть записан следующим образом:

£  л+1   д

А *  *=|

где £2,->у- (в рассматриваемом двумерном случае) — площадь контрольного объема 
(прямоугольника), содержащего точку (у), О к и п к —  соответственно длина гра
ни и внешняя нормаль. Индексы к показывают, что соответствующая величина 
относится к одной из четырех граней контрольного объема.

Для задачи перемещения флюида в моделируемом разрезе очевидно использо
вать расчетные сетки, адаптированные к конфигурации поверхностей, ограничи
вающих различные по своим фильтрационным свойствам породы резервуара. 
Поэтому для этого класса задач ограничимся описанием способа вычисления час
тных производных при использовании криволинейных сеток.

Выберем среди множества точек двумерной криволинейной расчетной сетки 
некоторую точку кО0Д принадлежащую контрольному объему, имеющему фор-
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му четырехугольника с вершинами ка, кЬ, кс, кс! (рис. 2А). Соседними для кО бу
дут точки к 1, к2, кЗ, к4. Для аппроксимации частных производных воспользуемся 
определением полного дифференциала и составим систему уравнений для выде
ленных стрелками направлений:

~ > / к с  ~ / к Ь

й / \ к  -  Д о

= а

= ь ,

ду

Эх к

-& х сЬЬ у }й ■к

Дх10а - А х сЛ/>

Ь У п а -Ь у сЬЬ
ЬХсь^Уп-ЬХиЛУсь ’

Рис. 2 А .  К о н т р о л ь н ы й  о б ъ е м  в  с л у ч а е  к р и в о л и н е й н о й  с е т к и  
Б. Р а с ч е т н а я  с е т к а  и с е т к а  к о н т р о л ь н ы х  о б ъ е м о в

Решая систему (2), получим следующие соотношения:

В случае равномерной прямоугольной расчетной сетки

% к \  ~  х  кО ~  0 ’ ДУю =  У*1 ~  У  кО ~  & У

Ь * с Ь  =  Х кс ~ Х кЬ =  Л*> ^ У с ь  =  У к с  - У к Ь  = 0 ,

и, следовательно, (3) и (4) будут выглядеть соответственно как:
<У _ Ду • а  _  а

к

д у

дх
__________  _  а  _  / кс / кЬ

Ах • Ау Ах Ах ’ (5)

Ао
-А х • Ау Ду Ду
- Ь х  Ь

(6)
к

Таким образом, (5) и (6) есть ни что иное, как обычные центрально-разностные 
аппроксимации пространственных производных в точке к.
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Из рис. 2А и соотношений (2) видно, что для вычисления частных производ

ных необходимо иметь значения сеточной функции/  не только в узлах расчетной 
сетки, но и в вершинах контрольного объема. Поэтому, наряду с обычной расчет
ной сеткой, которую назовем сеткой 1, должна существовать еще одна — сетка 
контрольных объемов. Назовем ее сеткой 2. Для прямоугольной области эти две 
сетки будут выглядеть следующим образом (рис. 2Б, светлые точки — для сетки 2, 
темные — для сетки 1):

Как видно из рис. 2Б, сетка 1 также образует сетку контрольных объемов от
носительно сетки 2, поэтому в расчетной схеме этот факт использовался следую
щим образом: для нового временного слоя (п+1) вычисления идут сначала для сет
ки 2 в контрольных объемах сетки 1 на промежуточном временном слое (п+1/2), а 
затем для сетки 1 в контрольных объемах сетки 2.

При использовании потоковых методов существенное значение имеет аппрок
симация конвективного члена

ь *  *=1

и этот факт необходимо учитывать при конструировании разностной схемы [2]. 
Опытным путем удалось установить, что для потока, распространяющегося в на
правлении оси абцисс, наиболее подходящей интерполяцией (среди программно- 
рассмотренных) конвективной составляющей Ск Ук является следующая:

к = 1: С,лу , = 0.251СГ, + С > ( |  + ? 1 0],
к = 2: С ^ 2 = 0 .25[С - , /2  + ], ( ? )

А = 3: С3 у3 = 0.25[С43 + С40][уи  + уло],
к = 4: С4Ч  =0.25[С;+ ,/2  + С £ | / 2 ] [уь  + у „].

Тестовый расчет проводился при условии квазиодномерности течения 
V, *  О, у у =  0  на прямоугольной равномерной расчетной сетке и сравнивался с 
аналитическим решением уравнения (1) в виде

t
x  — vtс  = ^

2 1 4 D t\y

(
1 - e r f

а также с численными решениями при аппроксимации на обычной явной схеме с 
разностями вперед по времени и с разностями назад по пространству (ВВНП), с 
одной стороны, и с использованием метода Мак-Кормака [1] — с другой. Следует 
отметить, что для всех использованных численных методов применялись одина
ковые шаги по времени Аг и по пространству Дй = {Дх,Ду}, причем поскольку 
при использовании описанного выше метода «работают» две сетки, то в качестве 
ДА для схемы ВВНП и схемы Мак-Кормака бралась половина расстояния между 
ближайшими узлами сетки 1 (рис. 3). Результаты расчетов, приведены на рис. 3.

Рис. 3. Тестовый расчет



14------ и
Появление осцилляций численного решения есть важная, но не фатальная 

характеристика конечно-разностных схем, применяемых для решения уравне
ния Бюргерса (к которому относится уравнение фильтрационно-конвективной 
диффузии, записанное в дифференциальной форме) [1] и дающих наиболее близ
кое к аналитическому положение фронта решения по сравнению со схемами с 
ВВНП.

Применение плоских расчетных сеток при моделировании латерального те
чения может привести к эффектам, значительно загрубляющим решение вслед
ствие несовпадения реального протяжения коллектора с его «плоской» моде
лью. Использование аппарата дифференциальной геометрии при построении 
разностной схемы позволяет избежать подобного источника неточностей. В этом 
случае решение задачи происходит с использованием плоских сеток в расчет
ной области, являющихся «проекциями» сеток, «натянутых» на опорную по
верхность (рис. 4), и закон сохранения формулируется для некоторого конт
рольного объема в физической области, а переход в вычислительную область 
осуществляется с использованием законов преобразования соответствующих 
типов тензоров.

□

УА У

Детально механизм использования элементов дифференциальной геометрии 
относительно интегральных законов сохранения и преобразования тензоров опи
сан, например, в [5], поэтому ограничимся привидением результатов численного 
решения уравнения (1).

Считая давления постоянными во времени, поле фильтрационных скоростей 
у находим из закона Дарси, записываемого в следующей форме:

( ё  4 — метрический тензор, заданный на опорной поверхности), при граничных 
условиях, соответствующих открытой по периметру области.

Мощность коллектора во всей области его распространения предпола
галась постоянной, поэтому в качестве опорных поверхностей выбирались 
кровли.

В данной латеральной задаче дискретный аналог конвективного члена зада
вался следующими выражениями:

к-\: Су} =0. 
к = 2: С2"у2 =0 
к=3>: С"у3 =0. 
к = 4: С4 у4 =0.
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Рис. 5. Распространение водорастворенных углеводородов в пластах 

с поверхностями кровли, задаваемыми тригонометрическими функциями
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Рис. 6. Распространение водорастворенных углеводородов в реальном пласте
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Такая аппроксимация позволяет избежать появления осцилляций и дает реше
ния. близкие к решениям, полученным с применением явной схемы с ВВНП. При
чина выбора такой аппроксимации в данном случае связана с тем, что, так как 
анализируется влияние внешней конфигурации пласта на состояние поля концен
трации растворенных углеводородов во времени и пространстве, появление «лиш
него» источника искажений в рассматриваемом случае нежелательно.

Тестовые расчеты проводились для квазиодномерного случая, когда пласт пред
ставлял собой плоскую прямоугольную поверхность, а шаг по времени был бли
зок к критическому (т.е. когда решение задачи еще является устойчивым). В пер
вом тестовом расчете на входной границе задавалось условие источника
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постоянной мощности, во втором — источник работал только в первую времен
ную итерацию. Результаты расчетов показали хорошее совпадение с аналитичес
ким решением.

Далее моделировалось распространение водорастворенных углеводородов по 
коллекторам с поверхностями кровли, задаваемым тригонометрическими функ
циями, и по коллектору с реально существующей кровлей. Результаты решения 
модельных задач представлены на рис. 5,6, причем более темные участки соответ
ствуют наибольшим значениям картируемого параметра — абсолютной отметки 
(для кровли) и концентрации. Числа под картами концентрации соответствуют 
временным итерациям.

Из рисунков видно, что наибольшие значения концентрации приходятся 
на области с наибольшими значениями градиента опорной поверхности. Сле
довательно, распространение растворенных углеводородов с течением време
ни приобретает стационарный характер с равномерным распределением кон
центрации.

Анализируя полученные результаты, можно сделать следующие выводы:
1) решения методом контрольного объема и методом Мак-Кормака дают наи

более точное решение уравнения Бюргерса, причем первым (это видно из рис. 3) — 
в большей степени;

2) возникающие по ходу решения осцилляции по прошествии определенного 
количества временных итераций (обычно первых десяти) достигают практически 
неизменного значения;

3) применение метода контрольного объема с предлагаемой концепцией вы
числения частных производных на криволинейных сетках позволяет эффективно 
решать двумерные задачи о распространении растворенных углеводородов по раз
резу резервуара;

4) совместное использование аппарата дифференциальной геометрии и мето
да контрольного объема является эффективным средством решения квазитрехмер- 
ных латеральных задач подземной гидродинамики;

5) разработанный подход позволяет решать не только задачи генезиса нефти 
и газа, но и задачи исследования подземного распространения различных приме
сей, например загрязнения.
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