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О Б  О Д Н О Л И С Т Н О С Т И  Н Е К О Т О Р Ы Х  
П Р Е О Б Р А З О В А Н И И  И Н Т Е ГР А Л А  ТИ ПА К О Ш И

АННОТАЦИЯ. В данной статье исследованы вопросы однолистности преоб­
разований интеграла типа Коши. Получены достаточные условия однолистности, 
которые сформулированы в виде трех теорем.

The problems o f univalensy o f Cauthy ,s integral transformations are studied in the 
present article. The sufficient conditions o f  univalensy are obtained and formulated as 
three theorems.Одно из направлений в геометрической теории функций комплексного перемен­ного связано с исследованиями достаточных условий однолистности аналитических функций. Широкий обзор методов и результатов по критериям однолистности раз­личных классов аналитических функций дан в работе [1]. Там же приведены резуль­таты, относящиеся к различным интегральным представлениям, в том числе к интег­ралу типа Коши. Придерживаясь обозначений и терминологии [1], [2], изучим достаточные условия однолистности функции вида:

Г {z)= (1>где (2)
— интеграл типа Коши с вещественной плотностью λ (Θ), θ ∈ [θ ,2 π jτ  =  √ θ, Pn (z) = ∑ C k z k —  полином степени п > 0  с комплексными коэффициентами.Л=0Интерес к функциям вида (1) обусловлен тем, что они связаны с решениями неко­торых случаев краевой задачи Римана и обратных краевых задач, когда граничные значения искомой функции заданы в полярных координатах. В обратных краевых задачах условия однолистности приобретают особую роль.Ниже через H(N,v) мы обозначаем множество всех функций φ (t), удовлетворяю­щих условию Гельдера [4] на отрезке [a, b]:∣φ('ι)-<P('2)∣≤ r̂∣'ι-'2для любых ^ι∕2 e  ≠  >  θ>θ <  V ≤  1.Т Е О Р Е М А  1. Функция

F (z )= e f ^  (3)однолистна в круге E  =  {z : ∣z∣ < 1} и вне E~ = {z : |г| ≥ 1}, если1°. x(θ) монотонно возрастает в интервале (α, β), монотонно убывает в интерва­ле (β,α+2π) и выполнено одно из следующих условий:



где

в  В  C  T M  и  в 15320 ∙ λ(Θ )∈ H (N ,v)i A > 0 ,  0 < λ < l ,  иτ j  q 1 ⅞ zλ—-—d τ + —In cfg —  < 2π, sin τ π 2i 1~1 _  V кг υ
⅞(Λf.v,« ) = * — /о (4)

где
πΛ1[ ⅛ h ⅛ ⅛ τ < 2 π ,
J  sinτо (5)

где

ω (/;%)= sup ∣x(θ1) -  x(θ2  J —  модуль непрерывности функции x(θ ); ∣θι-θ2 ∣≤'2π40 . ∫x(θ)dθ =  O,О
θ x ( θ ) = ∫ x ( τ ) Jτ ,о

. ∣‰1 1 rω *(2τjx). „
A2 И  J=  —  — ------- -dτ <  2π,4 π J ■ 2То sin -2 (6)

^θ1 + θ 2 '
I 2 ,Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Функция (3) как суперпозиция двух функций Q5 =  f ( z )  и e ro будет однолистной при однолистности каждой из них. Первая однолистна в обла­стях E  и Е~ при условии 1° по теореме Каплана [1]. Вторая однолистна в полосе ∣Ir∏G5∣ < π. • Таким образом, доказательство сводится к получению оценки: ∣Im ∕( z ) ∣< π  при ∣ z ∣ ≤ l ∏ ∣ z ∣ ≥ l .Запишем граничные значения функции f ( z )  по формулам Сохоцкого для 

Z =  e iQ  [3]. 2π 
f i (el θ ) =  ± ∣ x ( θ ) ÷  d VОПри выполнении одного из условий 2°, 3° или 4° на основании оценок для гармо­нических в круге функций [1] можно получить неравенство. 2π

(7)

о γ - θ (8)что и требовалось. ,Отметим, что на дугах окружности (c, a , е1 соответственно монотонно растет и монотонно убывает.З А М Е Ч А Н И Е . Условие 2° в теореме 1 можно несколько видоизменить [1]. Н а­пример, потребовать, чтобы∣x(θ1 ) -  x ( θ 2  J  ≤  A ∣co s θ 1 - c o s θ 2для любых θ 1 и θ 2 (θ1 ≠  θ2 ) из [θ, 2π]. Тогда функция (3) будет однолистной в £и е ~ при A  ≤  2π • Действительно, в этом случае имеет место оценка:

'β) и (e'βj e '(α +2 π ) j  величина F (c'θ )∣



Lim  Lw ' " " "  J  <⅞r± 2Я2π о71 / ∖ Y - θ J - √ τ )  ctg — d y  ≤ —-sin θ2Следовательно, при указанных А  неравенство (8) будет выполнено. Т Е О Р Е М А  2. Функция F ( z )  =  z e ^ )однолистна в круге E  и вне Е ',е сл и  2π удовлетворяет одному из условий:
(9) периодическая функция x(θ), θ ∈ [θ, 2π],

1°. √(θ)∈H(N,v), max x'(θ) -  min x'(θ) ≤ q ,  [0,2π] [0,2π]
λ0 (w ,v,^ )< 2 ;20. x'(θ) непрерывна, Aj [x, ] < 2 , ω ( r ,√ )  -.— модуль непрерывности функции χ'(θ);30 . x , (θ) сум м ируем а на [θ ,2 π ], A2 [ x '] < 2 , причем величиныA θ ( ∕V ,v ,q ) , A1 [√], Λ2 [x] вычисляются по формулам (4), (5), (6) соответственно.Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как

R e  z T T V  =  l m  l n f (z) =  j - a r g  F (z ) , arg =  Im / (z ) ,F (z )  αθ rfθто с учетом 2π—периодичности функции x(θ), θ ∈ [θ, 2к]и  формулы (7) для функции (9) при z =  e iQ  имеем:
F ( e 'θ) dθ 2π J- 2 -l θ - γ2 π J 2 x w c l s ^ F * i y + 1 ' ОПри выполнении одного из условий 1°, 2°, 3°на основании [1] справедлива оценка:1 2 fπ  1 Z/ x θ - γ  - f r ( γ ) c t g -

где Q  — одна из величин A0 , A1, A2 . Поэтому p . . ,⅛ '7 v V ,,F (e i θ ) ’ О 1)т. е. окружность z∣ = 1 перейдет в звездную относительно начала координат кривую.Далее, так как функция (9) в круге E  имеет единственный простой нуль в точке 
Z =  0 , а во внешности Е ~  один простой полюс при z  =  ∞ , то— u3Λ<argFi (z) =  ± l .2π ∣z∣=ιСледовательно, в силу принципа аргумента [1], [2] функция вида (9) будет одно­листной в E  и Е~ ■Для функции (1) при п >  1 имеет место.Т Е О Р Е М А  3. Пусть выполнено одно из условий 1°, 2°, 3° теоремы 2. Если p n (z) = z ∩ ( z - z 77 > ,  = Iz I >  R  ’ j ≈ L . p '

Λ > 1 + - , Ω < 2 ,1 - - Ω2 то функция (1) будет однолистной в j τ . Величина Q  имеет тот же смысл, что в теореме 2.

dy <^Ω , (10)

n -1 (12)



ι r ~C ' a e c r " * *  — 155
R e √ θ f ''<z >Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Для функции (1) напишем соотношение:

F ( X ° ⅛ ∣ l χ,<ιflc,β⅛ 1 ,β + 8 e 4 β

и оценим второе слагаемое при ∣z∣ ≤  1 R e ε ⅛  =  1 + R e f  ± L ≥ 1 - ÷ ± .  =  ^
Λ,(z) j⅛z-zj  £я-1 я - гВейлу (10), (12) и (13) получим неравенство (И ). Кроме того,— «3 «argF (z) =  l .2π ∣z∣=ιН а основании принципа аргумента функция (1) при п >  1 однолистна в Е .

(13)
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А Н Н О Т А Ц И Я . Предложен алгоритм решения одной задачи оптимизации с не­
четкой целевой функцией и четкими ограничениями. Данная постановка возникла 
при решении задачи оптимального распределения нагрузок для межпромыслового 
транспорта природного газа.

The algorithm o f  solution o f  one task o f  optimization with the fuzzy goal function and 
precise limitations is offered. The given setting has arisen at solution o f  the task o f  optimal 
allocation o f  loads fo r  an intertrade carrier o f  natural gas.Во многих задачах планирования приходится рассчитывать оптимальные планы работы экономических и технологических систем в условиях, когда некоторые эле­менты или подсистемы имеют свои локальные функции цели. При этом локальные цели могут быть заданы в нечеткой форме или в виде экспертных оценок на ограни­ченном естественном языке, а технологические ограничения должны выполняться строго.Под нечеткой целью подразумевается цель, которую можно описать как нечет­кое множество в соответствующем пространстве [1]. При обычном подходе функция


