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ЭЛЛИ П ТИ Ч ЕСКИ Е  
У Р А В Н Е Н И Я
И  К В А ЗИ - 
ГИ П ЕРБОЛИ Ч ЕСКИ Е  
О Т О Б Р А Ж Е Н И Я

АННОТАЦИЯ. Работа представляет собой модификацию результатов 
статьи О. Mapmuo и Ю. Вяйсяля [1] для квазигиперболических отображений. 
Устанавливаются условия, позволяющие находить решение дифференциаль­
ного уравнения второго порядка эллиптического типа в виде композиции 
отображения и решения другого уравнения.

The work represents updading results of the article O. Martio and J. Vgislglg 
[1] for quasihyperbolical mappings. Conditions, allowing to find the proof of the 
elliptic differential equation of the second order as composition of mapping and 
the proof of other equation, are established.

Структура нашей статьи и идеи, лежащие в основе доказательств, 
повторяют, в основном, струкзуру и идеи статьи [1]. Отсутствующие обо­
снования некоторых выводов можно найти в [1]. Наши результаты получе­
ны пересчетом результатов из [1] для случая квазигиперболических отобра­
жений.

Задача о представлении решений эллиптических уравнений в виде ком­
позиции с негомеоморфными отображениями была впервые рассмотрена 
Ю. Г. Решетником в [2], позже к ней обращались авторы работа [3].

В дальнейшем D h G — области в R”, n ≥ 2. Пусть f: D → Rn — отображе­
ние, для X ∈ D положим
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вестник τηyОтметим, что если для всех х из D Λ(f, х) не превосходит постоянной К, то отображение f непрерывно и согласно теореме Степанова-Радемахера почти всюду дифференцируемо [4].A CL p — класс функций абсолютно непрерывных на почти всех прямых, p≥l — показатель суммируемости производных функций из этого класса. О  классе ACLp см. [5|. Отображение f: D → Ru принадлежит классу ACLp, если все его координатные функции оттуда. Отметим, что класс A C L p совпа­дает с классом Соболева W, р. Если отображение f:D → Rn принадлежит ACL, то для почти всех х из D определена матрица Якоби f'(x) и якобиан J(f, х), производные понимаются в обычном смысле.Говорят, что отображение f пос тоянной ориентации, если почти для всех X из D знак якобиана один и тот же.
Замечание. Полагаем, что все рассматриваемые в статье отображения постоянной ориентации.
Определение 1. Отображение f: G → Rn называется К-квазиизометри- ческим, если существуют постоянные а и b, 0 <a≤b, такие, что для любого х из D выполненоa ≤ λ(f, х), Λ(f, х) ≤ b иОтметим, что в работе [1] эти отображения называются BLD-отображе- ниями.Через δ(x) будем обозначать расстояние от точки х до границы об­ласти G.
Определение 2. Отображение f: G → Rn называется К-квазигиперболичес- ким, если существуют две непрерывные положительные функции а и Ь, опре­деленные в G, такие, что для любой точки y∈G и x∈B(y,δ(y)∕2) выполненоа (у) ≤1 (f, х), Л (f, х) ≤b  (у),где В (у, г) шар с центром в у радиуса г.Другие, эквивалентные определения квазигиперболических отображе­ний, приведены в работе [6].
Определение 3. A CL-отображение f : G → Rn называется отображением с ограниченным искажением с коэффициентом К (К-квазирегулярным ото­бражением), если для почти всех х из GΛn(f, х) ≤ К J(f, х).Приведем необходимые сведения из работы [1]. Пусть р>1,A: D×Rn-÷R дифференциальный эллиптический оператор второго порядка в дивергентной форме, р>1. Это означает, что А удовлетворяет следующим условиям:(a) Для каждого ε>0 существует замкнутое множество F c D  такое, что m(D∖F) < е и ограничение А на FxRn непрерывно, m(U) — мера Лебега мно­жества U.(b) Существуют положительные числа γ1 γ2 такие, что для почти всех x∈D и всех h∈R" выполнено

Ia (х, h)∣ ≤γ l∣h∣p-' (1)( ограниченность)А (х, h)∙h ≥γ2∣ h∣p (равномерная эллиптичность). (2)
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Непрерывная А С Ь р-функция u: D —> R является решением уравнения V∙A(x,Vu(x)) =  0, (3)если для всех φ∈ C 0Bos(D) выполнено
∫ A (x, Vu(x)) ∙ Vφ(x)dm (x) = О
DПусть теперь f — A C L  — отображение области G  в область D. Оператор ГtfA  определяется формулойf *A(x, h) =  J(f, x)f (X)1 A(f(x), f (x)1*h)rесли J(f,x) № Or если ж е J(f,x) =  0 или не существует, то положим PA (x,h) =  A(f(x),h). Напомним, что f (х) — матрица Якоби, если T —матри­ца, то T 1 — обратная, Т ’ — транспонированная матрицы.Вид оператора f # объясняется теоремой 3.11 [1], в которой показано, что решение уравнения V-A =  O определяет решение уравнения V -P  =  O (в нашей статье это теорема 3).В [1] операторы А и P  А  удовлетворяют условиям (1) и (2). Наши резуль­таты обусловлены ослаблением этих условий.Мы предполагаем, что оператор P A  удовлетворяет условию (а) и усло­вию (с), то есть существуют две положительные функции γ ' 1 и γ , 2, опреде­ленные на G , такие, что существует положительное число М , с которым для каждой точки y∈ G  выполнено7 ' 1(y ) ∕γ '2(y) + 7 '  2(y)∕7',(y) ≤ м -и для каждой точки x∈B(y,d(y)∕2) имеет место оценка∣f*A(x,h) ∣≤γ',(y) I h |₽-’ (4)(локальная ограниченность)и f*A (x,h)∙h≥ γ '2(y) ∣ h ∣ p (5)(локальная равномерная эллиптичность)Теореме 3.9 [Ij у нас будет соответствовать.

Теорема 1. Пусть f: G → D A C L  — отображение такое, что J( f r х) > 0 почти всюду, оператор А  удовлетворяет условиям (а) и (в), оператор P A  удовлет­воряет условиям (а) и (с). Тогда(1) f — квазигиперболическое отображение, если p≠n,(2) f о т о б р аж ен и е с ограни ченн ы м  и ск а ж е н и е м , если р =  п и функция J(f,x) локально интегрируемая.
Доказательство. Пусть у — произвольная точка из G . Ограничение f на В(у,8(у)/2)удовлетворяет условиям теоремы 3.9 из [1]. Повторяя рассужде­ния из этой теоремы, заключаем, что для почти всех х из B(y,δ(y)∕2) выпол­нены следующие условия. При р =  пΛ"(f,x) < (7l7 , 1(y)z 7 '2(y)72)λn(f- х)Так как множитель перед λn в (6) ограничен сверху числом (γ1 γ2)M, с учетом локальной интегрируемости якобиана J(f,x)r заключаем, что f являет­ся отображением с ограниченным искажением.При p>n Λ(f, х) ≤ (71∕7 ' 2(y))ιz'p n̂l =  Ь(у) (7)(8)(9)(10)
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Пары неравенств (7), (8) и (9), (10) означают, что при p≠n f является M квазиизометрическим в шаре B(y,δ(y)∕2).Если p>n, M n < (b(y)∕a(y))ιz2 =  (γlγ',(y)∕γ2γ 2(y)),z2lμ'"≤(Mγιzγ2)'z2∙p если p<n, M n ≤(Q(y)∕q(y)) =  (γ,γ'1(y)∕γ2γ '2(y))a< (Mγιzγ2)o1 где α =  (n-p +  1 )∕(2p(n-p)).Таким образом, отображение f является M t — квазигиперболическим на G. Теореме 3.15 [1] соответствует.
Теорема 2. Предположим p≠n, уравнение (3) удовлетворяет условиям (а) и (в) и отображение f: G → D является К-квазигинерболическим.Тогда оператор P A  удовлетворяет условиям (а) и (с) в G, где функции γ '1 и γ ' зависят только от А, К, р и п
Доказательство. Пусть y∈ G . Рассмотрим ограничение f на шар В =  B(y,δ(y)∕2). Отображению f | В соответствует оператор P y А — ограничение P A  на BxRn. f∣ В — К-квазиизометрическое отображение, тогда по теореме 3.15 [1] P y A  удовлетворяет условиям (а) и (в) с постоянными γ , l (у) и у '2(у).Теперь покроем область G счетным набором шаров {Bκ} вида B(y,δ(y)∕2), где y∈G. Так как P A ∣(B k×Rn) удовлетворяет условию (а), для любого ε>0 найдется замкнутое множество Fk⊂Bk, m(Bk∖ Fk)< ε ∕2 k такое, что отображе­ние f*A ∣(B k×Rn) непрерывно. Пусть Uk =  B,.∖ Fk , U =Ui/*.Тогда m(U) ≤∑Uk < ∑ ε ∕2 k =  ε. Положим, F =  G∖U. При помощи соотно­шений двойственности для объединений и пересечений можно проверить, что F =  UFk.По построению отображение P A  непрерывно на всех множествах Fk×Rπ, k∈N, следовательно, непрерывно и на F, кроме того,m(G∖F) < ε .Таким образом, свойство (а) выполнено.Проверим свойство (с). Так как f К-квазигиперболическое отображе­ние, найдутся непрерывные положительные функции а и b HaG такие, что для любой точки y∈G и x∈B(y,δ(y)∕2) выполненоa(y) ≤λ(f,x), Λ(f,x)≤b(y) .Положим, как и в теореме 3.15 [1] h* =  f (х) ,*h , тогда∣f*A(x,h)∣ =  ∣J(f,x)f (x)lA(f,x),h*11 ≤ Λ n(f,x)λ l (f1x) ∣ A(f(x),h*) ∣ ≤≤ (g,bn(y)∕a(y)) ∣h , ∣∣> l ≤ (bn(y)g1∕a(y)λp , (y)) ∣h∣P , ≤ (g,bn(y)∕ap(y)) ∣ h I р , .Итак, ∣f"A(x,h)∣ ≤ (g1bn(y)∕ap(y))∣h∣p l . (11)Так же, как в [ 11, доказывается оценкаPA(x,h)∙h =  J(f,x)A(f(x),h )-h*≥ J(f,x)γ, ∣ h* ∣p ≥ (λn(f,x)γ2∕Λ p(f,x)) | h ∣р ≥> (γ2an(y)∕bp(y))∣h∣p. (12)Положим γ '1(y) =  (bn(y)∕ap(y))γ1 γ '2(y) =  (an(y)∕bp(y))γ. ,тогда γ '1(y)∕γ'2(y) +  γ , 2(y ) ∕γ '1(y)≤ κ p+nγ ∕γ 2 ÷ V %  =  с .Таким образом, P A  удовлетворяет свойству (с).Теореме 3.17 [1] соответствует.



Теорема 3 . Пусть f : G → D — К-квазигинерболическое отображение. Предположим, что и — решение уравненияV A =  O b D. Тогда v =  uof является решением уравненияV∙f*A =  O b G.
Доказательство. Пусть y∈ G , тогда ограничение f на шар B =  B (y,δ(y)∕2) является квазиизометрическим отображением. По теореме 3.17 [1] ограничение функции v =  uof на В есть решение уравнения V-HA =  0 в шаре В . Так как точка у была взята произвольно в B1 функция v =  uof является решением уравнения V∙f*A =  0 во всей области G .
Замечание. Из приведенного доказательства видно, что условие квазиги­перболичности f избыточно, достаточно потребовать существования по­крытия области G шарами, на каждом из которых f К- квазиизометрично.
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ГРУППОВЫЕ 
СРАВНЕНИИ 
В  ИETO ДЕ
ПЕРА РХИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА

АННОТАЦИЯ. Предложен метод обработки иерархической системы, ког­
да сравнение проводится между подмножествами (группами) элементов, а 
не между отдельными элементами. Получены соответствующие формулы. 
Проведена апробация на стандартном примере. Предложенный метод по­
зволяет повысить надежность экспертных оценок.

The method Ofprocessing of hierarchical system is offered when the comparison 
will be carried out between sets (groups) instead of between elements. The


