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АННОТАЦИЯ. На основе тождеств Грина построены три группы интег­
ральных соотношений, верных для функций, заданных на границе области. 
Тождества пригодны для исследования интегральных операторов, возника­
ющих при построении интегральных уравнений, аналогичных полученным 
на основе теории потенциала для уравнения Лапласа.

Taking as a basis identities type of Green were Consnructed three groups of 
integral formulas. They are right for arbitrrary functions given on the border final 
domain. Formulas are suitable for investigation of integral operators arisen 
according to the creation of the theories analogical with the theory of integral 
equations of the potential theory.

Для получения тождеств используются: интегральное представление про­
извольной гармонической функции [l]r интегральное представление произ­
вольной кватернионной аналитической функции [2], интегральное представ­
ление произвольного решения дифференциальных уравнений Ляме в теории 
упругости [3]. C помощью этих тождеств в статье исследуются спектраль­
ные свойства соответствующих операторов. Методика построения тождеств 
может быть применена к другим дифференциальным операторам и этим 
расширяется область ее применимости.

Выпишем все исходные интегральные тождества.
а). Интегральное представление гармонической функции q (у), [1]. Вве- 

дем обозначения х∈S, q(y)∈C2(d+ ), ∣r∣ = ∣x - y∣, y∈R3 , nx ,ny -  внешние 

нормали к поверхности S в точках х, у, D+ — конечная область с кусочно­

гладкой границей S, δ(y) = ∙
О, y⅛D+

1, y∈D +

у ∈ R 7S (1)



б) . Интегральное представление произвольной кватернионной аналити­
ческой функции, [2].

δ (y ^ W " ⅛ i v ∣rjn *4 ^ ' s  (2)
Это представление записано для функций, удовлетворяющих в области 

D' кватернионному равенству Vq =  0 (3)где V — кватернионный оператор Гамильтона, V  = e i3 ∕9 x i < e 1, θ2r е3 — мнимые единицы кватерниона, q — кватернион, Ч = Qo ÷ Чιe ι +4∑e 2 +  Чзе з = 4o +  < f , q0 — действительная, a q' = 4ι^ι + 4 2 e 2 ÷43 e 3 -  мнимая части кватерниона.В равенствах (2) и (3) умножение выполняется в соответствии с правила­ми умножения кватернионов. Если интерпретировать мнимые единицы 
е r е„ е3, как орты декартового базиса, то произведение кватернионов может быть представлено через скалярное и векторное умножение векторов. Пусть Q = Qo+ Q'* P = P o + P -  тогда

qp = qoPo ÷qoP'÷Po4, ÷ q z × p ' - q ' ∙ p '  И)где ( ∙) ,( × ) -  скалярное и векторное умножения векторов.в) . Интегральное представление решений уравнений теории упругости, [3 J.
δ(y)q(y) = ∫ f  (х) ∙  U(x, у )<lxS -  ∫  q(x) ∙  φ(x, y)d xS (5)

S Sгде f(x) — граничные значения вектора напряжения, a q(x) —граничные значения вектора перемещения точек упругого тела, занимающего область 
D*, U(xr у) — тензор Кельвина-Сомильяна, a Φ(xr у) — силовой тензор вли­яния, причем 116πμ(l -  v)∣r∣ ( 3 -4 v ) l + гг

/ ∖/ ∖ ∏ ·  Г( l - 2 v X n r - r n - n ∙ r I ) - 3 - у г г  ,
|г|где x r у  — радиус-векторы точек пространства, г = х -  y ,n r,rn ,rr диад- ные произведения векторов, I — единичный тензор, v  — коэффициент П у­ассона, μ  -  постоянная Ламе. Вектор напряжения f — вычисляется по век­тору перемещения q с помощью дифференциального оператора напряжений 

T . [41:
Tnq(x) = 2μ ⅛ + λn(V ∙  q)+ μ(n X (V × q)) = f (х), (6)здесь λ  = 2μv / (1 -  2ν), п -  нормаль в точке площадки, на которой вычисля­ется вектор напряжения.Для равноправия вхождения производных в левые и правые части в ра­венстве (1) следует вычислить нормальную производную, получится систс-
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ма двух равенств, выражающая саму функцию и ее нормалыгую производ­
ную в области через их граничные значения. Равенство (2) не дополняется, 
а к равенству (5) следует добавить это же равенство после применения к 
нему дифференциального оператора напряжения. Дополнительные уравне­
ния имеют вид:

δ(y)Tl lv q = ∫T nγ U (x,y).f(x)d x S - T ny ∫q (x )∙φ (x ,y ) ix S
S S

В исходных представлениях (1), (2), (5) и дополнительных равенствах (7) 
и (8) следует перейти к пределу на границу области. Существенную роль в 
таких предельных переходах играют интегралы типа Гаусса. В теории по­
тенциала такой интеграл имеет вид у ∈ D +y ∈ Sу ∈ D '

Причем в случае YeS это равенство имеет место для ляпуновской повер­
хности. Для кватернионных аналитических функций применяется аналог 
интеграла Гаусса:

y∈D + 

y e S  

у ∈ D“

Здесь η —мнимый кватернион, V — кватернионный оператор Гамильто­
на и умножение под интегралом выполняется по правилу (4). В теории 
упругости также имеет место аналог интеграла Гаусса

-1, y e D +

∫φ(x,y)dx S = -* 1 , у eS
S

о, у ∈ D

Интегралы (10) и (11) в случае YeS сингулярны, понимаются в смысле 
главного значения по Коши и верны для ляпуновских поверхностей. Клас­
сические выкладки, связанные с предельным переходом известны, запишем 
конечный результат во всех трех случаях.

а). Для гармонической функции имеем два предельных равенства, [ 1J:

⅛ y 
lθnj

(13)



37Здесь выполнен предельный переход к точке z∈S из области D*. В после­днем равенстве производная d∕dny κε занесена под интеграл, так как в про­тивном случае потребовалось бы определить смысл интеграла, содержащего высокую особенность подынтегральной функции.б). Для кватернионной аналитической функции предельное равенство имеет вид, [2].
(M)в). Аналогично для теории упругости, [3]:

P∏,q(z )] = 2 jφ ( z ,x ) ∙ f ( x ) d xS -  Iim T
(15)

Если функции q(x) и их производные являются граничными значениями решений соответствующих краевых задач, то равенства (12)-(16) являются тождествами. Используем их для получения тождеств, содержащих произ­вол.Если в представлении (1) заменить q(x) πdq∕dnχ произвольными функци­ями <р(х) и ψ(x) соответственно, то функцияp(y) = iri∙ψ d x S - - 7 - f φ τ r - ∏ d x S , y ∈ D +κ v '  4 π {∣r ∣ψ  x  4 π { ψ ∂nx  ∣r∣ x  jо обудет гармонической. Используя интеграл Гаусса (9), можно получить пре­дельные граничные значения этой гармонической функции и ее производ­ной по направлению ny. Подстановка этих функций в левые и правые части тождеств (12)-(13) приводит к равенствам, содержащим две произвольные функции φ и ψ. Введем граничные интегральные операторы :

Подстановка приводит к равенствам
φ + Vψ -  Bφ = V(ψ + Gψ -  Mφ) -  β(φ + Vψ -  Bφ);

ψ + Gψ -  Mφ = G(ψ + Gψ -  Mφ) -  M(φ + Vψ -  Bφ);

(18)(19)
Произвол в выборе функций φ и ψ позволяет положить их последова­тельно равными нулю. Окончательно получим:

VGψ = BVψ; ψ = G 2ψ -  MVψ;

φ = B 2φ -  VMφ; MBφ = GMφ;верные для произвольных функций <р и ψ.
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б). Имеют место аналогичные рассуждения для интегрального представ­

ления кватернионной аналитической функции |2].
В равенстве (2) функцию q(x) под интегралом можно заменить на произ­

вольную кватернионную функцию φ(x):

p ( y ) = ^ ∫ v jJin χφ(χ )d χs , У€ ° +

S
Непосредственно проверяется, что Vp(y)≈0. Используя (10), можно вы­

числить предельное граничное значение функции р(у) и подставить его в 
тождество (14). Введем оператор

А Ч =  ⅛ J v

S

(20)

∣r∣= X- у , y ∈s (21)

вид соответственно, [2]:
получим:

Тогда предельные равенства (14) и (20) имеют 
q = Aq; p + = 2πφ + 2πAφ . Подставляя р* вместо q,

’ A2 φ = φ  (22)
Это равенство является тождеством для произвольной кватернионной 

функции φ. Оно может быть преобразовано в четыре тождества. Пусть дан 
произвольный кватернион φ ≡= φ 0 ÷ ψ  , где φ ft -  его скалярная, a ψ — век­
торная части . Используя вид оператора А, векторную интерпретацию ква­
тернионного умножения (4) и произвол в выборе φ 0 ,ψ  тождества (22) пред­
ставляются в формеΦn = B 2φβ - F C φ 0 ; C B φ β = DCφ 0 ; BFψ =  FDψ; ψ =  - C F ψ  + D 2ψ;
где буквами В, С, D, F обозначены интегральные операторы:

(23)

(24)

1
,× n xφ 9dxS;Bφ0 =

1 fl'  1Fψ :“ 2π { V - × n x
)

∙ψd χS;1 f 1 Г 1 ''Dψ " 2 π { - V — ·  η,∣r∣ <Ψ + V I I × η I  Irl x J × ψ dxSS

(25)

в). Пользуясь представлением решения теории упругости в форме (5) и 
предельными равенствами (15) и (16), можно получить тождества типа (18)- 
(19), (23)-(24) для интегральных операторов теории упругости. Введем опе­
раторы

Hφ
Kφ

=  2 ∫φ (x )∙U (x ,z)d xS; К 'φ = 2 ∫φ (x )∙Φ (x ,z)d xS;
S S= 2 ∫Φ (z,x)∙φ (x)d 11S; Lφ = Iim
*{. yeO*.y→z.GS

(26)



BECTHHiCПервый из этих операторов известен как прямое значение обобщенного потенциала простого слоя, второй — прямое значение обобщенного потен­циала двойного слоя.Техника получения тождеств громоздка, но аналогична предыдущему. Впервые они получены Д. Г. Натрошвили, [4] и имеют следующий вид:
HKφ = K*Hφ; LHφ = K 2φ - φ ;  (27)

HLψ = - ψ  + (К ’ )2ψ; К Lψ = LK *ψ (28)Применим полученные тождества для получения ряда известных и но­вых фактов.а) . Рассмотрим тождества (18)-(19).
Теорема 1. Спектры операторов В и G действительны, совпадаю!’, соб­ственные числа имеют равные конечные кратности, могуг сгущаться только к нулю и расположены на полуинтервале H ;  о
Доказательство. Действительно, известно что оператор В — оператор потенциала двойного слоя, его спектр дискретен, расположен на полуинтер­вале [-1: 1), собственные числа имеют конечную кратность и могут сгущать­ся лишь к нулю.Пусть Bφ =  λφ , тогда из последнего равенства (19) следует GιMφ = λMφ , то есть собственные числа λ принадлежат спектру оператора G, a Μφ явля­ются соответствующими собственными функциями. Аналогично доказыва­ется обратное утверждение. Этим устанавливается взаимно однозначное соответствие между спектрами операторов B n G .Далее легко устанавливаются спектральные свойства операторов V M  и MV. Действительно, из первого равенства (19) следует VMφ = ^λ2 -  l^φ , а из последнего равенства (18) — M V ψ  = ^λ2 -  1 jψ  , причем ψ  — Μ φ  .б) . Из тождеств (23) и (24) следуют две теоремы.
Теорема 2. За исключением точек λ = ±l спектры операторов B h D совпадают, собственные числа имеют одинаковую кратность, а собственные функции взаимно выражаются с помощью квадратур.
Доказательство. Известно, что спектр оператора потенциала двойного слоя В дискретен, собственные числа {λ} имеют конечную кратность, могут сгущаться к точке λ = О, {λ} ∈ [- 1,1)· Покажем, что если исключить λ = ±l, то спектры операторов B h D тождественно совпадут.Пусть Bφ = λφ . Обозначим Cφ = ψ . Подставляя в тождества (23) вме­сто j0 величину j и учитывая введенные значения, найдем:Dψ = λψ, Fψ = (λ2 - l ) φ .Следовательно, всякой собственной функции φ оператора В соответству­ет собственная функция ψ оператора D1 и они взаимно пересчитываются с помощью операторов C h F. Аналогично доказывается, что всякой соб­ственной функции оператора D соответствует собственная функция опера­тора В. Из взаимно однозначного соответствия собственных функций опе­раторов B h D следует равная конечная кратность собственных чисел этих операторов и наличие одной точки сгущения λ = 0.
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TeopeNfa 3. Точки λ⅛=l являются точками непрерывного спектра опера­тора D бесконечной кратности.
Доказательство. По определению [6] число λ будет точкой непрерывно­го спектра оператора D, если найдется некомпактная последовательность <pn такая, что Iim (D -  λl)φ ll -  0 . Пусть такая последовательность уже найдена.

I l→ ∞Подставляя ее в тождества (24) и переходя к пределу, найдем Iim (BFφn -λ F φ n ) = O; Iim ∣CF<pn -(1 -λ^ )φ n ]= θ .
П—>00 п—>o°lИз первого предельного равенства следует, что либо Fqn=O, тогда из вто­рого равенства и иекомпактности последовательности φπ вытекает, что λ  = ±l, либо Hm Fφn = ψ, Bψ = λψ тогда из иекомпактности последовательности n—>αoφn и второго равенства следует, что Cψ ≡ 0 и λ = ± l .Точки λ = ± l оказываются собственными числами оператора D бесконеч­ной кратности. Действительно, введем в рассмотрение кватернион φ =φ0 +ψ, где φ.,≡=0, ψ~ Vw и w — произвольная гармоническая функция в области D + H D"*. Легко видеть, что кватернион φ — К-аналитическая функция в области гармоничности функции w . Для граничны х значений К-аналитической функции φ верно равенство Aφ = ±<р.Если использовать соотношения (22) и (25), то для граничных значений кватерниона φ из этого равенства получится Dψ=±ψ. Следовательно, λ = ±l являются собственными числами оператора D и из произвольности гармо­нической функции следует их бесконечная кратность.в). Обратимся теперь к граничным сингулярным интегральным уравне­ниям теории упругости, которые могут быть записаны через операторы (26). φ-K*<p = -  2v; φ÷Kφ=2fr где у — граничное значение вектора перемеще­ния, a f — граничное значение вектора напряжения. Первое интегральное уравнение реш ает первую , а второе — вторую краевые задачи, (аналоги задач Дирихле и Неймана в теории упругости). Аналогично пункту а тождества (27)-(28) позволяют доказать совпадение спектров операторов К и К*, что является аналогом второй теоремы Фредгольма для вполне непре­рывных операторов. В отличие от вполне непрерывных операторов содер­жание четвертой теоремы Фредгольма изменяется.Теорема 4. Спектры интегральных операторов теории упругости имеют не одну, а три точки непрерывного спектра.Доказательство опирается на обобщение теоремы Вейля о вполне непре­рывных возмущениях: прибавление к замкнутому линейному оператору произвольного вполне непрерывного оператора не изменяет непрерывной части спектра [6j.

Доказательство. Действительно, интегральные операторы теории упру­гости К и К* (26) с учетом ядра Φ(xfy) и оператора D (25) представляются в виде сумм К = -βD÷T l; К* = -βD+T2, где β — число, зависящее от коэффици­ента Пуассона, D — сингулярный интегральный оператор, имеющий три точки непрерывного спектра, a T 1 и T2 — интегральные операторы со сла­бой особенностью, которые можно считать вполне непрерывными возму­щениями оператора βD. Следовательно, операторы К и К* имеют такое же количество точек непрерывного спектра, что и оператор D.
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Другое применение тождеств (27) и (28) в теории упругости было указа­

но Д. Г. Натрошвили. В теории упругости тождества (27) — (28) позволяют 
преобразовать интегральные уравнения первого рода к интегральным урав­
нениям второго рода, что обеспечивает корректность задачи и возможность 
использования теорем существования и единственности.

Таким образом, предложена схема построения интегральных тождеств 
определенного типа и на различных примерах показана эффективность их 
применения для исследования свойств интегральных операторов.
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К О С Ы Е  CKA Ч К И  
У П Л О ТН Е Н И Я
В  Г А ЗО В ЗВ Е С Я Х

АННОТАЦИЯ. Приводятся результаты теоретического анализа равно­
весного состояния смеси газа с твердыми несжимаемыми инертными час­
тицами за косыми скачками уплотнения с учетом конечности объема, зани­
маемого дисперсной фазой.

The analysis result of balance gas-particle condition over obligue shock wave 
are reduced.


