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Другое применение тождеств (27) и (28) в теории упругости было указа­

но Д. Г. Натрошвили. В теории упругости тождества (27) — (28) позволяют 
преобразовать интегральные уравнения первого рода к интегральным урав­
нениям второго рода, что обеспечивает корректность задачи и возможность 
использования теорем существования и единственности.

Таким образом, предложена схема построения интегральных тождеств 
определенного типа и на различных примерах показана эффективность их 
применения для исследования свойств интегральных операторов.
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В  Г А ЗО В ЗВ Е С Я Х

АННОТАЦИЯ. Приводятся результаты теоретического анализа равно­
весного состояния смеси газа с твердыми несжимаемыми инертными час­
тицами за косыми скачками уплотнения с учетом конечности объема, зани­
маемого дисперсной фазой.

The analysis result of balance gas-particle condition over obligue shock wave 
are reduced.
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В большинстве известных теоретических исследований, посвященных 

анализу структуры УВ в газовзвесях, пренебрегается влиянием объемного 
содержания дисперсных частиц на замороженные и равновесные парамет­
ры фаз и смеси (см., например, обзор [1 ]). Впервые учет конечности объема, 
занимаемого твердыми частицами, на отмеченные выше параметры смеси 
за плоскими УВ осуществлен в работе [2]. Детальное изучение влияния объем­
ной доли твердых инертных частиц на давление газа в области заморожен­
ного печения фаз приведено в работе [3]. В статье [4] осуществляется теоре­
тический анализ замороженной ударной адиабаты инертной газовзвеси и 
отмечается невозможность скачков давления бесконечной интенсивности 
вследствие конечности объема, занимаемого твердыми несжимаемыми час­
тицами. Анализ замороженных, равновесных и детонационных ударных ади­
абат реагирующих смесей газа с твердыми частицами топлива с учетом объем­
ной доли дисперсной фазы приводится в работе [5]. Влияние конечности 
объема, занимаемого твердыми сжимаемыми частицами, на сжатие инерт­
ной газовзвеси за фронтами УВ обсуждается в работе (6). Предельные со­
стояния разреженных дисперсных смесей "газ-частицы" и двухкомпонент­
ных сжимаемых твердых сред за отраженными от жесткой стенки УВ 
анализируются в работе [7].

В настоящей работе проводится аналитическое исследование влияния 
объемного содержания твердых несжимаемых частиц на равновесные пара­
метры инертной газовзвеси за косыми УВ.

/. Основные уравнения и соотношения на ударных скачках. При из­
вестных допущениях механики многофазных дисперсных сред двумерные 
плоские ударноволновые течения разреженных бесстолкновительных мо- 
нодисперсных инертных газовзвесей описываются следующей системой ос­
новных дифференциальных уравнений движения фаз:

2
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0 r∙Здесь через pi ,p i JVivJVJvJiXzJei ; E z обозначены соответственно средняя и истинная плотности, составляющие скорости относительно осей Ox и Oy ла­бораторной системы координат, объемное содержание, удельные внутрен­няя и полная энергии i-й фазы; р — давление газа; F v и F v — составляю­щие силового взаимодействия фаз; О  — интенсивность контактного теплообмена газа с частицами; jΓ и Cz — соответственно температура и удельная теплоемкость при постоянном объеме i-й составляющей гетеро­генной смеси; l ,λ  ∣ — показатель адиабаты, динамическая вязкость и коэффициент теплопроводности газовой фазы; T v  и T τ  характерные вре­мена выравнивания скоростей и температур газовой и дисперсной фаз в смеси.Уравнения (1.1) описывают течения инертных газовзвесей с учетом не­равновесных эффектов силового и теплового взаимодействия фаз. Указан­ные эффекты следует учитывать тогда, когда характерные релаксационные времена τ y  и τ τ  сравнимы с характерным газодинамическим временем задачи ( τ 0∙) , т. е. Tg  ∣Tv  ~1 и Tg∣Tt ~ ∖. В предельных случаях τσ ∕τ r < < l, τcJ τ τ <<Λ и τc ∕τy  » 1 ,  τσ ∕ τ 7 > > l  эффекты неравно­весное™ несущественны и анализ целесообразно проводить в рамках соот­ветственно "замороженной” и термодинамически-равновесной моделей га- зовзвеси.Согласно равновесной модели газовзвеси система уравнений (1. 1) при V lv= V 2v= V v, V ly = V 2v= V y , T 1 = T 2= T  сводится к уравнениям газовой динамики для "эффективного” газа с усложненным уравнением состояния [6]
P= p R T =  ( Г -  1)рс, е =  сТ, с =  %1 C1 + X2 C2 ,

X1 + x 2 =  1,
/

«. V Г

Здесь p ,e ,p ,R ,V ,c ,> a  — плотность, удельная внутренняя энергия, давле­ние, газовая постоянная, показатель адиабаты, удельная теплоемкост ь, ско­рость звука равновесной смеси газа и твердых частиц; R 1 — газовая посто­янная несущей составляющей смеси; a 1 — скорость звука газовой фазы; X1 и X2 — массовые концентрации газа и частиц.
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отметить, что при CL̂ «  1 в выражениях (1.2) для Г и а можно 

полагать α 1≈ I и /?» /? , Y1 ≡ const и с ≡ const, т. е. при весьма малых объем­
ных концентрациях взвеси равновесная смесь моделируется идеальным ка- 
лорически-совершенным “эффективным" газом.

Интегральные уравнения движения равновесной газовзвеси приводятся 
к следующим соотношениям на ударных скачках, связывающим параметры 
“эффективного" газа перед и за фронтом УВ в системе координат х Oy , 
связанной с поверхностью разрыва.

[pυ λ' ] = υ;0 -  p υ 1' = 0 (υ ' = ν ' = v„ -  Dx ;

[ υ φ ι ⅛ - υ J = 0  (υf = υ r'  = υ r - D , ;

[/’ + pv'^  ]=  (pu + Puv 'J ) - ( p  + p υ ? ) = О,

Здесь индексом “0" внизу отмечены параметры смеси перед скачком 
уплотнения. Через V'.Vιl и Vr

, ,Vr обозначены нормальные и касательные к 
поверхности скачка скорости "эффективного" газа в системе координат, 
связанной с поверхностью разрыва (x'0y,), и в лабораторной системе коор­
динат (xθy); D — скорость УВ.

2. Влияние объемного содержания частиц на параметры газовзвеси 
в равновесной области двухфазного течения за косой УВ.

В скачках уплотнения соотношения между параметрами равновесных 
смесей в областях движения (0) и (е) определяются только законами сохра­
нения массы, импульса и энергии, а также уравнениями состояния "эффек­
тивного" газа. Поэтому для определения этих соотношений можно вынести 
из рассмотрения релаксационный слой (/·) и ввести одну эффективную по­
верхность сильного разрыва, разделяющую области невозмущенного (0) и 
возмущенного (е) равновесного течения газовзвеси. На введенной таким 
образом эффективной поверхности разрыва будут справедливыми соотно­
шения на скачках для “эффективного" газа (1.3). Обозначим через φ и θ 
соответственно углы падения и отклонения потока равновесной газовзвеси 
в косом скачке уплотнения.

Из интегралов массы и импульса на ударном скачке найдем выражение 
для квадрата плотнос ти потока равновесной смеси

(ч'п = ч',0 = ч' siM -

Дополнительно из системы уравнений (1.2) и (1.3) можно получить урав­
нение ударной адиабаты равновесной смеси

Po =  (г - 1 ÷ 2oc2,, )pe + (г +1 -  2oι,0 )∕>0
P (γ  +  1)λ , +  (Γ -1 )p0

(2.2)
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Из уравнений (1.3), (2. 1) и (2.2) следует соотношение

Po _ Vy _ (г  - 1 ÷ 2ct20 )p0v γ0 + 2Γp0

p,^ 4 '0 ^ (γ + i)a ⅛ 2 · (23)

Выберем прямоугольную систему координат х”0у", связанную с поверх­
ностью разрыва, ось х” которой направлена вдоль скорости натекающего 

потока V0" =  V0 . Обозначим через V" и V" составляющие скорости равно­

весного потока V. в новой системе координат. В соответствии с законом 
ортогонального преобразования компонент вектора следует, что

υ i  = υ". sinφ ~ υ" cosφ, υ'0 = sinφ = υ0'sinφ, υ'. = υ" cosφ + v" sinφ,

v'λ = υ"cos⅞> = υ0'cosφ (υ∕0 = υt'0 , и/, = ⅛ ). ( 2  4 )

C использованием условия непрерывности касательной составляющей 

скорости равновесной смеси при переходе через ударный скачок V∫o = v ' ι, 
(см. второе соотношение в (1.3)) система уравнений (2.4) преобразуется к 
виду

Подставляя в (2.3) выражение для ν ',  из (2.4) получим следующее урав­
нение

„ _ ⅛  _ (r  - 1 + 2 «20 )po⅛2 Sin2 φ + 2Γp0 
tgφ~  (Г + l)p0V⅞ sin2 φ

C помощью последних двух уравнений найдем зависимость, выражающую 
угол отклонения потока равновесной газовзвеси Θ через угол падения φ.

Далее, преобразуя выражение (2. 6) с помощью соотношений (2.4) — (2.5), 
находим искомое уравнение

C использованием определения критической скорости равновесной сме­
си (a J  и на основе уравнения Бернулли

Гр„
‰Pθ √



вестник

уравнение (2. 8) можно представить в виде

При α20- »0 и соответственно Γ→γ уравнение (2.9) переходит в известное в газовой динамике уравнение ударной поляры.Если скорость смеси перед скачком υ'θ близка к равновесной скорости звука (α0 )∣ то разложив дробь в формуле (2.8) по степеням (½,J - ¾ )  и (υ'' - π l l), получим приближенное выражение для угла отклонения потока
⅛2θ ≈ θ 2

В соответствии с (2.13) экстремум функции Θ по ар1ументу V "  дает мак­симальное значение угла отклонения потока взвеси в слабой УВ
(2.14)Таким образом, в результате выполненного исследования получено урав­нение ударной поляры для равновесных смесей газа с твердыми несжимае­мыми инертными частицами с учетом объемного содержания дисперсной фазы.Выведены зависимости для предельных углов отклонения потока равно­весной смеси за слабыми косыми скачками уплотнения. Установлено, что при прочих одинаковых параметрах (υ'^,α0 , Г) максимальное значения угла отклонения потока ) за слабыми скачками уплотнения линейно зависит от объемного содержания частиц (a20).

Л И Т Е Р А Т У Р А1. Ивандаев А. И., Кутушев A. Γ.f Нигмагулин Р. И. Газовая динамика многофаз­ных сред. Ударные и детонационные волны в газовзвесях // Итоги науки и техники. Сер. Механика жидкости и газа / ВИНИТИ. 1981. Т. 16. С . 209-293.2. Rudinger G. Some effects of finite particle volume on the dynamics of gas-particle mixtures // AIAAJournaI. 1965. Vol. 3. №. 7. P. 1217 — 1222.3. Schmiit von Schubert B. J .  Existence and uniqueness of normal shock waves in gas­particle mixtures // J . Fluid Mech. 1969. Vol. 38. N. 3. P. 633-655.4. Бондаренко O . H. О б ударной адиабате в смеси газа с частицами // Изв. АН С С С Р . М Ж Г. 1979. № 5. С . 165-167.5. Ахатов И. LlJ., Вайнштейн П. Б., Нигмагулин Р. И. Структура детонационных волн в газовзвесях унитарного топлива // Изв. АН  С С С Р . М Ж Г. 1981. № 5. С . 47-53.6. Медведев A. E., Федоров А. В., Фомин В. М. Исследование адиабат гетероген­ной детонации // ФГВ. 1987. Т. 23 № 2. С . 115-121.7. Арутюнян Г. М. Термогидродинамика гетерогенных смесей. M.: Наука, 1991. 271с.8. Miura H., Saito T., Glass I. 1. Shock wave reflection from rigid wall in a dusty gas ∣∣ Proc. R. Soc.. London. 1986. A. 404. P. 55-67.


