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УДК 517.11
О Б  О П Е Р А Ц И Я Х  Н А Д  Р Е К У Р С И В Н О ­
П Е Р Е Ч И С Л И М Ы М И  М Н О Ж Е С Т В А М И , 2

АННОТАЦИЯ. В точности установлено, к какому классу будет принад­
лежать X × Y  и XUY, если X u Y  взяты из классов рекурсивных, креативных, 
простых, псевдопростых или псевдокреативных множеств.

In this article we precisely establish what a set X x Y  and X U Y  will be when 
X  and Y are from the classes of recursive, creative, simple, pseudosimple or 
pseudocreative sets.В работах [1, 2] семейство всех рекурсивно-перечислимых множеств (РПМ) было разбито на пять классов: R — рекурсивных, C  — креативных, S  — простых, PS — псевдопростых и P C — псевдокреативных множеств. Определения этих классов можно найти в [3, 4].В заметке [3] было полностью выяснено, к какому классу будет при­надлежать X®Y и X∩ Y для X h Y, взятых из пяти указанных выше клас­сов. В данной заметке решается аналогичная проблема для X x Y  и X u Y . Пусть N =  {0,1,2,... }, X  = N - X  для X C N  и если X lY c N , тоXΦ Y =  {2xιxeX} U {2y +  1 y ∈ Y } ,X x Y =  {<x, y>rx∈X, y∈Y},где <х, у> гёделевский номер пары чисел (х, у), х, y∈N. 

Лемма 1.1. [А. Лахлан, см. 4] X × Y  ∈ C  о  X e C  или Y e C . Заметим также, что X x Y e R  о  X fYeR.
Лемма 1.2. Если X h Y бесконечные множества, то X x Y  g S U PS.
Доказательство.Ясно, что X x Y g S  для любых X ,Y C N . Пусть X  — нерекурсивно и 

Z  с  X  X Y. Тогда РПМ  Z состоит из некоторых элементов <х, у > , где XgX  или ygY. Если n =  < x r у>, то пусть 1 и г такие общерекурсивные функции (ОРФ), что l(n )= x  и г(п) =  у (4). Тогда
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будет рекурсивно-перечислимым подмножеством X . Так как X  u D ≠ N  (иначе X  оказалось бы рекурсивным множеством), то пусть d ∈ X u D .  Тогда {<d, y>: y∈Y} будет бесконечным подмножеством D u ( X x Y ) l как только Y — бесконечное множество. Следовательно, X×Y⅛PS.Лемма 1.3. Если X∈ R , то(а) Y  ∈ R ≠> X  × Y  ∈ R;(б ) Y ∈ S = > X × Y ∈ P S U P C ;(в) Y  ∈ PS => X  X Y  ∈ PS U PC;(г) Y  ∈ PC =>Х ж Y  ∈ PC.Доказательство.Пункт (а) очевиден.(б) Если X  бесконечно, то X  × Y  ί  C  U PS U S по леммам 1.1 и 1.2. Но XxY — нерекурсивное множество и поэтому X×Y⅛PC. Аналогично дока­зываются утверждения пунктов (в) и (г) в случае бесконечности X .Пусть X =  {О}. Тогда X  × Y  ∈ PS, т. к. Z ∩ (X  × Y ) = 0  и Z ∩ (XxY) ∈ S, где РПМ Z =  {< x ,y  >: x ≠ 0 , у ∈ N }.(в) Если Y∈ PS, то существует РП М  Y ’ такое, что YUY = 0  и YUY ∈ S. Если X = { 0 } , то опять X  × Y  ∈ PS, т. к. Z∩ (X  × Y) = 0  и Z∩(X×Y) ∈ S f где РПМ Z =  {<x,y>: x≠ 0 , у ∈ N} U {<O,y>ry ∈ Y'}.(г) Выше замечено, что X×Y⅛RUCUS и X×Y⅛PS, если X  бесконечноемножество (V’ автоматически бесконечно, так как Y∈PC). _______Пусть X  — конечное, скажем X={xor∙∙∙∣x∏}* n ≥ 0, и РПМ Z ⊂ X × Y . Если Z* =  {r(z): l(z)= X0 I z∈Z},то Z 1Q Y  и  Z ’UY не иммунно, т. к. Y∈PC. Следовательно, и X×Y⅛PS.Лемма 1.4. Если X∈SUPSUPC, то Y∈SUPSUPC => X×Y∈PC. □ Доказательство.Следует из лемм 1.1, 1.2 и нерекурсивности X ×Y . ОИтак, все возможные 15 случаев, каким должно быть X xY , рассмотрены.Начнем с очевидного факта: если X∈S, то XUY∈S или XuYeR, точнее X u Y  — конечно.Лемма 2.1. Если X ∈ C , a Y  принадлежит одному из классов R, С, PS или PC, то X u Y  может принадлежать любому из этих четырех классов.Доказательство. _  fЕсли K∈C, то X e C , где X =(K Φ N )Φ Z для любого РПМ Z, a Y=(N Φ Z , )Φ0, как и (NΦN)ΦZ , , принадлежит тому же классу из четырех, указанных в лемме, что и Z , . Но X U Y  =  (NΦN)ΦZ.Теперь утверждение леммы становится очевидным, если Z h Z b опре­делении X h Y  независимо друг от друга пробегают представители из классов R, С , PS и PC. □Следующие две леммы завершают решение сформулированной выше проблемы для X u Y .



Γ⅛48~U * e  '  τ  » l f  ∙r ~ J  IЛемма 2.2. Если X  е PS1 то(а) Y ∈ PS => X U Y ∈ R U PS U S;(б) Y e PC ≠> X  U Y  e R U PS U S U PC.Доказательство.(а) Если ZePS1 тоX  =  N Φ Z , Y =  Z Ф N => X 1Y ∈ PS л X U Y =  N φ N e R ;X  =  Y =  Z =S> X 1Y ∈ PS Л X  U Y =  Z ∈ PS.Разобьем простое множество S на два нерекурсивных РПМ X h Y [4]. Тогда X 1Y е PS и X  U Y e S.Осталось показать, что объединение двух псевдопростых множеств Aj и B1 не может быть креативным или псевдокреативным множеством. Но для A 1 и B1 найдутся РПМ A 2 и B2 такие, что A 1∩A2 =  0 , B1∩B2 =  0  и A 1 U A 21 B1 U B2 ∈ S. Пусть C 1 =  A 1 U B1 и C 2 =  A 2 ∩ B2. Ясно, что C 2c  C i . Покажем, что C 1 u  C 2 конечно (и тогда C 1∈R) или C 1 U C 2 ∈ S. Пусть РПМ D c C 1 u  C 2 . Так как D 1 =  DOA2 и D2 =  DOB2 являются рекурсивно-перечис­лимыми подмножествами дополнений простых множеств B 1 U B2 и A 1 U A2 соответственно, то D 1 и D2 — конечные множества. Поэтому C∖(D1 D2) — рекурсивно-перечислимое подмножество как A 1 и  A2 , так и B1 B2 , т. е. опять конечно. Значит, и все D — конечное множество.(б) Пусть AePS и BePC и CeS. ТогдаX  =  AΦN, Y =  BΦN ≠ > X ∈ P S λ Y ∈ P C λ X u Y =  NφNeR;X  =  a ΦN, Y  =  0ФВ => X  е PS Л Y ∈ PC Λ X  U Y =  AφNePS;X  =  АФ 0, Y =  NΦB = > X e  PS Λ Y e  PC A X U Y =  NφBePC;X  =  (NΦ0)ΦC, Y =  (ΒΦΝ) Ф 0 =>X e  PS A Y e  PC A X U Y  =  (NΦN)ΦC e S.Осталось показать, что A U В£С. Так как А е PS1 то найдется РПМ D такое, что A∩D =  0  и A  U D =  S. Предположим, что A u D e C .  Тогда суще­ствует общерекурсивная функция (ОРФ) f  такая, что(∀n)(Wn C A u B  =>∕(n) е ( A u B )  ∩ W n ),где Wn — РПМ с постовским номером п. Придем к противоречию, ес­ли покажем, что BeC.Пусть Wn Q B  и Wm =  Wn ∩ С . Заметим, что m =  m(n) находится по η эффективно. Если ОРФ g такова, что W g w  =  W x  U { ∕(x )}  [4], то
f  (m) е A u  В ∩ Wm Л W g(m) S  A u  В ,∕g(m ) е A u B  ∩ WK(m) Л W ggfml C A u B ,
Итак,/ (m ),∕g(m ),∕gg(m )1... есть рекурсивное перечисление некоторого бесконечного РПМ, содержащегося в A u B  ∩W m и тем более в В ∩ Wm . Но A u D e S n  поэтому, перечисляя C  эффективно, можно найти элемент Pn =  f  g ∙. g(m), принадлежащий С . Тогда pne Wn и h(n) =  pn будет ОРФ, обладающей следующим свойством:
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(∀n)(Wn  c  B => h(n) е В  ∩ VVn  ).Значит, B e C ,  что противоречит выбору множества В. □Лемма 2.3. Если X ,Y  ∈ PC, то X  ∪ Y e  R U C  ∪ S ∪ PS U PC.Доказательство.Пусть A eP C  и B eS. ТогдаX =  Aφ N , Y  =  N φ A  => X e P C  Л Y e P C  Λ X  U Y  =  NΦN∈R;X =  (AΦN)ΦB, Y  =  (NΦA)ΦB =*XePC Л Y eP C  A X u Y =  (NφN)ΦBeS;X =  ((AΦN)Φ0)ΦB, Y  =  ((NΦA)Φ0)ΦB =>

XePC л  YePC A X u Y =  ((NφN)φ0)φBePS;X  =  Y  =  А  => X e P C  A Y e P C  A X u Y  =  AePC.Осталось показать, что объединение двух псевдокреативных множеств может быть некоторым креактивным множеством К. Разобьем К по Фридбергу-Ейтсу на два Т-несравнимых РПМ  X h Y. Тогда X  U Y =  K, но X,Y£C, т. к. креативные множества среди РПМ имеют наибольшую Т-степень. По лемме 2.2. X , Y  е  PC. Q
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Метод оп ерат орн ого  полином а  
н а и л уч ш его  р а в н о м е р н о го  приближ ения  
р еш ен и я  м ат ричны х ур а вн ен и и

АННОТАЦИЯ, в 1959 году С. Я. Альпером разработан полином, наилуч­
шего равномерного приближения функции 1/(а—z) на комплексной плоско­
сти в круге ∕>∣z∣, ∣α∣> ∕. На этой основе в статье предложен метод реше­
ния операторных уравнений, спектры операторов которых расположены 
ни комплексной плоскости в круге произвольного радиуса с центром в про­
извольной точке Zq.


