
сной фазы при p5 = 500 кт/м3 , ( = 0

Рис. 2а. Возмущение концентрации диспср 
сной фазы при p̂  = 1500 кг/м3 , t = 0

Рис. 26. Возмущение концентрации диспер­
сной фазы при p°=1500 кг/м3 , с =300с
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П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н А Я  З А Д А  ЧА О В О Л Н А Х  
Н А С В О БО Д Н О Й  П О В Е РХ Н О С ТИ  
Д В У Х Ф А З Н О Й  С М Е С И

АННОТАЦИЯ. Поставлена пространственная задача о поверхностных волнах 
на слое двухфазной смеси. Задача решена в нелинейной постановке с точностью до 
второго приближения по малому амплитудному параметру, решение получено в 
виде затухающих бегущих волн. Найдены фазовая скорость, частота и декремент 
затухания волны, определено возмущение концентрации дисперсной фазы.
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The edge problem o f superficial waves on a layer o f  a two-phase m ix is put forward 

The problem is solved in linear approximation, the solution revealed fading progressive 
waves. The authors have defined speed, frequency, decrement o f  attenuation o f  a wave and 
volume fraction o f disperse phase.

Многофазные и, в частности, двухфазные среды широко распространены в при­
роде и различных технологических процессах. Наличие в жидкости взвешенных ча­
стиц оказывает существенное влияние на распространение поверхностных волн [1]. 
Чтобы оценить это влияние, необходимо найти аналитические зависимости основ­
ных параметров волнового движения от характеристик многофазной смеси. В слу­
чае плоскопараллельного движения смеси эти зависимости были получены в работе 
[2], в [3] с точностью до второго приближения по малому амплитудному параметру 
решена нелинейная задача о плоских волнах, что позволило определить волновое 
возмущение концентрации дисперсной фазы. Целью настоящей работы является ре­
шение нелинейной задачи о распространении пространственных волн по свободной 
поверхности. Используемая в этой работе модель носит более широкий характер, 
чем в работах [2], [3], так как учитывает силу присоединенных масс.

1. Математическая модель. Рассматривается слой дисперсной смеси постоянной 
глубины, находящийся на твердом горизонтальном основании. Сверху слой грани­
чит со средой пренебрежимо малой плотности, характеризующейся постоянным дав­
лением Pfl (в частности атмосферным). Считаем, что несущая фаза —  идеальная 
несжимаемая жидкость, вязкость которой проявляется только на межфазной грани­
це, дисперсная — недеформируемые частицы одного размера. Бесстолкновительное 
движение такой среды в отсутствие тепло- и массообмена описывается многоскоро­
стными уравнениями сохранения массы и импульса [4]

- ÷  = - α i VPi + ( - l) i a 1a 2χ m p° dt ( d√; λ∣( dt dt JPi =PΓa ∣ , a j + a 2 = 1 » p °= c o n s t, i = 1,2 . (11)
Здесь индексы i = 1,2 соответственно относятся к несущей и дисперсной фазе; звез­
дочкой (где это необходимо) обозначены размерные величины; oq, V* =(v*ζ , v*y ,viz), 

ħ » Pi * Р? — объемная концентрация, вектор скорости, давление, приведенная и 
истинная плотность i-й фазы; g — вектор ускорения силы тяжести. Эмпирический 
коэффициент R характеризует силу вязкого трения Стокса, вызванную несовпадени­
ем скоростей фаз. Например, для сферических частиц радиуса а его значение прини­
мается равным R = 9η ∕2a 2 , где η — коэффициент динамической вязкости жидко­
сти. Второе слагаемое в правой части уравнений движения (1.1) соответствует силе 
присоединенных масс, возникающей из-за ускоренного движения частиц относитель­
но несущей фазы. Значение коэффициента χ m определяется экспериментально. В слу­
чае идеальной несжимаемой несущей фазы χ m = 1/2 [4].

Введем декартову систему координат так, чтобы невозмущенная свободная по­
верхность совпадала с плоскостью z =0, а дно -  с плоскостью /  = √  ( I * —  толщина 
слоя); ось z направлена вертикально вверх. Для того, чтобы система (1.1) описыва­
ла волновое движение смеси, необходимо ввести волновые возмущения концентра­
ции и давления, олагая, что в отсутствие волны среда находится в покое, из уравне­
ний движения (1.1) при vi = 0 и условия равенства давлений на невозмущенной
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свободной поверхности τ = 0  находим гидростатические составляю щ ие давлений Pio =Pα —p°gz*. С чи тая , что возмущения давления, вызванные распространением вол­ны, одинаковы в обеих фазах и равны pz [2], получаемPi =  Pβ -  P?gz* +  р ' > i =  1,2. (1.2)П редполагая, что в невозмущенном слое смеси дисперсная фаза распределена рав­номерно, объемные концентрации фаз можно представить в виде:α 1 =  l - a 0 - a ' ,  a 2 = a o + a ' ,  (1.3)где a o  =const и с/ —  концентрация дисперсной фазы в покоящемся слое смеси и ее волновое возмущение соответственно. Подставляя (1.2) и (1.3) в уравнения (1.1), получаем систему уравнений для описания волнового движения смеси - ^ → ( l - a 0 - a ' ) V v ;  - V j  V a z =  O,∂t⅛ ∙  +  ( a 0 + a z)VV2 +  v'2 V a z =  O , θtP? + ∣ P Γ ( a o + < * ' ) l ⅛ - ⅛ ( a o + < * ' ) ⅛ - R ( a 0 + a ')(v½ -v ; ) + V p z =  O ,I 2 J dt 2 dt

⅛ ∙ -  (1 -  a o  -  a')v[r  -  (a o  + a')v'2 l к  Д  fo -  «о -  « 'К  + («о+az> iy ]=о. 
ду

(р? +∣P F θ -a o ~ a ') ] ^ ⅛ -∣P Γ θ - a o - a z)^ ⅛ ∙+ R (l-a 0 - a z)(v J-v j)+ V p '= 0 . (1.4) 
) dl 2 dtН а свободной поверхности среды z* = f(t\ x \  у*) должны выполняться кинематическое и ди1 !амическое граничные условия [2], которые представляют собой условия отсутствия потока маосы смеси через поверхность и непрерывности потока импульса соответственно 

«1 v In +  <*2v 2n =  v ∏, P  =  « 1 р 1 +  «2 Р 2  =  Pf l.где a 1 v ln  +  a 2 v 2n и V n —  нормальные проекции объемной скорости смеси и свобод­ной поверхности. C  учетом равенств (1.2) и (1.3) кинематическое и динамическое условия принимают вид:
+ ⅛  [(1 -  «о -  a ' M .  + («о +  

dxP^^∣P°(1 ^̂ a o - a )+ P2(a o + a )]gz * = θ >  z * = ξ ( l , .x * .y * ) .  (1∙5)где p o  =  ( l - a 0 )pθ +  a o p 2 — плотность покоящейся смеси. Считая, что поток массы через твердую поверхность горизонтального основания отсутствует, на дне получа­ем условие непротекания для каждой фазы [4]v⅛ =  0 , i =  1,2, z ‘ =  - Г  . (1.6)Система уравнений (1 .4 )-(1 .6 ) образует замкнутую математическую модель для определения неизвестных скоростей волнового движения фаз, возмущений давления и концентрации, а также формы свобдной поверхности.
2. Краевая задача о пространственных волнах. Рассматриваем пространственное движение д вухфазной среды, вызванное распространением по свободной поверхности слоя прогрессивной волны длиной λ . Фазовая скорость распространения трехмерной волны вдоль оси х ’  равна с* , эта величина также подлежит определению в процессе решения задачи. В данном случае переменная х * может входить в решение только в комбинации х* -c*t* . Полагаем , что длина волны много больше характерного разме­ра дисперсных частиц ( λ  »  а ) и высоты волны ( λ> > ξmaλ). Последнее условие позволя­ет искать решение в виде разложения по малому амплитудному параметру

£ “  k⅞maχ >
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(2.1)

где к = 2π ∕λ  — волновое число. Предполагаем, что волна периодична по х* и у и 
плоскость z* = 0  проходит вдоль среднего уровня волновой поверхности. Это рав­
носильно выполнению следующих условий

ξ(t, ,χ ∙  + λ1, у* + λ 2 )≈  ξ(t*, X*, у’ ),

∫dx* ∫ξ(t*,x*,y*)iy* = 0 ,
о о

где λ 1 и λ2 — длины волны в направлении осей х* и у* соответственно. 
Обезразмерим переменные и величины, входящие в (1.4) -  (1.6), (2.1), считая, что 

все волновые возмущения одного порядка малости ε
t* = t∕k c" , х* = х /к , у* = y ∕k ,  z* = z ∕k ,  Г  = l ∕k ,  p° = p 0 μ i ,

R = Po kco r , a ,  = ε a 0γ , ξ = ε ς ∕k , v∙ = εc0 v i , р ' = εp 0 c 2 p , с* =  c0c , (2.2)
где с0 — фазовая скорость, соответствующая линейной задаче. П одставляя (2.2) в 
(1.4)-(1.6), (2.1), получаем следующую нелинейную краевую задачу.

В области, занятой смесью, выполняются уравнения
θv u  l 9 v Iy l ∂ y lz

Эх Эу Эг

Эу / \- a °c θ→ (1 - a J = 0 ,- ε α 0

⅛γ Эу
Эу ∂z +V 2̂ +v2ya7+v2jЭу 3z

= 0 ,

l  1 <*v 2s / ∖ ⅜— - μ la ° c - ^ - - r a ° ( v 2ι - vb)+ ^ ÷∂ v h  ∂ v ., ∂ v hv∙*-^+v∙>V+v,1 âΓ∂v∣1 Al 2  1 f  5 v lι θv u - a Γ ∣ ∣ + ε  I μ ∙ a ¼ l Γ + v ∙ > V + v ∂v⅛
11 дг

∂ v 2,  . ∂ v 2 t  v j x l Γ + V3 v 21 ∂ v 2,  ∂ v 2 iv b -Эх
2»

* - ⅛ ] -  

> 0 .

- ^ μ 1( l-a 0 > ^ s ∙ + r(l-a0 Xv2 1- v l,)+ ⅛  + 

v ι ⅛  +  ⅜  +  V*  ¾ ]  ’  r a °γ <v * ’  V“ ; 

Al 21 Г θvb ∂v. ∂v∣r ε W v∙*̂‰+v*̂⅛+v,∙-‰ ̂ v=
- . . ⅛ * ÷ - . , ⅛ ÷ ∙ . . ¾ ] -  

⅛ ] ∙ 0 ∙

s = x, у» z . (2.3) 
На свободной поверхности z = ες(t, х, у) заданы граничные условия 
c∣M , - c^ )v∣z ~ a °v 2l  + ε∣∣⅛ - a ° K  +  ≈ov 2 z ]-a oγ(v iz - * u ) +  ∣∣[(1

+ ε 2 a °γ { t B v 2 x  “  * t e ) +  "  v 'y ⅞ =  ° ’

P-V oς+ε(μ1 - μ 2 H-yς = 0 , v 2 = g ∕k c 2

I / <½t  ∂vu
\  * ∂l

На дне Z = - /

vi l = 0 , i = l,2.
Условия (2.1) в безразмерных величинах примут вид: 

(  2π 2π^

K2  )

- V

{  Э*1.a 4 v u - ‰

dv2.
г’ Эу 21

- a 0 )vl y + a o v 2 y ]j

O ∙ (2.4)

(2.5)

2ι√κ1 2π∕κ2
- ς ( l >x>y), ∫  dx ∫ς(t,x ,y )dy  = 0 ,

о о
(2.6)



где κ1 = k1∕k  = λ ∕λ 1 , κ2 = k2 ∕k  = λ ∕λ 2 , а волновые числа k 1 и к2 связаны с длинами 
волны λ 1 и λ 2 соотношениями k 1 = 2 π ∕λ 1 , k 2 = 2 π ∕λ 2 .

Граничные условия (2.4) заданы на неизвестной поверхности z = ες(t, х, у). Раз­
ложим неизвестные функции, входящие в (2.4), в ряд Тейлора в окрестности невозму­
щенной свободной поверхности z = 0 , например,

Данное преобразование позволяет свести граничные условия (2.4) к условиям на 
фиксированной поверхности z = 0 . Выпишем преобразованные граничные условия 
с точностью до ε 1 .

Решение краевой задачи будем искать в виде рядов по степеням малого параметра εv i = 2 ∕ v jk > P = ∑ ε k Pk . T = ∑ ε kγk , ς = ∑ ε kς k , c = l + ∑ ε kck . (2.8)∣ς=0 k=0 k=0 k=0 k ~* 1
Подставляя ряды (2.8) в (2.3), (2.5) -  (2.7) и выписывая коэффициенты при ε0 и ε l , 
получаем системы уравнений и граничных условий для определения решения в пер­
вом и во втором приближениях соответственно. Для определения первого приближе­
ния имеем

дур +  θ v 2xθ +  ^ v 2yO +  ∂ v 2 z0  _  θ 

Э( Эх Эг Эг
∂ y 2s0

Э1

— = ( l - α o )v1 2 0+ α o v2 z 0 , z = 0 ,

s =  x ,y ,z .  (2.9)

2π
K1

(2-10)
(2-11)

Po - v oGo = 0 > z = 0 . 
v iz0 = 0 , i = l,2 , Z = - / .

Во втором приближении задача имеет вид

= 0,



(μ1 + - “») p y h - ̂ μ∣(l - α°>⅛ + r(1 - c⅛Xvbi - vuι)+ + cι ̂ Из + ∣M∣O ) j⅛ 5̂  ̂  ⅜μ ' (l ̂  “° H r  ] +

s = x ,y ,z .  (2.13)Н а свободной поверхности выполняются кинематическое и динамическое гранич­ные условия^√ l-¾ K ι-<4V 2ιi + q ^  +  ̂ [(l-‰>ι.o + ‰v110)-α0γ0(v21o→ ι.o)+ ^k∙-<⅛ Xι,o +  α o''2,o]=0 ∙ z = 0∙ P ι - V o ς ,+ ( μ 1 - μ 2 H γ o ς o + ^ - ς o  = ° .  z  =  0 ∙ ( 2 Л 4 )На дне заданы условия непротеканияv iz i= O , i =  l ,2 , z =  - l .  (2 ∙1 5 )Функция ς∣(t, х) также должна удовлетворять условиям
(2.16)

(  2π 2πΛ 2n∕ κ ι 2^ κ *ς1 t ,x  + - ,у +  —  = ς 1( t ,x ,y ) , ∫ dx ∫ ς 1(t,x ,y )d y  =  0 .
I  κ ∙ κ 2 jo jo3. Решение задачи в первом (линейном) приближении. Определим решение линей­ной задачи (2.9) -  (2.12). Исключая компоненты скоростей фаз из системы (2.9), полу­чаем два уравнения для определения возмущений давления р0 и концентрации γ0 

δpo+- ⅛ .⅛  + -½L⅛.=O,2 ( l - a 0 ) 3t2 l - a 0 ∂t
д, >⅛÷¾⅛)⅛⅛.t ⅛ . 0  (3.1)2 St2 ∂tВычитая из первого уравнения второе, получаем уравнение для определения возму­щения концентрации дисперсной фазы γ0∂ 2 γ0 , 2г ⅞γ0  0∂t2 (μ ∣+ 2 μ ) ∂tгде μ =  O - a o i i 2 + a o∏ι • Общее решение этого уравнения с точностью  д о произ­вольных функций

2г
Yo=Φ1(x.y.z> μ∙+2g '+ φ 2 (χ ,y ,z),^ о ^ н а ч м ь , ^ ^ X a χ 7  p a c n Pe f l e j l e i u i e  возмущения концентра- о м е и г  времени возмущений концентрации не было,
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получаем φi (х, у, z )≡ 0 . Следовательно, уравнение для γ0 имеет только тривиаль­ное решение γ0 = θ . (3.2)Тогда из (3.1) для возмущения давления следует уравнение Лапласа∆po = 0 . (3.3)Кроме уравнения (3.3), функция р0 должна удовлетворять граничным условиям на свободной поверхности и дне. Из условий непротекания (2.11) и уравнений движе­ния (2.9) следует условие на дне ⅛≤- = 0 , Z = - / .  (3.4)OZИз уравнений движения (2.9) и граничных условий на свободной поверхности (2.10) получаем условие для р0 при z = 0a 3p0 2r ∂ 2 p0 (μl +2 μ)v* ∂ 2 p0 , 2γ v 2 θpo  λ  _ _ л---- Г" 4----- 7--------- \ 7Г" +  7--------- Г "τ~√ 1-----7--------- ∖ T — = θ » z = 0 .  (3.5)∂t3 μ 1(l + 2μ2 ) 5t2 μ 1(l + 2μ2 ) 3tθz μ 1(l + 2μ2 ) ЭхИз условий (2.10) и (2.12) следуют условие периодичности и интегральное условие для р0 2π∕κ∣ 2π∕κ2∫ dx ∫ p0 (t, х, y,θ)dy = 0 .о оТаким образом, для определения функции р0 имеем задачу (3.3) -  (3.6). Решение уравнения Л а п л аса (3.3) находим методом разделения переменны х P0 =X(t,x)γ(ι,y)z(t,z). Функции X  = X(t, х), Y  = Y (t ,y ) , Z  = Z(t,z) являются решения­ми обыкновенных дифференциальных уравненийX xx + m 12 X  = 0 , Y yy ÷ m 2 Y = 0 ,  Z t t - m 2 Z  =  0 , где m ∣, m2 , m — постоянные разделения и m12 + m2 =  m2 . Из условия на дне (3.4) следует, что Z z (t,- / ) = 0 . Решение дифференциальных уравнений, удовлетворяю­щее этому условию и содержащее переменную х только в комбинации х —t (про­грессивная волна), имеет вид:X  = C 1(t)sinm1( x -t) + C 2 (t)cosm1(x--l), Y = C 3(t)sinm2y+C 4(t)cosm2y , Z  = C 5 (t)chm(z+/). Для выполнения условия периодичности необходимо потребовать, чтобы m1 = κ 1n , m2 = κ2n , m = n ( п = 1,2,3...). Условие m∣2 +  m2 = m2 выполнено в силу того, что к 2 + κ 2 = 1. Без ограничения общности можно положить n = 1, тогдаГП] = Kj , m2 — K2 , гл = 1.Расписывая sinκ1(x -t)  и cosκ1(x-t) и перегруппировывая сомножители, получаем Po =[Kj(t)sin κ∣x + K 2 (t)cos κ1x]sin κ2 ych(z + ∕)+ [K 3 (t)sin κ1x+ K 4 (t)cos κ l x]sin κ 2 ych(z + /) где K 1(t) = C 3 (t)C5 (t)[C1(t)cosκ∣t÷C2 (t)sin κ1(], K 2 (t)=C3 (t)C5 (t)[C2 (t)cosκ1t - C 1(t)sinκ1t], K 3 (t)=C4 (t)C5 (t)(C1(t)cosκ1t+ C 2 (t)sinκ1t]. K 4 (t)=C4 (t)Cj (t)(C2 (t)cosκ1t - C 1(t)sinκ1t](3.7) Подставляя (3.7) в (3.5) и приравнивая к нулю коэффициенты при синусах и косинусах, получаем четыре однородных дифференциалыгых уравнения третьего порядка с по­стоянными коэффициентами для определения неизвестных коэффициентов К l (t)

μ ι( l +  2 μ 2 ) μ 1(l + 2μ 2 ) th ∕K '( t) 2γ V q μ 1(l + 2μ 2 ) th/ K j (t)= 0 ,  i=1...4.
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Чтобы найти функции К i (t), необходимо решить характеристическое уравнение

V ÷ - A - χ λ2 ÷ ⅛ ^ 4 t h ∕ λ + - ⅛ . mz = o. (3.8)μ∣(l + 2μ2 ) μ ,( l÷ 2 μ 2 ) μ ,( l + 2μ2 )Заметим, что коэффициенты данного уравнения удовлетворяют критерию  устойчи­вости Гурвица [6]. Кубичное уравнение (3.8) будем решать при п ом ощ и  формулы Кардано [7]. Обозначим
Q  = — + — ,4 27

⅜,(l÷⅝⅜,>¾HM-⅛ Г, J , , μ ( | t  f c  3 μ ιμ ι),.f t ,].72μ12 (l + 2μ2 )2 54μJ(l + 2 μ 2 )3Здесь для краткост» записи введены новые величины, имеющие размерность скорости г, = c 0 r =  R ∕p 0 k ,  V? = c 2
o v 2

o  =  g ∕k .При Q  > О существует колебательное движение жидкости, так как в этом случае уравнение имеет пару комплексно-сопряженных корней. П ри Q ≤ 0  колебательного движения нет. Следовательно, условием существования волнового движения явля­ется выполнение условия Q > О или64r14 + 9 μ 1(l + 2μ2 Xμ 1 +2μ)3 v 2 th2 ∕  +  4r12v 2 th ∕ [27μ2 (l + 2 μ 2 )2 -1 8 μ l (l +  2 μ 2 X μ 1 + 2 μ ) - ( μ 1 + 2 μ ) 2 ]>O ∙ Очевидно, что достаточным, но не необходимым условием выполнения условия Q > 0  является справедливость неравенства \|/>0или 4r12 - 3 μ ∣( l÷ 2 μ 2 Xμ 1 + 2 μ )v 2 th/ < 0 .Комплексно-сопряженные корни уравнения (3.8) определяются выражением
λ = - -L

C0

±

1 1χ. Ix2 + ψ5 3 χ ∣xi i ψ, 5 , 2 r ><112 V 4 27 T 2 V 4 27 3 μ 1 (l +  2 μ 2 )
t i ⅛cO

I 1
к .2  %..3 3 к  2 4.,3 3χ  + X jl ψ X Ix  a ψ2 1I 4 +  27 2 ) ' 4 27I-В случае распространения по свободной поверхности слоя прогрессивной волны не­обходимо выполнение равенства Im λ  = K 1 или

омплексно-сопряженным корням, для которых это равенство не вы полнено, соот­ветствуют стоячие волны с периодом τ = 2π∕Im  λ  [5]. Уравнение (3.9) —  это диспер­сионное соотношение, из которого следует найти частоту волны ω = k c o (илифазо­вую скорость с 0 ). Из (3.9) получаем 0 k

Очевидно, что, вне зависимости от знака χ ,  с0 > 0 . Корни характеристического уравнения (3.8) можно записать в виде λ  = - b ± i κ 1 , где b = β ∕k c 0 — безразмерный декремент затухания волны. Размерный декремент β определяется выражением
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C _» 1χ +  M 2 +  ψ3 3 X Ix2 . Ψ3 ’  , 2 r '2 ' Ц 4 '2 7 T 2 V 4 27 3μ1(l + 2μ2 )> (3.11)

и полностью совпадает с декрементом затухания плоской волны [2]. Подставляя λ  = - b  ± iκ 1 в уравнение (3.9), получаем выражение, связывающее квадрат фазовой скорости и декремент затухания волныM ι÷2μ μ 1(l + 2μ2 ) v 2 th ∕ + _______I l l _____1 μι(l + 2μ2 ) J. (3-12)Корням характеристического уравнения λ = - b ± i κ 1 соответствуют решения дифференциальных уравненийK i (t)= e^b t[κ il sin κl t + K i2 cos κ1t], / = 1..4 ,где K l l , K i2 —  произвольные постоянные. Сравнивая эти выражения с (3.7), находимK 1 ( t) = C 1e bt [C4 sin κ 1t +  C 3 cos κ 1t], K 2 (t)= C ∣e b t[ - C 3 sin κ1t +  C 4 cos κ1t], Kλ(i) = C 2c'"b ,[C4 sinκ1t + C 3 cosκ1t], K 4 (t) = C 2c"b t[ - C 3 sin κ1t + C 4 cos κ1t], C i = const. Подставляя эти функции в (3.7), получаем возмущение давленияP0 = c b' (С1 sin κ2 y + C 2 cos κ2y)[C3 sin κ1(x -  t)+ C 4 cos κ1(x-t)]ch(z + /) Число произвольных постоянных, входящих в pθ, можно сократить до трех, пере­обозначив их,

Тогда
e ~b tP0 = L ------co sκ 1( x - t  + ε∣)cosκo(y + ε 2 )ch(z + /). (3.13)
ShZПостоянные L , ε 1 , ε 2 могут быть определены из начальной формы волны [5].Из пятого и восьмого уравнений системы (2.9) находим уравнения для определе­ния компонент скоростей несущей v∣z0 и дисперсной v 2z0 фаз.

θ v lzθ _  H 2α 0 θ v 2 z θ _______ J_____ ⅜ 0θt μ ι ( l - a o ) θt  μ ι ( l - a 0 ) 3 z  ’ μ ,(l +  2 μ , ) ¾ l + 2 r ¾ M  +  3 μ ⅛ + 2 r ⅛ 2 = 0 .Э г  at dldz dzПодставляя в эти уравнения р0 из (3.13) и интегрируя сначала второе, а затем и первое, находимe~blviz0 = L -----[м, sinκ1(x -t+ ε 1)-N i cosκ1(x-t+ ε 1)]cosκ2(y+ε2 )sh(z+/), i =  1,2 (3.14)stVгде M1 [l÷2(b2 -bκf)ι1μ2 (l-μ 1Xl÷2μ2)∕d], M2 = -√ ‰ [l + 2(b2 + x ⅛ r (1 - μ 2 Xl + 2μ2 )∕d],b2 + √  b*+κ l2d = (2r-bμ∣(l + 2μ2 ))2 + κ 2μ 2 (l + 2μ2 )2j N 1 -b*+κf [-b+2(b2 + ⅛ ( l - μ ,  X2r-bμ1(l+⅛2 ))∕d],
N 2 = - r ⅛  I- b + 2(b2 +  κ 12 )11 (1 - μ 2 X2r -  bμ 1 (1 +  2μ2 ))∕d]. b + κ 1
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Аналогично определяются и функции v ix0  и vi y 0 .v ix0  =  K1L - —  [Ni sin κ1 (х - 1+ ε1)+ M i cos κ 1 (х - 1 +  ε1 )]cos K2 (у +  ε 2 ) ch (z +  Z), shZ-ыVko = k2L - [ - M ,  sinκ1(x -t+ ε∣)+ N i cosκ1(x-t+ -ε 1)]sinκ2 (y+-ε2 )ch(z+Z), i = 1,2. (3.15)3 shZИз динамического условия (2.10) находим форму свободной поверхностиς 0  = L ^ - e " b l co sκ 1 ( x - t - + ε 1 ) c o s κ 2 (y +  ε 2 ) . (3.16)

v oТаким образом, найдено решение линейной задачи в виде затухающих прогрессив­ных волн. В первом приближении определены возмущения концентрации (3.2) и давле­ния (3.13), скорости волнового движения фаз (3.14), (3.15), форма свободной поверхнос­ти (3.16), а также фазовая скорость с о (3.10) и декремент затухания волны β (3.11).4. Решение задачи во втором приближении. Чтобы  получить решение во втором приближении, необходимо в (2.13) -  (2.16) подставить решение линейной задачи. В результате получается система линейных неоднородных уравнений в частных произ­водных и граничных условий. В силу ее громоздкости, не выписывая систему, сразу приведем решение, которое было получено так же, как и в первом приближении.c 1 = 0 ,7ι = - ⅛ - c ^ 2 b l{ κ f  + κ 2 c h 2 (z + ∕)+ c o s 2 κ 2 ( y + ε 2 ) l s 4 sin 2 κ 1 ( x - t + ε ∣ ) + K 4 c o s 2 κ ∣ ( x - t + ε 1))+ sh I+ L 4 [ch2(z + / X  (κfch2(z + /)+ κ 2 )cos 2 κ 2 (у +  ε 2 )]}
e'2bcPi = L2 — — {(U sin 2κ1 (х - 1 +  ε1) +  W cos 2κ1 (х - 1 +  ε 1 ))cos 2 κ 2  (у +  ε 2 ) ch2(z +  Z) +  sh Z+ (S3 sin 2κ1(x - 1 +  ε1)+  K 3  cos2κ1 (х - 1 + ε∣ ))[cos2κ2 (у +  ε 2 ) +  к? -  κ 2 ch2(z +  Z)]++ L 3 (ch2(z + 1)+ [κ2ch2(z + 1 ) -  κ 2 ]cos2κ2 (y +  ε 2 ) )++ (Ql sin 2κ1 (х - 1 + ε1) + Q 2 cos2κ1 (х - 1 +  ε1)) ch 2 κ 1 (z +  /)+• Q 3 cos 2 κ 2  (у +  ε 2 ) c h 2 κ 2 (z +  Z) +  Q 4 }.
e"2b,v ≡,  ≡l ,2  '^ 2 y‰ ∣w -h ,U )sin 2κ 1( x - ι  + ε 1)-(q i U + h,W )cos2κ1( x - (  + ε 1)]cos2κ2 (y + ε 2 )sh2(z + ∕) ÷+  t-ι(<ι ∞ s2κ2 (y + ε 2 )+ l)+ κ J(S i sin2κ1( x - t  + ε l ) + K l cos2κ l ( x - t  + ε 1))]sh2(z + /)+÷ * ∣KqiQ 2 ~bl Q l )sm2κl (x-t⅛ ε l )-(q l Q∣ + h l Q 2 )cos2κ1(x -t+ ε∣)]sh 2 κ 1( z + ∕) ÷  K2G 1 co s2 κ 2 (y + ε 2 )sh2κ2 (z + ∕) }  

e^2bc= κ 2b 2 '^ η - Φ h iu - q iw )s in 2 κ 1( x - t  + ε 1)+(q i U + h i W )co s2 κ 1( x - t  +  ε 1 )]sh2(z +  Z)+ +  ∣L i (κ2 - κ 1ch2(z+ ∕))+S i sin2κ l ( x - ι + ε 1) + K i cos2κ 1( x - t + ε ∣ ) } - G i c h 2 κ 2 (z +  Z)}sin 2 κ 2 ( y + ε 2 )
v ≡,  ~ K ‘L  +  h 'w ^ i n 2 κ ι (x ~ l  +  ε ι)+ ⅛ w  ~ h1U)c os2κ1(x -  t +  ε 1)]cos2κ2 (y +  ε 2 )ch2(z + /)++ [κ ,s in 2 κ 1( x - c + ε J - S i cos2κ1( x - t ÷ ε j t ( √ - κ 2ch 2 (z+ ∕))+ co s2 κ 2 (y +  ε 2 ))++  t(q ∣Q ∣+ 1̂*^2 )s *n 2 κ ι(χ ~ι + ε ι)+(q lQ 2 ~hiQ 1)cos2κl ( x - t  + ε 1)]ch2κ1(z +  ∕) }ς 1 = L 2 e 2 b l[(Φ ι+Φ 2 cos2κ2 (y + ε 2 ))sin2κ l ( x - t + ε 1 )++ (ψ ι + 4½ c θs 2k 2 (у + ε 2 ))sin 2κ 1 (x - 1 + ε 1 )+- F  cos 2 κ 2  (у +  ε 2 )]Коэффициенты, входящие в решение, определяются следующими выражениями:



|—тр—Γ3~τ *  г  z // /г ж -------вз

8d- ( l - α o )(μ,r-bμ1(l+2μ2 ))(M2 + N 2 ) - α 0 (μ2 r -b μ 1(l+2μ2 ))(M2 + N 2 )8(r-b(μl +2μ)),  ( l - a 0 )H3U  S ⅛ -H μ l + 2μ))∙
S 3 = - J - {  κ∣a o ( l - a o Xμ2 - μ , > H ∣- 2 M 1 N 1 ( l - a o )[(μ1r - b μ 1 (l + 2 μ ,)X r -b (μ l + 2μ))+ κ ⅛ l (l + 2 μ 2 Xμ l +

- 2 M 2 N 2 a t,[(μ2 r - b μ 1 ( l+  2μ 2 )X r-b (μ∣ + 2 μ ))+ κ fμ 1 (l +  2μ 2 Xμ1 +

+  ( N 2 - M ⅛ 0 [(μ2r - b μ l (l + 2μ 2 )X r-b (μ l + 2 μ ) ) + √ μ 1(l +  2μ 2 Xμ1 + 2μ )] }

_  ( 1 - a o ⅜ κ,(r-2 b (μ , +  2μ))H l - (br +  (κ2 - b 2 ⅛1, ÷ 2 μ ⅛ 2 ]4 δ(b2 +  κ 12 )ti2
λ ,  _  r - b ( μ 1 + 2 μ 2 ) G 1 - b ( r - b ( H 1 + 2M ))Q 3 >

_  (1 - a o  )[(br +  (к? -  b 2 )[μl + 2 μ ⅜ i, +  к , (г- 2b(μ, +  2μ))H 2 ] 8(b2 +  κ ⅛ 2

) - δ 1κ 1v 2 sh 2 κ 1/ J  +  cth ∕ J

b 2 ( r - b μ 1 (l +  2 μ 2 ))[4v2 (κ2 - κ 2 c h 2 ∕) b 3 +  (κ2 - K f s h 2 ∕) c t h ∕ 2 v 2 ∣2b2 ( r - b μ 1 (l +  2 μ 2 ))bh2κ2 Z +  κ 2 v 2 ( r - b ( μ 1 +2μ))sh2κ2 /
L 3c h 2 ∕,
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q∣ = ^ ‰ ∙ [ 1 + 2(b2 + κ ⅛ 1μ 2 (1 -μ 1 X 1 + 2 μ 2 ) ∕d 1] , b + κ 1q 2 = - ^ 1- 2 - t  + 2(b2 + κ ⅛ ^ ( l - μ 2 Xl +  2 μ 2 ) ∕d 1 ] ,b 2 +  κ fh 1 = - r Ц -  [-b  + 2(b2 + κ 2 } ι 2 ( l - μ 1 X r -b μ ∣( l  +  2 μ 2 ) ) ∕d 1 ] ,  b 2 + κ fd l =  ( r - b μ 1(l + 2μ2 ))2 +  κ 2 μ 2 (l +  2 μ 2 )2 ,h 2 = ~ - 2 t^b + 2(b2 + κ 12 ) ι 1( l - μ 2 X r - b μ 1(l +  2 μ 2 ) ) ∕d 1 ] , b + κ 12d 2 = (r-b (μ ∣ + 2μ))2 +  κ 2 (μ1 + 2 μ )2 ,∆ 1 =4(b2 + к 2 )*ch2 2κ 1Z + κ 2vθ(δ12 + δ 2 2 ^h 2 2κ 1∕ - 2 κ l δ 1v^ (b 2 + κ 2 )2 sh 4 κ 1/ ,Δ 2 =4(b2 + κ 2 )4 ch2 2 ∕+ v θ (δ 12 + δ 2 2 )>h2 2 ∕- 2 δ 1v 2 (b2 + κ 2 )2 s h 4 ∕, δ∣ = κ 2 - b 2 +2(b2 + κ 2 ) (μ -μ ∣μ 2 )[br + (κ2 - b 2 )11 (l +  2 μ 2 ) ] ∕d 1 , δ 2 = -2 κ 1b + 2 κ 1(b2 + κ ⅛ - μ l μ j r - 2 b μ l (l +  2 μ 2 ) ] ∕d 1 .Таким образом, получено решение задачи во втором приближении. Волновые воз­мущения γ l , p1 , vu ι , vi y l , v izl определяются приведенными формулами. Все коэф­фициенты этих функций определены через постоянные L , ε 1 , ε 2 , которые могут быть найдены из дополнительных начальных данных. Поправка к фазовой скорости во вто­ром приближении равна нулю, что соответствует классическим решениям [5].Заключение. Декремент затухания пространственной волны (3.11) полностью со­впадает с декрементом затухания плоской волны. Поэтому все выводы, сделанные в работе [2] по этому вопросу остаются справедливыми. Фазовая скорость волны свя­зана с прочими параметрами выражением (3.12), которое можно записать в виде:



ТрУ—I _  в в  с т и  м к  _  ∣ 6 5

Со =  C 2 + C 2 ÷ C r2 ,2 2 th/ gk thk∕Г Д О  c * ^ v ∖  2 =  k 2 >K1 K1
2 2 th/ 2 ( μ -μ l μ 2 )~ 2 a 0 ( l - a 0 ) ( p ° - p ° ∕ gkthk∕° 8 1 к 2 μ ,( l+ 2 μ 2 ) р?(1+2р£) k l2

Здесь Cg — квадрат фазовой скорости пространственной гравитационной волны [5]; Ca ≥ 0 — добавка к фазовой скорости за счет наличия дисперсной фазы; с 2 — добавка, обусловленная силами межфазного взаимодействия. Добавка с увеличи­вает значение фазовой скорости по сравнению с с 2 . Она зависит от разности плотно­стей фаз и концентрации примесей. Наибольшее значение с достигает при Oto  =  —,2 наименьшее —  при a 0 = 0  или a o =1 (моносреда). Если рассматривать с как функцию от p 2 ∕p θ  > то наименьшее значение C d (p z ∕p ?) достигает при p 2 = p ° . C  увеличением разницы между истинными плотностями фаз с возрастает. Функция c r2 (βl ) отрицательна при 0 < β < 4R∕3pθ (po + 2p2 ). Так как в рассматриваемой мо­дели β не может превысить это го значения ( β > 4 R y∕3 p °(p o +  2p2 ), если плотности фаз сильно различаются), то c 2 ≤ 0  и, следовательно, силы межфазного трения умень­шают значение фазовой скорости пространственной волны.Возмущение концентрации a ,  = a 0 ε 2γ∣ имеет порядок малости ε 2 ,т . е. является величиной более низкого порядка по сравнению с остальными волновыми возмуще­ниями. Если отбросить малые слагаемые, то а ' можно записать в виде:

Наибольшего абсолютного значения a ,  достигает вблизи свободной поверхности, возмущение концентрации уменьшается с глубиной и принимает наименьшее значе­ние на горизонтальной поверхности основания. Н а рисунках 1 и 2 представлены графики, иллюстрирующие изменение концентрации на свободной поверхности (рис. 1) и заглубленном слое (рис. 2). Расчеты выполнены для среды с параметрами: р? =1000кг/м3 , p2 = 500 кг/м3, η = 1,004 -10“3 kγ∕( m ∙c), a = 0,25∙10~2 м, a 0 =0,1, I = IOm , λ 1 = 5√3 м, λ 2 = 5м.Из условия -Ot0 ≤ a ,  ≤ 1 -  Ct0 можно получить ограничение на параметры модели. При a o < 1/2 данное неравенство можно заменить более грубым ∣az∣ ≤ a 0 . После несложных преобразований находим достаточное условие применимости модели



Эго неравенство выполняется, если характеристики среды и параметры волны удов­
летворяют ранее наложенным ограничениям, а именно если характерные размеры при­
месей много меньше длины волны и высота волны мала по сравнению с ее длиной.

дисперсной фазы α 2 вблизи свободной дисперсной фазы a 2 на глубине z =  - 3 m 
поверхности Z = O
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Э. И, ХИЛЬКЕВИЧ (1895  -  1964) — 
УЧЕНЫЙ, ПЕДАГОГ, ВЕХИ Ж ИЗНИ
деятельноститала/!тСп7йт Ь е  о с в е щ а ю т с я  основные вехи научной и педагогической 
4 e Z Z 4 ^ ^  К  ^ ь к е в и ч а ,  вте-
кого института H a v u n Z ^ ^ A 0  κ a Φe d p ? м а т ематики Тюменского педагогичес­
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