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Тогда справедливо неравенство:
г-к∣∣5rλz -⅛∣∣≤ г-к (7)≤ ⅛*"l⅝U.

К /  Kr.k (y)В частности, при г =  3 из неравенства (7) вытекают следующие оценки:k-ΙI≤^ ,∣l≤7'05‰!^∣≤ ŝ ∕∣≤M4⅝m∣.Заметим, что при г =  2 в работе [3]получена точная оценка нормы про­изводной
Автор выражает благодарность В. Н. Габушину и Ю . Н. Субботину за ценные замечания на семинарах отдела теории приближения функций института математики и механики У Н Ц  РАН (г. Екатеринбург).

ЛИТЕРАТУРА!.Колмогоров A. H. О  неравенствах между верхними гранями последователь­ных производных произвольной функции на бесконечном интервале // Учен. зап. МГУ. Математика. 1938. Вып. 30. Кн. 3. С . 3-162. Дмитриев Η. П. Оценки норм промежуточных производных комплексно­значных функций. Деп. в ВИНИТИ. 1989. N° 210-В90 Деп.3. Schoenberg I. J .  The Landau problem 1. The case of motions on sets // Proc. Scand. Acad. Sci. //1978. // vol. 81. // N. 2. // P. 218-231.
Наиля Абдулловна ГУБАЙДУЛЛИНА —  
доцент  кафедры математического 
анализа и теории функций 
математического факультета, 
кандидат физико-математических наук 

УДК 517.54

ОБ ОДНОЛИСТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ 
ОДНОЙ ЗАДА ЧИ ФИЛЬТРАЦИИ

АННОТАЦИЯ. Получены достаточные условия однолистной разреши­
мости одной задачи фильтрации с заданным распределением скорости 
фильтрации.

Sufficient univalent conditions o f the solution of filtration problem with the 
given distribution of filtration velocity are obtained.Исследуем на однолистность функцию/ (z )=  ∫ exp∖χ {z )+  G{z}∖lz , К  = {z :q ≤ ∣z∣ ≤ ∕} ,

Я
(1)
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которая является решением одной задачи напорной фильтрации под двумя флютбетами с заданным распределением скорости фильтрации. Здесь χ(z} записывается по формуле Билля в виде [1]:

G(z) — комплексная функция Грина для кольца [2]:

Q < z o <1· Плотности P(l,θ) и P[q,θ}, 0 ∈ [ - π, π] в (2) определенным образом связаны с заданной скоростью фильтрации, причем P{p,θ) =  P(p,—  Θ), где P = I 1 q. Отметим, что постановка и решения обратных задач теории фильтрации достаточно подробно изложены в [3], и в некоторых случаях решения исследованы на однолистность [3, 4].Образом кольца К  при отображении функцией j ∖z) является внешность двух кривых Lg  и L 1, симметричных относительно оси абсцисс. Действи­тельно, f[z) имеет в точке z = Z0  простой полю с,/(peir ) = ∕( p e  i*,) ,ρ =  1, q.Требование замкнутости контуров Lp , p =  1, q ведет к появлению условий разрешимости задачи фильтрации. Известно, что индексы граничных кри­вых Cp =  {z: ∣z(=p} и Lp , р = 1 , q связаны соотношением ind Cp =  indLp - р [4], где
p  = ⅛  ∣ P⅛ f θ⅛(τ)dτ, α(e*) = α (i,0) = - - 2 - ,  α (q e*) = a (q t θ) - ------ ·

2 π  Ср In q  q InqТак как ind C q =  ind Lq  =  —1, то получаем необходимое условие раз­решимости
π π∣ P(l,θ)dθ -  ∫P(q,θ)dθ = 0  . (4 )

-π -ягКроме того, для замкнутости контуров Lp , p  =  1, q должно быть c~l  =  О» CL2 = O i где c_j — коэффициент при 1/z, a c~1 — коэффициент при 
l f ( z - z 0 ) в разложении Лорана подынтегральной функции в (1). Физиче­ски эти условия можно рассматривать как условия расположения бьефов на одном уровне [3].Так как

Σ

то коэффициенты при ί/ζ в разложении функции χ(z) равны
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(5)
l - z 2

0 Z0 Inq z 3
0Z0 Inq
~ zo) у ___

*4-√*
+ q 4k

X - S ⅛  ∫P (g ,θ )e lβ dθ - l - i i y  ]p ( l ,θ ) e iθ dθ.
^ ι - q 2 . κ  * ∣ - q t ⅛Поэтому условие с_ ;  =  0 равносильно

∫ P (q ,θ )e iθ  d θ - q  ∫P (l,θ )e i0 dθ.
-π -хПроводя те же рассуждения, что и для круга [5], при вычислении ко­эффициента сч  и, приравняв этот коэффициент нулю, получаем_____________

f 2 H ⅞ + —⅞Это уравнение служит для определения значения z0 , если последнее остается неизвестным в процессе решения задачи, или является условием разрешимости, если Z0  известно.При исследовании вопроса однолистности понадобятся некоторые оценки гармонических в кольце функций.
Лемма. Пусть w(z) =  w(re,*) =  u(r,θ} +  iv(r∣θ) — однозначная аналити­ческая в кольце К  функция, up  =  u(p,θ), где p =  1, q, непрерывны по 0 ∈ [-π, π], ωp (t,u )=  sup  ∣u(0z )-u (β 2 ] — их модули непрерывности и pl -e2∣≤∕'

X X∫u(∕,0)d0 = ∫u(q,θ)d0 = 0 .
-X -XТогда

e iθ + q 2k

1 ff'θ n 2k ' e - q

Λ ιθ , „2к е ÷ q
~iθ „2k+l e - q

dθ + (б)
d θ ≡ K p ∖ul ,uq ∖

P  =  1, q, r =
1, если p = q
q, если p = 1Методика доказательства та же, что для круга [6]. Для этого нужно представить Im ½r(e1*) =  v (1,0) в виде следующего интегрального представ­ления:

v { l .φ ) ≈ - ^ - ∖{u(l,φ +θ)-u{l,φ -θ‰ g^-dθ +
о z

O O  Л "  lθ
+ Σ — ∫ [«О- <р+ θ ) -  u (-1∙ φ -  θ  i θ

+ q  2 k d θ  ~
k=ιπ  о e  - ч

OO  p i θ  I  ∩ % k + l

-  ∑ -  ∫ [⅛ ∙ fP +  θ  ) -  ⅛ - <P -  θ  )J/z”  ,9 2k+l d θ  ■ 
k=oπ  о e - qПри выполнении условий леммы оценка получается сразу. Аналогично Для v (q,φ).

k=0π



ιG 4Z^ZZZZZZZZ^2ZWПерейдем теперь к исследованию однолистности интегрального пред­ставления (1). Функция /(z) однолистна в окрестности точки z =  Z0 (имеет там простой полюс), в остальных точках она аналитична. Поэтому для од­нолистности в замкнутом кольце К  достаточно, чтобы кривые Lp , p =  1, q были простыми.Обозначим через γ(p,φ), р  =  1, qj yrθΛ между касательной к Lp , р — 1, q и положительным направлением оси абсцисс, когда точка z = p e 'θ обходит окружность Cp . Тогда необходимые и достаточные условия выпуклости кривых Lpl р = 1 , q запишутся в виде неравенств γ '(∖,φ)≤Q t γ'(q,φ}≥SLТак как γ[ρ,φ) =  arg df, тоy(p,φ) = φ + Im χ(p e'φ )+  ImG^p e ,φ ) l

dφ dφУчитывая, что + —  Im g (o e iφ ). 
dφ ,

f  . 1 2k∖• ( t , 2k ∖t + zq t + zq
______2k 4 2kt — zq

φ i t ~ zcl )θ

1 π /i ~ λ 2 ∕c 1
—  ∫ P '(l,θ ) g  ■ d θ ------i  t - z q 2 k  2 π _ π

2к

t — zq

(?)
dто ----

dφ

Im χ (p e iφ ≤ M p (N l ,v l ,N q ,v q ) , ρ = 1, q.

будем иметь
- L lm χ ( p e i φ ) = Im ∑
d Ψ к=1Если P, (p,θ) удовлетворит условиям∫ P '( p ,θ > = O  ,p  =  I 1 q

-π∖P'(p,θ l ) -P '( p ,θ 2 ] ≤ ^rp ∣θ∕ - θ 2 ∖vp , о < v p ≤ l t N p  > OtXfθl t  θ2 ∈ [-π,τr]. (8) 
Im χ (p e ,φ ] можно оценить

dφгде M p (Nj f Vj f N q f Vq ) — известные функции своих аргументов [1].Если P , (p,θ)l где p =  1, q непрерывны по Θ ∈ [ - π, π], cop (t,P'( p ,θ )) — их модули непрерывности соответственно, то на основании леммы получим оценку
Im χ (p e iφ ≤ K p [P,

1 ,P '2 ] l p  =  I 1 q,_d_ 
dφ где K p [P ,

j ,P '2 ] имеют вид (6).Для вычисления Im G(p e ι φ ], представим функцию ImG^p е/ф)в виде 
dφ

Im G{p e iφ )= 2 ∣ ⅛ p  -  arcl g ^ ^ ~  +  arctg - ^ -  +  
Y Inq l - a c o s φ  l - b c o s φ

+  ξ ,a r c ,ε - ^ -
k=j Ak -  cos φ

Bsinφ  
B k  -c o s φ
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a =  pz0 , b = — I
Z 0

A =

1 а —  
___ а_

1 ' а + — 
а

B =
b-L

ь
b + -  ь

2k 1
q + -----

a2k A k  = ------- f — ,
α + -

а

Bk =

2kч
1

+  42k 

b + τТогда
—  1ιηβ(ρ e'φ }= 2 
dφ

In z 0 a cos φ - a 2 b c o sφ -b 2

Inq 1 —2a cos φ Z a 2 l-2 b c o sφ  + b2

A(Ak cos φ -  /) __ B(Bk cos φ -  ί)
(9)+ у ________ vu2> Ψ ~ 1J_____________________ у ______ ____

k=ιAk -  2Ak cosφ + cos2 φ + A 2 sin2 φ k½ιBk -  2Bk cosφ + cos2 φ + B2 sin2 φ
• ∙Оценим слагаемые, входящие в (9).Функция вида g(<p.α) = ---- c o s c P—f?—  является четной и монотонно

l-2 a c o s φ  + a2убывающей на отрезке [0, π] при p ≈  1, q, функция g(φ,b) монотонно воз­растает при р =  1 и монотонно убывает при р =  q.Так как
A (A k  cos φ -  ί)

A k -  2A k co s2 φ ÷ A 2 sin 2 φ
<то

окончательно получим оценки:
In z 0 QZ0 q I q2 ( < Vl/ q Z0
In q (ί -  qz0 )2 q + Z0 l - q 2 Qz o +

k Qz0 z0 q J

d 
dφ

γ(q ,φ )≥  1 -  M 2 (N l , Vl l N q r Vq )+T 2 (z0 ,q ) .d 
dφИтак, доказанаТеорема. Пусть выполнены условия (4), (5), (7), (8). Тогда функциями) вида (1) будет однолистной (выпуклой) в замкнутом кольце К  при

1 +  M l {N l ,v l ,N q ,v q )+ T l (z0 ,q ) ≤  0 ,
1 -  M 2 (N 1,v l ,N q ,v q )+ T 2 (z0 ,q ) ≥  0 .
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Р а з д е л ь н о  н е п р е р ы в н ы е  ф у н к ц и и  
и  от ображ ения

АННОТАЦИЯ. В этой статье рассмотрены раздельно непрерывные 
функции. Доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть X1 Z — финально компактные р-пространства, Y — 
хаусдорфово пространство и Ф: X × Z → Y раздельно непрерывное ото­
бражение, разделяющее точки X u Z .  Кроме того, nW(Φ(X×{z})) ≤ N0 и 
nW(Φ({x}× Z)) ≤ K0 для всех х ∈ X и z e Z .  Тогда X вкладывается в Σ — 
произведение прямых.

In this article separately-continuous functions are considered. The following 
theorem is proved.

The theorem. Let X, Z are finally-compact p-spaces, Y is the Hausdorff space 
and Φ: X × Z → Y l∙s  a  separately-continuous reflection, separating X and Z 
points. Moreover, nW∣φ l X x∣z))) ≤ K, a n d  nW (φ l{x )× Z)∣ < K0 f o r  m r γ  
X e X a n d every z ^ Z .  Then X is put into ∑ — product of the straight lines.

— прямая. Тогда ∑ — произведение прямых — это подмножество
A∖f~ 1(θ∖≤K o . где ∣Z∣ — мощность Z

Напомним, что отображение f: X×Y→Z называется раздельно непрерыв­ным, если для всяких хеХ, yeY  сужения ∕∣ Λ r×{y} и i∖{×} × Y непрерывны. Пусть R
Ra , состоящее из f: A →R, таких, что и Kq =  ∣N∣, N — натуральный ряд. Напомним, что пространство X  назы­вается финально компактным р-пространством, если существует совершенное (то есть непрерывное замкнутое) отображение




