
22 В Е С Т Н И К

Найдена совместная плотность вероятностей смежных интервалов между со
седними событиями в наблюдаемом потоке (10).

Безусловно, нерекуррентность потока осложняет задачу оценивания пара
метров потока по наблюдениям за потоком, в частности, при использовании 
метода моментов необходимо учитывать совместную плотность распределения 
интервалов между соседними событиями [11].

>
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ГРУППОВЫЕ СВОЙСТВА ОДНОМЕРНЫХ
НЕСТАЦИОНАРНЫХ МОДЕЛЕЙ ЖИДКОСТИ ТИПА РИВЛИНА

АННОТАЦИЯ. Исследованы групповые свойства одномерных неста
ционарных движений жидкости типа Ривлина, в частности, найдены 
преобразования эквивалентности. В массовых лагранжевых координа
тах система уравнений баротропных движений сведена к одному силь
но нелинейному уравнению третьего порядка. Для него получены все 
точечные и касательные преобразования в зависимости от уравнения 
состояния и построены точные решения.

Thegroops propertys movement for one-dimensional of nonnewtonian liquids 
had been recieved.
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1. Преобразование эквивалентности. Рассмотрим систему дифференци
альных уравнений, описывающую нестационарные одномерные движения сплош
ной среды со степенным реологическим законом [1,2]

Pt + ( H x = 0, (1)
p[u<+uux ] - μ ( u ⅛ + p x =0, (2)
p t + upx + Gux + μHux

+1 = 0, (3)
G = G(p,p}H = H(p,p). (4)

Здесь р — плотность, и — единственная ненулевая компонента скорости, 
р — давление. G h H  — функции, задающие уравнение состояний, к — постоянная, 
μ — вязкость, которая считается постоянной, t — время, х — пространственная 
координата. Поскольку при μ = 0 данная система сводится к уравнениям газовой 
динамики, групповые свойства которых хорошо известны [3], всюду в дальнейшем 
можно считать, что μ ≡ 1.

Модель сплошной среды, описываемая уравнениями (1)-(4), относится к 
широкому классу простых неполярных нетеплопроводных сред, получивших 
название чисто механического континуума [4]. Замыкающее уравнение, взятое 
в виде (4), может быть получено из уравнения состояния в форме Мизеса [5], 
подробный вывод которого есть, например, в [6,7].

Особый интерес, вызываемый предложенной моделью, обусловлен двумя 
причинами. Во-первых, экспериментальные исследования, проведенные раз
личными авторами и в разное время, указывают на то, что степенной реологи
ческий закон хорошо аппроксимирует экспериментальные кривые [8,9], 
во-вторых, было доказано, что расширение группового ядра для систем типа 
(1)-(4), но с произвольным реологическим соотношением и произвольным урав
нением состояния, происходит только при степенном реологическом законе 
[10].

Преобразования эквивалентности системы (1)-(4) находятся стандартным 
способом [3]. Дополним уравнения (1)-(4) соотношениями, отражающими зави
симость G h H :

∂G дН 
Эх дх
эн ∂G 
∂t ■" ∂t

дН ∂G 
ди ди

(5)

Далее, вводя оператор

получаем χ  =  ξ ⅛ f ÷ ξ* 3 x + √ θ p + η p 3 p + η u 3u + Θ 9 g + 0 2 3 h , (6)

Утверждение. Преобразование эквивалентности системы (1)-(5) зада
ется инфинитезимальными операторами, коэффициенты которых опре
деляются следующими формулами:

ξ t = b it + b2 ,
ξ x = a1x + a2 f + a3 ,
η p = ⅛  -  k ⅛  -  [(k - 1)2 + l]t>1 + S0 ,
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ηu = a1u -  b1u + а2 , 
η p  = [(2 -k > 1 -2 a 1]ρ, 
0 , = t>(1-∕<)≡1 -b < -1 )2 + ⅛ ]≡ .
O2 = ⅛1 -  ⅛>, -  к* - 1? + ⅛  + И>1 R

Здесь al, a2, a3, bl, b2 — групповые постоянные. Кроме того, система (1)-(4) 
инвариантна относительно некоторых дискретных преобразований пере
менных, например, при k=2m

t → - t ,× → -х ;  
t → - t , u → -u.

2. Модели баротропных движений. 
Пусть H=O1 тогда из (4) следует 

р = -φ(y) l

где V = р~А —  удельный объем.
Система (1)-(3) для баротропных течений

G = -vp v 
принимает вид 

vf + uv x  -  vux  = О, 
ut + uux  = -vp x  + v∂x[uk  )

Переходя в (7), (8) к лагранжевым переменным, а затем к массовым по 
правилу

(7)

(8)

V Эх ∂q '

получим систему
v t = uq,
Ut +Pq =∂q(v-k Uk

q )
(9)
(Ю)

Полагая
V = Wq ,U = Wt ,

сведем (9), (10) к одному уравнению третьего порядка на функцию
Э Г Э . ,̂*

^ a F / n w ’ (П)

эд

(12)
(13)
(14)

∂2 w Э / \

которые при к=1 совпадают с уравнением из [11].
Исследуем групповые свойства уравнения (11). Подействуем трижды про

долженным оператором 

на многообразие M 1 заданное уравнением (11). В результате достаточно длин
ных вычислений найдем координаты X

ξ t = ct + d,

ξ t = ct + d, 
η = [ ( 2 - k ) c - a ¼  + c2 f + C3,
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2(c -  a}p'wq + [(2 -  k)c -  2а] = 0. (15)
Результаты анализа классифицирующего уравнения (15) с учетом (12)-(13) 

представлены в табл. 1.
Таблица 1 

I. k= ↑

Функция ц Уравнение Инфинитезимальные 
операторы

1.1. φ = 0 wtt = a q [af ∕nw g J ∂t>∂q ,∂ w ,t∂w , c∣∂q
- w ∂ w ,t∂ t + w∂w

1.2. φ = φ0 Inwq
w tt~Φθ J w  =θqlβ√ n ‰ l

,v <7
∂ 1 q t ∂ W ft∂ W г Qd q Wθ ly

1.3. Φ = <Pow '+α 
(a ≠ -1) Wt t -<Pθw qWq q = ∂q [∂t Inwq ]

a z ,a q ,a ιv √a ιv ,ta z +
2 + а  a  ..

2(1 + а ) 4 3  ’  +  2(1 + « ) w

1.4 φ= φ(w q ) Wt t - ∂ q φ(wq )= ∂ q [∂t Inwq ] ∂ t ,∂q ,∂ w ,t∂w ,

II. к ≠ 1

2.1. φ = 0
∂ t ,∂ q ,∂ w ,f∂w ,t∂ t +

2 - к  _ 2 - к  ^
2  q d q +  2  w d *

2.2. φ = φ(wq  ) w t t - ∂ qφ(wq )= a J a f ∣nw q ↑ , ∂ t ,∂ q ,∂ w ,t∂w

Из приведенной классификации следует, что расширение группового ядра 
G0, порожденного операторами 3 t ,a ρ ,a vv, ∕∂ vv, происходит при степенной и ло
гарифмической зависимостях φ от wq .

3. Некоторые точные решения. Пусть

φ^vq )= -c 2 wq
r ,

случай 1.4 из табл. 1, где σ  = -у  -1,<p0 = γc2 . Такой выбор функции <p(vkq ) 
соответствует уравнению состояния

p v γ  = c 2 ,v  = р ~ \

поскольку, по определению, w q = v,a φtyvq )=z ~Р- Подставляя эти выражения в 
уравнение (11), получаем

Wn~TC2 Wqγ ~'wqq =∂q ^ t !nwq ↑ . (16)

Уравнение (16) допускает разделение переменных
√ f,q )= U (f)Z (q ) (17)

Очевидно, что получаемые уравнения имеют первые интегралы вида 
±U 2 ± ^ - U '~ r =U0 , γ ≠ ∖
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7 1~r
1 -у  q ± y Z 2 =Z0 ,y≠1,

^½ 2 ± λ 2 ∕∏t∕ = ι ∕0 . r  = t

(19)

здесь Z0 и U0 — постоянные.
Согласно теореме Чебышева [12], интегралы для определения U(t) и Z(g) из 

(18) вычисляются в элементарных функциях тогда и только тогда, когда
y = ^ Λ  = ±1,±2,...,

к
или

------- , к = 0,±1,±2
2∕c + 1

у =

Как было отмечено в [13], сюда попадают модели, описывающие одномер
ный нестационарный вязкий газ Чаплыгина, двумерный стационарный поток 
такого газа, Бунемановскую неустойчивость плазмы, тиринг-неустойчивость 
плазмы, неустойчивость Кельвина-Гельмгольца, ямки плотности слабо неиде
ального Бозе-газа, обобщенный газ Чаплыгина и пр.

В зависимости от сходимости или расходимости соответствующих интегра
лов решения могут существовать как на ограниченных, так и на неограничен
ных по t,q  промежутках.

В общей ситуации уравнение (11) при подстановке в него представления 
(17) дает

Z(q)U '(t)=3,φ(l∕Z ,).

Дифференцируя его по q и вводя новую искомую функцию V
U(t)Z'q (q ) s w q  =v, (20)

получим нелинейное уравнение
v tt - θ w φ(v ) = 0 X21)

описывающее динамику удельного объема в переменных (f,q)∙ Пусть уравне
ние состояния имеет вид

P = Po -  v oe V0 >0. (22)
Оно обладает свойствами

P → Po - v 0 Λ → +∞,

p → p0 , v → +U,

Э2 р √ 2 v 0
∂ v 2 (  V3
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В точке V* = У2 имеем (точка перегиба). Далее

Замечание. Для нормального газа должны выполняться неравенства /14/

Pv  < tyPw  > 0 ,P → ∞,v → 0.

Неравенство Pv  <0 является условием устойчивости термодинами
ческого равновесия и выполняется почти для всех реальных веществ в 
стабильном состоянии.

Из (22) следует, что
p ≡ - φ ( v ) = p 0 - v 0 e ^ ^ ,

и уравнение (21) примет вид
-VA

е / v  =0,

где V = U(t)Z'q (q)
Если уравнение состояния выбрать в виде

-  <Р<у) ≡ p(y) = P0 -φ⅛ In V,
ТО

2 2 Po/
Pv = < 0 ,p vv = >0,0 < у < е × φ° ≡ v ..

V V2

Подставляя (24) в (21), получаем 
⅝ + Φ o ( ^ - ‰ ) = θ ∙

Учитывая представление (17), получаем 
W'(∕)U2 (r)Z3 (q)+φ 2 U2 (f)(z2, - Z q Zq q q )= 0.

Из этого уравнения следует, что 

U (f)= ± ^ λ 2 t 2 + μ t+ v , 

λ ,μ ,v  —  постоянные. Положив

⅞ j (q)≡A(q),

получим
Фо (- Д2  + AAqq )± Л2 Д3 = 0.

Пусть

02 = 4 ≠ o,
Фо

(23)

(24)

S

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)
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тогда, вводя функцию
A,fa)=Wи переменную

приходим к уравнению
∂ ξ (f2 ) - f 2 + 8 β 2 e 3 ξ  = 0  с общим решениемf 2 e )  = e 5 [ ⅛ ± 4 ∕i 2 e 2 ξ J или в старых переменных2Д 2 = ± Д 2 Д 3 +Л 0 Д.

(30)
(31)

(32)Замена Д = аА с выбором а  = ± приводит (32) к каноническому виду
A 2 =  4 Д 3 + аДСледовательно, решением (32) является функция Вейерштрасса λ (q )= p (q  + c0 )

(33)
(34)с инвариантами g 2 = a ,g 3 = 0 .Если β 2 = 0, то и Л2 = 0, а тогда

U (t) = μf + V, Д(д) = A 0 e i f °q , (35)
( μ ,v ,A 0 , f 0 —  постоянные). Следовательно, формулы (20), (26), (34), (35) дают описание динамики удельного объема v в переменных (t,q).Рассмотрим вновь уравнение (11). Дифференцируя его по q и переходя к удельному объему v, получим

(36)Введем переменную ξ = q - c t ,  тем самым разыскиваем решение типа бегущей волны у уравнения (36). Нетрудно показать, что
c

2
v-k+1 - φ ( y ∖ k + ( - l ) k + 1 ∣c∣fcVξ - ( a ξ  + β ∖ k  = 0 . (37)Если а  = 0, то на фазовой плоскости (v, ,V ξ ) уравнение (37) определяет семейство траекторий, дающих решение (11) в виде бегущих волн ( - l) * + 1∣c∣*Vξ + v * [c 2 v - φ ( v ) - β ] = 0  (38)При четных k=∙2m среди траекторий (38) имеются и периодические.4. Касательные преобразования. Вычислим группу касательных преобразований, допускаемую уравнением (11). Как известно (см„ например, [15]), нетрй-



ТЮМЕНСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 29

виальная группа касательных преобразований, не совпадающая с продолженной точечной, может быть построена тогда и только тогда, когда в операторе
коэффициенты выражаются через функцию K [f ,q ,w ,w t ,w q ) по формулам

Проделав необходимые вычисления, получаем
K (t ,q ,w ,w t ,w q }=  (a-it + a2 ∖vt + (b 1q + b2 )∕vq  + c ↑t + c 2 w + c 3 , ζ l  = C ι + (a1 + c 2 )v f , ξ '  = - ( a 1f + a2 }
ζ a  = 0>ι + c 2 )∕vq , ξ q = -(b 1q + b2 ),
η = Cft + c 2w + c 3 ,(b1 + c 2 ∖ ∕q φ̂ ↑wq )+ 2(b1 -  a1 )p↑w q ) = 0.Результаты анализа полученного классифицирующего уравнения приведены в табл. 2.

Таблица 2

Функция ц Инфинитезимальные операторы1. φ = φ(wq ) /Э 4" Qθ q + И/Э θ
2 .φ  = φ0 ln w q

d t ,d q ,d w ,td w + d w ι - t d f - 2 q d q  + w td w ι +  
2ivq3m,q ,td t + wtd w t + 2 w q d w q + 2 w d w3. φ = φo ιvj+ α ( α ≠ - l ) d f ,d q ,d w ,td w  + d Wf ,—(а + 2)f3f - 2 q d q  + (α + 2)ιvf3 wf + 2 ‰3ιv ,-Ottdf + (а + 2)wf3 vvf + 2wq 3 ιv + 2ιv3∣vПродолженные точечные преобразования из табл. 1 задаются операторамиI. k=11.1.

1.2. X 1 = qdq  -  wdw  -  w td w f 
1

~ w q dWq
, X 2 -  tdw  + d w
11.3. а  ≠  -1:

2 + а2(1+а ) 11 + а
= β w

1



30 ВЕСТНИК

1.4.

X 1 = t∂w + ∂w .
1

II. k ≠ l
2.1. φ = 0;

*1 = ® t + ^ γ - q ∂ q  + ^ γ - w ∂ w - 
0 "  “

2.2. φ = (p(wq  )• 

x 1 = t∂w  + a w .
1

Рассмотрим оператор

fa, ÷ 2w∂w  + w t ∂w t + 2wq ∂wq

^ w t ∂w t ,× 2 =t∂w +∂w t ;
1

и уравнение состояния 
φ = φ0 lnwq .

Инвариантное решение уравнения (11) с таким уравнением состояния бу
дем искать в виде

w = t 2 f(q ) (39)

Тогда

2f(q) = φ0
fφ

'я
с общим решением

г d f

Если f0 = - а 2 <0, то

^ a  
— q ■ Фо J

f = -acth

При f0 = а 2 > 0  находим
r  a

—  q . 
Фо J

(40)

f  = atg

Рассмотрим оператор

f Э ι Э 
a⅛v ∂w t ’

который действует в пространстве E(t,q,w ,w t ,w q } Его базис инвариантов со
стоит из следующих величин:

J 1 = W -  tw t ,J 2 = U 3 = q ,J 4 = wq ,
поэтому можно положить для дифференциально-инвариантного решения

Z
♦

(41)
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wq = f(t,q∖twt -W = h(f,q} (42)
Записывая условие совместности последней системы, получаем

Далее

twtt =h t ,wqt = f t ,wq = f,

и уравнение (11) перепишется в следующем виде 

f / X (∂.f∖k
»• - λ  . σ t' I

f  J

Тем самым получаем систему уравнений

[hg = ∕f f - f ,

<

ht = t∂q φ(f)+
f )

(43)

для определения функций f и h.
Условие совместности системы (43) — дифференциальное следствие урав

нения (И)- Действительно, из (43) следует, что

f f  √ ]' f f ’ Lftt = θqq
К

а из (11), если его продифференцировать по q,

(vvq)fl ^qq J

Г

ir∣Λ, VfI
<⅛q)+ w qt

----- -—
I w a< q J

что в точности совпадает с предыдущим, если учесть первое равенство wq =f(t,q). 
Поэтому преобразование производных (42) задает автопреобразование Бэк- 

лунда по терминологии [16].
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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЗАДА Ч 
ПЛОСКОЙ АСИММЕТРИЧНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

АННОТАЦИЯ. В статье рассмотрена двумерная модель деформации 
асимметрично-упругого тела, приведены точные решения некоторых за
дач плоской асимметричной теории упругости, проведен сравнительный 
анализ полученных решений с классическими.

The two-dimension model of the deformation o f asymmetrical elastic solid 
is considered in the article. The exact solutions of some problems in flat 
asymmetrical elasticity and comparative analysis o f the received solutions with 
classical ones are given.

Асимметричной упругостью названа теория, в которой симметричный тен
зор напряжений и симметричный тензор деформаций связаны несимметричным 
тензором преобразования. Структура преобразующего тензора установлена по
средством группового анализа законов сохранения механики сплошных сред. 
Эта теория устраняет неоднозначность вырождения трехмерной задачи упруго
сти в двумерную. В рамках новой теории даны постановки двумерных и трех
мерных линейных краевых задач и точные решения, обобшаюп̂ ир классические 
полиномиальные решения, решения А. Лява, Н. И. Мусхелиптили и устраняю
щие некоторые их парадоксы.

r




