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АННОТАЦИЯ. При нагружении дневной поверхности двухфазной полу­
плоскости вертикальными нагрузками определяющими перед горизонталь­
ными являются вертикальные перемещения частиц скелета грунта. При 
наличии соизмеримых горизонтальных нагрузок перемещения становят­
ся равноправными. В статье рассматриваются два варианта матриц же­
сткости метода конечных элементов. Первый отвечает случаю равно­
правности вертикальных и горизонтальных перемещений частиц скелета 
грунта, второй — более детальному описанию вертикальных, по сравне­
нию с горизонтальными, перемещений частиц скелета грунта.

At loading to half plane the vertical loadings determining before horizontal 
movings vertical movings particles o f a skeleton o f a ground are biphase. 
At presence commensurable horizontal load movings become equal in rights.

r r∙
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In article it is considered two kinds Ofmatrixes Ofrigidity o f a o f  final elements 
method. The first answers a case o f  equal in rights vertical and horizontal 
movings o f  particles o f  a skeleton o f  a ground. The second to more detailed 
description vertical in comparison with horizontal movings o f  particles o f a 
skeleton o f  a ground.

Основной задачей при проектировании сооружений на водонасыщенных 
грунтах является анализ напряженно-деформированного состояния оснований 
в стабилизированном состоянии с учетом избыточных остаточных поровых дав­
лений.

Рассмотрим модель напряженно-деформированного состояния двухфазного 
тела (скелет грунта + поровая вода) в стабилизированном состоянии, не завися­
щем от времени, представляющую собой систему дифференциальных уравне­
ний, относительно вектора перемещений частиц твердой фазы и = (и.;и2 ) [1]:

/ /

kV
σ = ≠ ,  2(/ + V ),

/„ ∙,∖∂θ ∂ 2  U; ЭИ; ∣(G +  Λ) + σ 4 u , + i  + ci I f ,

=  F i, i = 1,2, (1)

' JJ

c i =
E,.

— —  θ = div и

с неоднородными смешанными граничными условиями

В отличие от уравнений Ламе каждое уравнение системы (1) содержит до­
полнительные слагаемые в виде производных второго и первого порядков, отра­
жающие влияние жидкой фазы на твердую.

Положительные коэффициенты G , Л, bi , c i , отражают механические свой­

ства среды. V, E s , Eli —  механические характеристики твердой (индекс s)  
и жидкой (индекс /) фаз. К, —  безразмерная величина (θ<K j. </), показываю­
щая долю перемещения твердой частицы от соответствующего перемещения 
жидкой частицы, hi —  геометрические характеристики сжимаемой толщи, t (v) 
—  оператор, позволяющий записать напряжения через узловые перемещения. 
Q  = ( ß i ; Q2 ) —  заданный вектор внешних сил, приложенных к дренирующей 

дневной поверхности тела S 2 , вектор v —  нормаль к поверхности.
[ля решения задачи используется метод конечных элементов (МКЭ). При

рассмотрении треугольных конечных элементов [2] распределение деформаций 
и напряжений однородно в пределах треугольного элемента, что приводит к 
погрешностям. Разобьем двухфазную среду на прямоугольные конечные эле­
менты.

Перемещения каждой вершины прямоугольника ijmn (рис. 1) выражаются 
компонентами {<5}=(uj, u i

2 , и ], u j
2 , и™, u2 , u n

1 , и2 ), которые являются иско­

мыми величинами.

1
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Рис. 1

Перемещения прямоугольного элемента можно задавать в виде полинома 
второй степени:

Если в рассматриваемом конечном элементе использовать только четыре 
узла ijmn, то в пределах рассматриваемого конечного элемента останутся два 
варианта сокращенной записи аппроксимирующего полинома:

где a  1 t ..,a 8 — постоянные коэффициенты, подлежащие определению.
Рассмотрим два случая аппроксимации. Слагаемое α 4 x1x2 описывает слу­

чай равноправия перемещений вдоль каждой из осей. Ниже будет рассмотрен 
случай, когда будет оставлено слагаемое cr6 x2 . В этом варианте вертикальное 
перемещение имеет приоритет перед горизонтальным.

Для искомых горизонтальных перемещений вершин прямоугольника ul
1 , u j

j , 
u ,?, un

j  справедливы уравнения:

U1
1 = CCj  +CC2 X1

1 +CC3 X,
2 +CC4 X1

1X2 , Uj  = OCj +CC2 X j
1 + OC3 Xj

7 + OC4 Xj Xj ,

Wy -Oty-I-Ot2 Xy +  OtjX2 4̂  Ot 4 X у X 2 > Cl j CCj + OC7 Xj  4“ ОС 3 %2 ^ 4 ∙̂ y '

Разрешая эту систему уравнений относительно ccj ,...,a4 получим выраже­
ние для и,:

Аналогично получаем формулы для искомых вертикальных перемещений u 2 '.

+ (d m  +  fm x l +  Pmx 2 +  Qmx l x 2 ) u 2 +  (d n +  f n x l + Pnx 2 +  4n x l x 2 ) u 2 J ’

+
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где

1 X i
Л 1

X i л 2 Х 1 ’ Х 2

Il 1 X j
Л 1

X j
л 2

• 9
Л 1 л 2

1 γ m Λ j
γ m
л 2 v m „т x 1 ∙x 2

1 X n
Л 1 X n

Л 2 X n  -X n
Л 1 л 2

1 X j
л 2 Х 1 " Х 2 1 X j

Л 1
• •

Х 1 • Х 2 1 X j
Л 1

X j
Л 2

— ___ 1 γ m
Л 2 γ m т

Л 1 ' л 2 Pi = 1 γ m
Л 1 γ m γ m

Л 1 Л 2 Qi = ~
А

1 γ m
Л 1 γ m

Л 2

- 1 X n
л 2 x n  ∙ X^Л 1 X2

1 х п
Л 1 x n  • х п  x 1 X 2

>

1 х п
Л 1 X n  л 2

Коэффициенты d , f ,p ,q  с соответствующими индексами имеем путем цик­
лической перестановки.

Выразим деформации внутри прямоугольного элемента ijmn через искомые 
узловые перемещения:

ε / = [(Л + <lix 2 )М7 + (Л + Q jx 2 ) “ ] + ( fm  + <lmx 2 ) u 7 +  (Л. + Qnx 2 M  1

¾ = l(p< + Qix l )⅛  + (pj + q j x 1 )u j
2 + (pm + qm x 1 )u ^  + (pn + qn x 1 )u 2 ], (2)

У12 = - l(Pi + Qix I )w∕ + (/Д + Q jx l ) u l + (Pm + Qmx l ) u T  + + (P∏ +  Qnx l ) “ l +  

+ (Л + Qix 2 ) “ 2 + (Л + Q jx 2 )» 2  + (Л> + Qmx 2 ) u 2 + (Л + Qnx 2 ) u 2 J •

Перепишем выражения (2) в матричном виде, в которых через {<?} обозна­
чены искомые узловые перемещения (и; ,и2 ):

{ε}= [nX<5}, где {ε}= ] ε 2

О f j +qj χ2

Pi +Qix j  О 
f i +qix2 p j +qj x1

0  f m
+clmx2 0  f n +qnx2 о

P j+ Qjx I 0  Pm +qmx l  0  Pn
+ Qn

x ι
fj+ Q jx 2 Pm +Qmx l f m +Qmx 2 Pn

+ Qn
x l f n

+ Qn
x 2 j

1

Матрица [NJ описывает геометрию прямоугольного элемента и его место­
положение.

Для перехода от деформаций к напряжениям используем обобщенный за­
кон Гука для скелета грунта с учетом поровой воды за счет введения слагаемых 
¾ ∕K f  |3|:

{σ}= [D⅛}.
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Матрица [d ] определяет механические характеристики двухфазного тела.
Перепишем систему уравнений (1) в операторном виде и скалярно умно­

жим уравнение на вектор возможных перемещений у, что равносильно приме­
нению принципа Лагранжа: сумма работ внешних сил, приложенных в узлах 
прямоугольного элемента, равна работе внутренних сил в объеме прямоуголь­
ного параллелепипеда при единичной толщине в предположении, что напряже­
ния и деформации по толщине остаются постоянными:

-  ((A + В + C )w, у ) = (F, у ), (3)

где A = (P + λ}graddiv + GA — оператор Ламе, операторы
с 

В  b1
f  i  H
∂χ2 2

описывают влияние жидкой фазы, в которой действуют из­

быточные остаточные поровые давления. Отрицательные операторы A , В , C  
являются положительно определенными в рассматриваемом объеме параллеле­
пипеда [1].

Рассмотрим частный случай, когда вектор возможных перемещений совпа­
дает с вектором искомых перемещений v = и . Тогда можно ввести удельную 
работу внутренних сил для скелета грунта по формуле [2]:

2(w a +Wβ )={ε}τ {σ}. {ε}r  = {<5}7¼ f >

индекс T  обозначает операцию транспонирования.

О - *Х
О + v∖l -  2v) ’

2W b  =b1ε 2
1 + b2 ε 2 W c  = -c 1ε j - c 2 ε 2 .

От удельной работы перейдем к работе внутренних сил, интегрируя по пло­
щади прямоугольного элемента и умножая на единичную толщину:

M ⅛ ψ s= ∫{ < 5 } τ  M W k = { < 5 ∏ M γ [ ° ] { ⅛ x  ⅛ H ∣o I ⅛ ⅞ I
S S  S S

После интегрирования получаем:

{<5}r  ∫[W∏DlwpS{5}= {δ}r [*1 ]{δ}
S
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где [fc5 ] — матрица жесткости для скелета грунта с учетом поровой воды, зави* сящая от механических и геометрических характеристик элемента.Работа внешних сил, приложенных в узлах элемента, равна {δ}τ  {f }. И с­пользуя принцип Лагранжа, запишем равенство работ внутренних и внешних сил: {δ}r k f c } + ( - C t t , α )  =  {<5}γ {f }∙Запишем в матричном виде второе слагаемое, которое описывает избыточных остаточных поровых давлений на перемещении и
f  E 11 Эи, Е „  Эи, 4 z

11 ■ и , + — - - ~ ½К ,h , ∂Xj 7 K 2 A2 Эх2{ -С и , и) =J E 11 E 12- u - ε ,  + — — ε ,
Г ,7 ^ 2 ^2

(4)работу
1S =К.й\= ∫{Pz ] M < ψ S  = ∫{ε}r [Dz ][Λ∕K<ψS = ∫ { < 5 } W b z ] k ½ ⅛  = {<5}r  ∫[^f Γ  [dz]D∏M<5}=

S S  S S={<5}r ⅛ } .
{P, }r  =

( E А
"  ε /

< Ec41 0
А

0
- /

0
ε
l 2 0

2^2 * 2 h 2

0 0 0 0 I

I  J < )

εt 7
ε 2

1X

= [о, H

(ξ.
/ ]= -  о 

δ  о
\Тогда формула (3) примет вид:{ δ ∏ U ∙ 5 } + W M ∙ 5 }  =  {s ∏ F } ∙

о 
ξi о

ξj 
о 
о

ξm
о
о

о 
ξmО

ξn о 
о

ξnо
Z

О

О

Сократив на {<5}r , получим
Ш Л  = {F }.На основании матрицы жесткости [fcj+∣itz ] записана система линейных ал­гебраических уравнений для определения искомых узловых перемещений {<5}, отвечающая случаю равноправия вертикальных и горизонтальных перемещений.Рассмотрим случай, когда аппроксимация задана в виде преимущества вер­тикальных перемещений перед горизонтальными:

u l  = a l  + a 2 x l + a 3 x 2 + a 4 x 2
2 , u2 ≈ a s  + a 6 x 1+ a 7 x 2 + a s x 2 ,потому что в задаче Фламана внешние силы приложены к двухфазному полу­пространству вдоль вертикальной оси.
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Построение матрицы жесткости проводится аналогично. Приведем отличи­
тельные формулы, для которых используем индекс (*).

где ∆ =

1
1
1
1

X iX 1

X j
Л 1 

γ mX 1

X nX j

X i
X2

X j
X2

γ m
Л 2

X nX2

(4 У
(4 У 
(4  У 
(4 У

9
d*I

X j
Л 1 

γ m
Л 1

X n
Л 1

X j
Л 2

тX2

х п
Л 2

(⅛f
(4  У .
(4 У

I

1
1
1

X j
Л 2

γ m
л 2

X n
л 2

(4 У 
(4  У.
(4 У

1 Xj
1 (x j

2 У

/  \  о

• 2 х/ Xj
2

♦

P =I J х’’ (х2” У *

Q. =~■

i γ m т
1 X1 X2

‘ 4  (4 У
I

1 х" xn
2

Матрица [м] будет иметь вид:

Z f .I
о
р +Kx2 I I
И = '

Δ

о
P+K×2I I
г. I

г
1

о
♦  ♦

P +9.⅞
J J

о
♦ ♦P.+4.⅞
J J 

f .

J

Г т

о
♦  ♦  

P  + Q  X2  
т т

о
♦  ♦

р  + Q X 2  
т т

f  
т

г
п

о
*  ♦

P +QX2л п

S

\

Отличие от матрицы [АГ] заключается
тах f k отсутствуют слагаемые вида Qk ×2 ∙ Так как матрицы [z>] и [θ j  опреде­
ляют механические характеристики двухфазного тела, то они остаются неиз­
менными.

Запишем матрицу [Л/*]:

гг
I

о
о

о
+ <⅞

f  п /
в том, что в первой строке в элемен-

о λ

Гл
о

О

гJ
о

О

Г
I

о

ξ 'т
о
о

о

Гт 
о

п

о
о

J

о
о

["'1=4
А

Таким образом, выражение (2) в матричном виде принимает вид:

([*,∙]+[*ΓJXδ}=W

9

где Iλ*]+ [**] является матрицей жесткости.

Г  =</” + f ' x ,  + р ‘хг + √ (¾ y . I I I I I
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Используя данную методику, можно задавать более сложную аппроксима­
цию для перемещений. Если взять все слагаемые в исходном полиноме, то для 
прямоугольного элемента необходимо добавить еще два узла, например, распо­
ложенных по середине горизонтальных сторон.

Преимущество введения приоритета вертикальных перемещений частиц скеле­
та грунта перед горизонтальными можно показать на численных примерах путем 
их сопоставления с известными из литературы аналитическими решениями.

.∙I∙1∙

.∙I∙1∙
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ДВИЖЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ C ПРИМЕСЬЮ ЧАСТИЦ 

В ПОРИСТОМ КАНАЛЕ

АННОТАЦИЯ. Изучаются особенности движения вязкой смеси в кана­
ле с проницаемыми стенками. Проведено численное моделирование про­
цесса подачи проппанта в трещину гидроразрыва.

The forming process of hydraulic fractures is considered. The model o f 
crack development is moved.

Введение
Процесс движения вязкой жидкости с примесью частиц в пористом канале 

имеет место в технологии проведения гидроразрыва нефтяного пласта. В осново­
полагающих работах [1-3] обоснованы формы и построены математические тео­
рии развития трещины. В [4] предложена модель, учитывающая влияние примеси 
частиц в подаваемой жидкости. Цель данного исследования состоит в численном
модели

А
вании процесса подачи проппанта в трещину гидроразрыва.

1. Математическая постановка задачи
Математическая модель развития трещины [4] включает в себя уравнения 

неразрывности, импульсов, фильтрации и кинематическое соотношение:
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