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приводит к уменьшению максимальной длины трещины и времени ее заполне
ния проппантом. Значительное сокращение моментов достижения предельной 
длины и времени заполнения связано с непостоянством скорости протекания в 
грунт жидкости гидроразрыва.

Рис. 3. Зависимость безразмерной длины трещины L  от безразмерного времени t; 
кривые /, 2, 3 — соответствуют объемному содержанию частиц в смеси а  = 0.05, 0.1, 

0.2; конечные точки кривых 2 и 3 показывают момент заполнения проппантом всей 
трещины, для кривой 1 он равен ≈  200

c∙

Заключение. В результате численного исследования процесса подачи проп
панта в трещину гидроразрыва выявлены следующие особенности. Условие по
стоянства давления на входе ограничивает рост трещины. Раскрытая трещина 
целиком заполняется проппантом, начиная с ее носика. Величина объемного 
содержания частиц в закачиваемой смеси существенно влияет на время запол
нения трещины и менее существенно — на ее конечную форму.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ПРОЦЕССА ОКАЗАНИЯ МЕДИЦИНСКОЙ ПОМОЩИ

АННОТАЦИЯ. В статье представлены результаты математического 
моделирования процесса оказания медицинской помощи в амбулаторно
поликлиническом учреждении на основе марковской цепи. В качестве ис
ходных данных использованы экспертные оценки. Показано влияние со
стояния элементов системы на результативность лечебного процесса.
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In the article there are results o f mathematical modeling o f process o f 
medical aid’s rendering in out-patient polyclinic institution on a basis o f Markov’s 
line. As the initial data on probabilities o f transitions expert estimations are 
used. The influence o f the condition o f system’s elements on productivity o f 
medical process is shown.

Изучению динамики процесса оказания медицинской помощи посвящено 
достаточно большое количество работ, отражающих тс или иные аспекты этого 
сложного социально-психологического вида человеческой деятельности. При 
этом вопрос рассматривается с социальной, физиологической, медицинской и 
психологической точек зрения [1, 2]. Поэтому каждый вид исследования сопро
вождается созданием тех или иных формальных математических моделей, ос
нованных на определенных допущениях, отражающих специфику данного ис
следования.

C точки зрения общей постановки задачи технологический процесс оказа
ния медицинской помощи имеет общие свойства, аналогичные понятию «техно
логический процесс изготовления продукции». В качестве продукции в данном 
случае выступает медицинская услуга.

К этим общим свойствам можно отнести:
1. Расчлененность процесса на последовательные действия по преобразова

нию предмета труда (операции). Каждая операция имеет четко выраженные 
моменты начала и конца. При этом характерным является наличие множества 
входных воздействий и конечного множества выходов. Так, например, один из 
промежуточных этапов может трактоваться, с точки зрения теории систем, в 
виде структурной схемы этапа технологии обследования или лечения пациента 
(рис. 1).

Рис. 1. Структурная схема этапа технологии оказания медицинской помощи

X ' —  множество входных сигналов (информация, полученная на данном tn
этапе); X^ι̂ 1

l —  множество входных сигналов от предшествующего этапа (ин

формация, полученная на предыдущем этапе); t ∕ ' 1 —  множество управляю-
• 1

щей информации данного этапа; t ∕'~  —  множество управляющей информации
П  Лл

от вышестоящего органа; —  информация, полученная на выходе на данном 

этапе; Y 2̂ —  информация, передаваемая по каналу обратной связи; У/3 —  
информация, передающаяся вышестоящему органу.

Теоретико-множественная модель одного этапа оказания медицинской по
мощи может быть представлена в терминах теории множеств следующим об
разом;
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множество входных сигналов представляется декартовым произведением:

X I  

∕nl+m2 (1)
множество управляющих сигналов является декартовым произведением:

(2)

множество выходных сигналов представляется декартовым произведением:

‰ 2+* 3 = ⅛ 0 r ∕2 Θ y ∕3+, (3)

2. Зависимость результатов между этапами (операциями). Так, результаты 
каждой предшествующей операции непосредственно или косвенно влияют на 
результат последующей операции (В. Н. Васильев называет это явление «техно
логической наследственностью» [3]), или же непосредственно на качество ко
нечного продукта. Это положение можно представить в виде упрощенной схе
мы технологической наследственности процесса оказания медицинской помо
щи (рис. 2).

Рис. 2. Схема работы медицинского учреждения как системы оказания 
медицинской помощи

Таким образом, часть информации используется для работы на последую
щем уровне, тогда как другая, требуемая медико-экономическим стандартом, 
является выходной.

3. Относительное отсутствие последствий. Если ввести допущение о вероят
ностной связи результатов каждого последующего этапа только от предыдуще
го, тогда весь процесс лечения будет обладать свойством отсутствия послед
ствия и может быть представлен в виде марковской цепи. В этой цепи могут 
быть состояния «выбытие» или «успешное окончание» (выписка). При наступ
лении любого из них процесс заканчивается. Следовательно, марковская цепь 
является поглощающей.

На любом этапе лечения руководство ЛПУ (врач, зав. отделением, главный 
врач) могут выбирать ту или иную стратегию, влияющую на состояние системы 
и переходные вероятности. Такая марковская цепь является управляемой. Сле
довательно, для задач оптимального управления могут быть применены методы 
стохастического динамического программирования (СДП).

Процесс оказания медицинской помощи можно представить в виде последо
вательности случайных событий, переводящих объект из одного состояния в 
другое.

Введем следующие допущения:
1. Процесс перехода от одного этапа получения медицинской помощи к 

другому происходит скачкообразно;
2. Вероятность перехода в каждое последующее состояние зависит только 

от предыдущего состояния (отсутствие последействия).
Эти допущения позволяют интерпретировать процесс оказания медицинс

кой помощи как дискретную марковскую цепь. Применение аппарата матема-
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тического моделирования к описанию процесса оказания медицинской помощи 
позволит ответить на вопросы: при каких условиях процесс лечения пройдет за 
меньшее время; при каких условиях процесс выбытия будет означать выздоров
ление пациента.

C позиций описания процесса работы медицинского учреждения по оказа
нию медицинской помощи в виде цепи Маркова можно выделить следующие 
возможные состояния пациента:

5 1 — обращение в регистратуру
52 — при отсутствии полиса, флюорографии — обращение в соответствую

щие службы
53 — первичный прием у врача
5 4 — направление для сдачи анализов
5 5 — планирование лечения
5 6 — проведение лечения
5 7 — оценка результатов
58 — выбытие пациента
Состояние S8 является поглощающим, так как из этого состояния система не 

имеет ни одного выхода.
Граф состояний системы и условные вероятности перехода из состояния S i в 

состояние S ., полученные на основании оценок эксперта, представлены на рис. 2.

Рис. 2. Структура множества состояний пациента в процессе оказания 
медицинской помощи

ч

В некоторых состояниях, таких как S2 — обращение в страховую организа
цию за страховым полисом, S3 — первичный прием у врача, S4 — сдача анали
зов, S5 — планирование лечения, S6 — проведение лечения, система может 
«задерживаться». Факт «задержки» также фиксируется значением условной ве
роятности. Обозначим S(I) состояние системы S в момент времени L Вероят
ность i-oro состояния обозначим p i(f)∙ Очевидно, что для системы с дискретны
ми состояниями в любой момент времени ∑ p i (O = ι.

Основной задачей исследования марковской цепи является нахождение бе
зусловных вероятностей системы р[к) на любом k-м шаге и определение того, 
за сколько шагов система достигнет своего заключительного поглощающего
состояния. 1и [ля нахождения безусловных вероятностей системы pι(k) на любом
к-1л шаге необходимо знать условные вероятности pij{k) перехода системы S на
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к-м шаге в состояние S j , если известно, что на предыдущем шаге она была в 
состоянии S1. Вероятность p,j (k) при ( i  = j )  —  это вероятность того, что сис
тема «задержится» в состоянии S j  [4]. В предложенной системе существуют
невозможные переходы S41,S 14,S 23,S 32,S 24,S42,S25,S52 и т. д. Условные вероятно
сти таких переходов равны 0. C учетом невозможных переходов матрица пере
ходных вероятностей имеет вид:

S2

S i 

о
P 2i

S2 S3 S4 S5 S6 S7

P i2 P i3
0 0 0 0

P 22
0 0 0 0 0

0 P33 P34 P3S 0 0
0 0 P44 Р45 0 0
0 0 0 Pss Ps6

0
0 0 0 0 P66 P62
0 0 Р74 P2S P26

0
0 0 0 0 0 0

S i

о
о
о
о
о
о

Pn
Pi i

Состояние S8 является поглощающим, следовательно, p81 = p82 = p83 = P84 = 
Pes -  P86 ^̂  P87 -  θ , P88 ~  !•

Остальные условные вероятности перехода системы из одного состояния в 
другое оценены экспертами следующим образом:

P12 = 0,2 (вероятность отсутствия полиса ОМС); p13 = 0,8 (вероятность попа
дания на первичный прием при наличии полиса ОМС); p21 = 0,9 (повторное 
обращение в регистратуру с полисом ОМС); p22 = 0,1 (задержка для получения 
полиса ОМС);

p31 = 0,1 (возможна вероятность возврата с первичного приема в регистра
туру);

P33 = 0,1 (далее первичного приема не пошел);
P34 — 0,4, p35 — 0,4,
P44 = 0.1 (н а  этапе сдачи анализов пациент остановился);
P45 0,9, P56 0,9,
P55 = 0,1 (после планирования лечения не произошел переход к этапу прове

дения лечения);
P67 = О-8 =
P66 = 0,2 (после проведения лечения оценка результатов не произведена 

(т. е. пациент не пришел на прием));
P76 = 0,1; p75 =  0,1; p74 = 0,05; p78 = 0,75.
Используя предложенные экспертами оценки (рис. 2) составим матрицу 

переходных состояний (таблица 1).
Для подсчета распределения вероятностей системы на k-м шаге применим 

предложенную в [2] формулу:

Л

P7 (*) = ∑  Pi (* - 1) P  и (к  = 1,2....; у = 1,2,..л ).
/=1

(1)
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Матрица переходных вероятностей Распределение вероятностей
Таблица 1 ;на к шаге по состояниям Таблица 2

** *>e⅜∙⅜⅜ ‰∙¾>→∙∙‰  -•  ∙ * ∙ " ∙ ∣'a m m w 4  5  •  •  •  _ • ⅜ »-а  ■•»«»«* φ‰∙⅜ •  * « « « f u  ⅝⅜∙ •  • ∙ ∙  «  ∙ ∙ κ ∙ ∙e ∙ -~ ■ • • • • v * '* ∙ ∙^ ^ ^ ∙ *  ⅜ " ∙ ∙  ∙⅜ ^ ∙ ∙ * - ∙ - ,  в Н М Н М Я М В М 0 1 И 1 Н В Н в М Н М М | а Я Н В М И в н в в и в в в м 1 М | ^ м м п в м н а 1 м а н м м в в а м я н й 1 М М М 1 1 М й В в р м м в м м е в ш н м й В в в а М В Н Ш М 1

состояния S1 S2 S3 S4
fr*∙* *•* ■ • -*Ч

S5
• • •- •

S6
.. .................. v ∙∙ , . . ^ . * 4

S7 ∣S8
г ------- ~

шаг (к) б1 82 $3 84 85 86 87 88
S1 0 0.2 0,8 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
S2 0,9 0,1 0 0 0 0 0 0 1 0 0,2 0.8 0 0 0 0 0
S3 0,1 0 0,1 0.4 0.4 0 0 0 2 0,26 0,02 0,08 0,32 0,32 0,00 0,00 0,00
S4

Ъ 4 W  . -Z -  • •
0 0 0 0,1 0,9 0 0 0 3 0,03 0,05 0,22 0,06 0,35 0,29 0,00 0 .∞

S5 0 0 0 0 0.1 0,9 0 0 4 0,07 0,01 0,04 0,09 0,18 0,37 0,23 0,00
S6

.Mflb4*4*A> A∙⅜ → - SKVw *A'.***⅜
0 0 0 0 0 0,2 0.8 0 5 0,01 0,02 0,06 0,04 0,14 0,26 0,30 0.17

S7 0 0 0 0,05 0,1 0.1 0 0.75 6 0,02 0,06 0,05 0,15 0,26 0,29 0,16 0,17
S8 0 0 0 0 0 0 0 1 7 0,06 0,01 0,02 0,04 0,20 0,31 0,23 0,29

J- . .  . . . . . . M .I . . .  ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ v ∙ ∙ Ha* ∙4 ............................ j 1 8 0,01 0,01 0,05 0,02 0,09 0,26 0,25 0,46
• •

Г

. .  -  . . <f •« W* •; __ _____ . 4  . . .  J

<

« 
» 9 Ö.02 0,00 0,01 и,03 0,07 0,16 0,21 0,65

• √ , ∙>4<* 45 * ∙  *∙ , *W  ⅝*, *∖W⅜∖M

ь

L .  . . . . !

C г
•
I 10 0,00 0,00 0,01 0,02 0,06 0,12 0,13 0,81

» . . . . .  ..W

‘ •
<
4 . . . .

>I

•  Λ ∙  ■ • «4 •
11 0,00 0,00 0,00 0,01 0,04 0,09 0,10 0,90

1

J

Ч

г
л . . .

12 0,00 0,00 0,00 0,01 0,03 0,07 0,08 0,97

В табл. 2 представлено распределение вероятностей перехода системы в 
результате 12 шагов. На двенадцатом шаге система с вероятностью 0,97 дости
гает поглощающего состояния.

Моделирование процесса с помощью марковской цепи позволяет проводить 
численный эксперимент для оценки влияния различных состояний системы на 
конечный результат.

Эксперимент № 1.
Если в процессе осмотра состояние больного удовлетворительное и вероят

ность назначения анализов мала (p34 = 0,1; p35 = 0,8) (табл. 3), то достижение 
поглощающего состояния с вероятностью 0,93 наступает на 9 шаге (табл. 4).

V A  .  ∙‰√,.∙. A  .∙v *∙

Матрица переходных вероятностей !Таблица 3
на к  шаге по состояниям
Распределение вероятностей 1

г.

состояния S1 S2 ‘S3 S4 jS5 S6 :S7 S8

S1
V 5 .√ V

S2
S3
54
55
56
5 W  *A∙∙⅜r.VZ Л A∙

37
%

SB

• VΛ∖**Z*Λ-

•*

<

ч
4

V

0 0,2 0,8 0 0 0 0 0
0,9 0.1 0 0 0 0 0 0
0,1 0 0.1 0,1 0,8 0 0 0

0 0 0 0,1 0,9 0 0 0
0 0 0 0 0,1 0,9 0 0
0 0 0 0 0 0,2 0,8 0
0 0 0 0,05 0,1 0,1 0 0,8
0 0 0 0 0 0 0 1

<
i

ч

-V

t> ⅛/

• Л».X

>

ч г г

<
X  ..

4
г

i 
’?

i  
t

Таблица 4
шаг (к) s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8

0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0,2 0,8 0 0 0 0 0
2 0,26 0,02 0,08 0,08 0,64 0,00 0,00 0,00
3 0,03 0,05 0,22 0,02 0,20 0,58 0,00
4 0,07 0,01 0,04 0,02 0,21 0,30 0,46 0,00
5 0,01 0,02 0,06 0,03 0,12 0,29 0,24 0,35
6 0,02 0,06 0,04 0,14 0,29 0,25 0,31 0,35
7 0,06 0,01 0,02 0,03 0,22 0,34 0,20 0,58
8 0,01 0,01 0,05 0,02 0,09 0,28 0,27 0,73
9 0,02 0,00 0,01 0,02 0,09 0,16 0,23 0,93

•v» ∙ w * .

<

>

<*

Эксперимент № 2.
Если врач ошибся, не назначив определенные виды анализов, не провел 

обследования в полном объеме и лечение не принесло результатов, p74 = 0,3; 
P75 = 0,4 p76 = 0,1; P78 = 0,2 (табл. 5), то на 12 шаге вероятность достижения 
поглощающего состояния равна всего 0,36 (табл. 6).

■ Матрица переходных вероятностей J Таблица 5
< •

состояния 
s i ........
∣S2.............
53
54
55
56
57
58

Распределение вероятностей 
на к шаге по состояниям Таблица 6

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 i шаг (к) s1 s2 S3 s4 s5 s6 s7 s8
0 0,2 0,8 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0.9 0,1 0 0 0 0 0 0 1 0 0.2 0.8 0 0 0 0 0
0,1 0 0,1 0,1 0,8 0 0 0 2 0,26 0,02 0,08 0,08 0,64 0,00 0,00 0,00

0 0 0 0,1 0,9 0 0 0 3 0,03 0,05 0,22 0,02 0,20 0,58 0,00 0,00
■ 0 0 0 0 0,1 0,9 0 0 4 0,07 0,01 0,04 0,02 0,21 0,30 0,46 0,00

0 0 0 0 0 0,2 0,8 0 5 0,01 0,02 0,06 0,14 0,26 0,29 0,24 0,09
0 0 0 0,3 0.4 0,1 0 0,2 6 0,02 0,07 0,16 0,26 0,29 0,22 0,08 0,09
0 0 0 0 0 0 0 1 7 0,08 0,01 0,03 0,07 0,42 0,31 0,18 0.11

j • •  *  V
8 0,01 0,02 0,07 0,06 0,20 0,46 0,25 0,14

•
•

J

...
9 0,02 0,00 0,02 0,09 0,23 0,30 0,37 0,19• • *•

• . ∙ ∙ ∙  ∙  V •
10 0,01 0,00 0,02 0,12 0,26 0,30 0,24 0,27

* ............. 'z * ••• ••
11 0,01 0,00 0,01 0,08 0,24 0,32 0,24 0,31

•
12 0,00 0,00 0,01 0,08 0,20 0,31 0,26 0,36

В этом случае достижение поглощающего состояния с вероятностью 0,89 
происходит на 31 шаге.



66 ВЕСТНИК

Эксперимент № 3.
Пациент не довел процесс лечения до конца, остановившись на этапе прове

дения лечения, о чем свидетельствуют вероятности p67 = 0; p68 = 0, а вероят
ность остановки в процессе лечения p66 = 1 (табл. 7). Тогда поглощающее состо
яние не достигается вообще (табл. 8).

Матрица переходных вероятностей Таблица 7

СОСТОЯНИЯ S1 S2 S3
•

S4 S5 S6 S7 S8
S1∙*∙ W ⅜ • 0 0,2 0.8 0 0 0 0 0
S2 0.9 0,1 0 0 0 0 0 0
S3 0.1 0 0,1 0.4 0.4 0 0 0
S4 0 0 0 0,1 0,9 0 0 0
S5 0 0 0 0 0,1 0.9 0 0
S6 0 0 0 0 0 1 0 0
S7 0 0 0 0 0 0 0 0
S8 0 0 0 0 0 0 0 0

Распределение вероятностей
на к шаге по состояниям Таблица 8
шаг (к) s1 s2 s3 S4 в5 Sβ з7 з8

0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0,2 0.8 0 0 0 0 0
2 0.3 0,0 0.1 0.3 0,3 0.0 0.0 0.С
3 0,0 0.1 0.2 0.1 0.4 0,3 0,0 0.0
4 0,1 0,0 0,0 0,1 0,2 0.6 0.0 0.0
5 0.0 0,0 0,1 0.0 0.1 0.8 0,0 0,(
6 0.0 0.1 0,0 0,2 0.7 0.0 0.0 0,(
7 0.1 0.0 0,0 0.0 0,2 0,6 0.0 0.0
8 0.0 0.0 0,0 0,0 0,1 0.8 0.0 0.0
9 0.0 0,0 0,0 0.0 0.0 0.9 0.0 0.0

Эксперимент № 4.
Система находится в идеальном состоянии, т.е. вероятность перехода из 

регистратуры на первичный прием равна 0,9 (табл. 9). C первичного приема 
пациент попадает сразу или на сдачу анализов p34 = 0,5 или на планирование 
лечения p35 = 0,5. Так как лечение проведено успешно, то вероятность перехода 
от оценки результата к выписке пациента составляет p78 = 0,8. Поглощающего 
состояния система достигает за 8 шагов (табл. 10).

Матрица переходных вероятностей ' Табгмца 9: Распределение вероятностей
. на к шаге по состояниям___________ » Таблица 10*

СОСТОЯНИЯ
--------------- -  Λ λ

S1 S2 1Г* ^
S3 S4 S5

> " ∙ " ∙ " W ^ ^ Λ

;S6
∙ ∙ * '  -∙** V**¾*w∙ V-⅛

S7 S8 , шаг (к) s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8
S1 0 0.1 0.9 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
S2 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0.1 0,9 0 0 0 0 0
S3 0 0 0 0.5 0.5 0 0 0 2 0,10 0,00 0,00 0,45 0,45 0,00 0 .∞ 0.00
S4 0 0 0 0 1 0 0 0 3 0,00 0,01 0,09 0,00 0,45 0,45 0,00 0,00
S5 0 0 0 0 0 1 0 0 4 0,01 0,00 0,00 0,05 0,05 0,45 0,45 0,00
S6 0 0 0 0 0 0 1 0 5 0,00 0,00 0,01 0,00 0,09 0,09 0,45 0,36
S7 0 0 0 0 0,1 0.1 0 0.8 6 0,00 0,01 0,00 0,09 0,09 0,45 0,36 0,36
S8 0 0 0 0 0 0 0 1 7 0,01 0,00 0,00 0,00 0,13 0,13 0,45 0,65

Таким образом, результативность лечения зависит от поведения системы на 
каждом шаге. Чем меньше система задерживается во вспомогательных проме
жуточных состояниях, тем быстрее она достигает поглощающего состояния. Задача 
управления проведением лечения заключается в обеспечении пациента и врача 
всем необходимым инструментарием. Для пациента таким инструментом явля
ется наличие желания как можно быстрее выздороветь, а также наличие поли
са обязательного медицинского страхования или наличие денежных средств 
для оплаты медицинских услуг. Для врача инструментом является высококаче
ственная профессиональная подготовка, а также наличие надежной современ
ной аппаратуры для обследования пациента.

Cl
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Анатолий Леонидович ГАЛКИН— 
преподаватель кафедры 

математических методов в экономике 
Института экономики и управления 

Удмуртского государственного университета

О ФРЕЙМОВОМ АНАЛИЗЕ СТРУКТУРЫ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ

АННОТАЦИЯ. Описана методика выполнения фреймового анализа ин
формационных структур различных видов деятельности. Оценка изме
ренной структурной сложности произведена в логонах.

The methods o f the performing the frame-based analysis o f the information 
structures o f different type to activity are described. The estimation measured 
structured difficulty is made in logons.

I

Ряд задач экономики требует анализа сложности используемых в них ин
формационных структур (ИС). Инструментом такого анализа является инфор
мационный фрейм (ИФ). Понятие фрейма было введено в научное пользова
ние Μ. Минским для представления знаний [2]. Для обеспечения возможно
сти адекватного использования фрейма при решении наших задач мы уточняем 
это понятие — как информационный фрейм (ИФ). Целью наших исследова
ний является оценка сложности структуры деятельности, измеренной в метро- 
нах и логонах [3].

Под деятельностью мы будем понимать последовательное выполнение оп
ределенных действий, направленных на достижение какой-нибудь цели. Если 
каждое действие выполняется однократно, то деятельность называется после
довательной. Вся совокупность действий рассматривается как некоторая ситу
ация S , для которой строится информационная структура (ИС) ISππ.

Рассмотрим фрагмент последовательной деятельности. Поставим во взаим
но однозначное соответствие каждому действию оператор или логическое усло
вие и составим алгоритмическое предписание деятельности:

оператор А: выполнение i-ro действия;
логическое условие р: выполнение i+1-го действия, проверки условия t:

P =
9

1, если условие выполняется;

0 — в противном случае

оператор В: выполнение i+2-го действия при р = 1;
оператор С: выполнение i+ 2-го действия при р = 0.
В данном фрагменте оператор А соответствует начальному действию дея

тельности, а операторы В или C — конечному, и определяют ее результат. 
Остальные действия называются промежуточными. Операция sled есть вы
полнение следующего действия в процессе деятельности. На языке Ляпунова- 
Шестопал данное алгоритмическое предписание запишется так: Ap ↑ 1B. ∣1C.


