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компоненты необходимых курсов в формате, поддерживаемом его устройством, 
с минимальными затратами на трафик.

При реализации данной модели возникает определенное количество проблем: 
прежде всего это проблема оформления учебного материала в электронном виде, 
а также проблема формирования различных представлений учебных объектов 
для существующих в системе каналов связи: материал по некоторым дисципли
нам сложно доступным образом передать с использованием электронных средств, 
особенно в случае ограничения возможности использования мультимедиа-техно
логий. Затем встает проблема разработки алгоритма выбора представления учеб
ного объекта для доставки пользователю (логика управляющего модуля); выбор 
должен производиться с учетом курса, в котором задействован данный объект, 
используемого канала связи и объективной оценки емкости данного представле
ния учебного объекта. Для решения данной проблемы лучшим вариантом дей
ствий является предварительное построение математической модели системы и 
ее оптимизация с дальнейшим использованием результатов при реализации.

Ряд проблем включает и техническая сторона реализации: проблема разверты
вания сервера системы дистанционного образования и разработай серверного про
граммного обеспечения; проблема разработки набора клиентских приложений для 
различных платформ; проблема подключения сервера к различным каналам связи. 
Данные проблемы могут быть решены различным образом в зависимости от дос
тупных программно-аппаратных ресурсов и предпочтений разработчика.

Таким образом, первым шагом на пути к реализации подобной системы 
является создание упомянутой выше математической модели системы, которая 
позволит более ясно увидеть картину работы с образовательными ресурсами. 
Оптимизированная математическая модель даст возможность перейти непос
редственно к проектированию алгоритмов, а в дальнейшем —  к написанию 
программного кода серверной и клиентской частей системы и развертыванию 
аппаратной платформы. С П И С О К  Л И ТЕРАТУРЫ1. Бородин С. О., Вьюгов Д. С. Мобильные технологии в электронном обучении: http://main.tusur.ru2. Hansen, Т. Е. Mobile Technology in Higher Education: http://idi.ntnu.no/grupper/ su∕su-diploma-2002∕Hansen-MobTech.pdf

j ιiτo ж й д ю о м
.κεRd'

Василий Александрович БАРИНОВ — 
доцент кафедры математического моделирования, 

кандидат физико-математических наук 
Нина Николаевна БУТАКОВА — 

доцент кафедры математического моделирования, 
кандидат физико-математических наук

УДК 532.59:532.13 ≡ ≡ = s s =5=

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНЫ НА СЛОЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
ОГРАНИЧЕННОЙ ГЛУБИНЫ

АННОТАЦИЯ. Приведено точное аналитическое решение линейной за
дачи о распространении волн по свободной поверхности слоя вязкой жид
кости с учетом условий прилипания на дне.
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The exact analytical decision of a linear problem on distribution of waves 
on a free surface of a layer o f a viscous liquid in view of conditions Ofsticking 
at the bottom is resulted.
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Целью работы является аналитическое решение линейной задачи о волнах 
на слое вязкой жидкости конечной глубины. Изучение данного вопроса имеет 
давнюю историю (например, [1]). Но математическая сложность уравнений и 
граничных условий не позволяла в достаточной мере исследовать этот процесс. 
Большинство известных работ по этой теме посвящено решению как линейных 
(например, [1, 2]), так и нелинейных (например, [3, 4]) задач на бесконечно 
глубоких слоях жидкости. Неограниченность области в данном случае сильно 
упрощает задачу, так как отпадает необходимость удовлетворения граничным 
условиям прилипания на поверхности дна. Линейная задача для слоя жидкости 
конечной глубины рассматривалась в работах [5, 6]. В статье [5] решение полу
чено в виде несобственных интегралов, которые не дают явных выражений для 
характеристик волнового движения. В работе [6] такие выражения получены, но 
приведенная там система алгебраических уравнений для определения фазовой 
скорости и декремента затухания волны имеет только тривиальное решение.

Рассматривается слой вязкой жидкости, ограниченный снизу твердым не
проницаемым дном Z ‘ = - /  *, где / * — глубина слоя жидкости, а сверху — 
свободной поверхностью z* = ξ*(t*,x*). Движение жидкости плоскопараллель

ное в плоскости X z . иси Х и г  направлены так, что ось х совпадает со 
свободной поверхностью в ее невозмущенном состоянии, а ось z направлена 
вертикально вверх.

В области, занятой жидкостью, выполняются уравнение неразрывности и 
уравнения движения [7]:

divv* = 0 , P— — = μ∆v -V P  + pg, dt
где V* = [V*, V* ] — вектор скорости, р — плотность, P — давление, μ — дина
мический коэффициент вязкости.

На дне имеет место условие прилипания

v x = 0, Vz =0, z - - I  .
f

На свободной поверхности z* =ξ*(t*,x*) задаются кинематическое и дина
мическое условия [7]. Первое состоит в том, что частица жидкости не сходит со 
свободной поверхности

Динамическое условие в случае, когда к свободной поверхности приложено 
только постоянное атмосферное давление Pα, имеет вид



120 В Е С Т Н И К

По свободной поверхности жидкости z* = ξ* (t* ,x * )  правлении оси х распространяется волна длиной λ  и фазовой скоростью с . Длина волны много больше ее высоты λ  »  ξjnax. В этом случае все волновые возмущения являются величинами одного порядка малости ε = k ξ ζ ax ( k = 2 π ∕λ  — волновое число).Рассматривается линейный вариант задачи (отброшены слагаемые порадка o(ε)).3vx 3vz λ  3v x Эр . 3vz Эр
aΓ+17=0∙ T  ‰+,,δv '∙ f  = ⅛tη 4 '

положительном на-

х» Z ’θξ aξ _ θvz θvx ∂vz . кaΓ + v ' ‰ ° v ' ∙  - p ÷ v ⅛ + ⅛ = o ,  - ^ → - ^ = o ,  z = ξ ( t ,x ) . v x = O, v z = О, Z = -Z .Здесь использованы безразмерные переменные и величины v x = v x ∕ε c 1 v z = v z ∕ε c 1 p = p * ∕ε p c 2 , р ‘  = P + p g z * - P f l l  ξ  = k ξ * ∕ε 1 z = kz*1 x = kx*1 t = kct*1 ∕  = k ∕* 1 v = g ∕k c 2 1 η = μ k ∕c p . Данная краевая задача сводится к задаче для определения vz :
= O1

Z ,

л ( 9 v Z л
δ ~ξ;—tiδv*Д  3 t  )v z = 0 , ⅛-2- = 0 , Z = -/ ,dza 2 v z a 2 v z a 3v z a 4 v z a 4 v z a 2 v z— ≠ -------Λ  = θ- — √ ^ --3 η ------ г ----------- т - Л — ÷  = θ. z  = 0 ∙∂z2 ∂χ2 ∂t23z atθχ2∂z atθz 3 Эх2Решение задачи должно удовлетворять ряду требований. Наличие вязкого трения в жидкости обуславливает диссипативные процессы —  затухание волнового движения. В отсутствие сил внутреннего трения решение задачи должно переходить в известные решения для волнового движения идеальной жидкости [8]. C  учетом этого,v z  = e - Pt (A(z)sin(x - 1)+ B(z)cos(x - 1))1A (z )= C ∣e z  + C 2 ê ẑ  + e α z (C3 cosbz + C 4  sinbz)+e^a z (C5 cosbz + C⅛ sinbz),B(z )=  D 1ez  + D 2 e^z  + e α z (C 4 c o s b z -C 3 sinbz)+e'α z ( - C 6  cosbz + C 5 sinbz).

а =
- β  + λ ∕ l  ÷ ( β -η ) 22η ∣ β - η  + λ ∕i+ ^ (β -η )2

V 2ηЗдесь β = β* /кс — безразмерный декремент затухания волны ( β* —  размерный декремент затухания). Коэффициенты C i и D i определяются выражениями D 2 = (δ ,D 1 + δ 2 C 1 ) ∕δ , C 2 = ( - δ 2 D 1 + δ 1C 1 ) ∕δ 1 C 3 = (δ 3 D 1 + δ 4 C 1) ∕δ 1
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C 4 - ( δ 4 D 1 - δ 3 C ι ) ∕δ ,  С5 — (δ 5 D ]+ δ g C j) ∕δ , c 6 = ( - δ 6 D∣ + δ 5 c 1 ) ∕δ ,  δ = 8η(N sh a l - (a +  Mb) ch al )ez sin bl + 8η((b -  M a) sh a l+ Z>N ch al)el  cos bl ++ e2z (M 2 + 1)((N -  l)cos 2bl -  2b sin 2bl + (N + 1) ch 2al -  2a sh 2al}+ 8η2 N, δ1 = 16η((α + Mb)shZ ch αZ -NchZshαZ)sin⅛Z + 16η((Mα-b)shZshαZ--  MN ch I ch αZ)cos bl -  2(M 2 + 1)((N + 1) cos 2bl -  (N - 1) ch 2 a l) -16η 2 N, δ 2 = 16η((Mα -  b)ch I ch al -  MNsh I sh a l)sin Ы + 16η(N shI c h a l--  (Mb + a) ch I sh a l)cos⅛Z + 4(M 2 + l)(α sin 2bl -  bsh2αZ),δ3 = 4 (-(M 2 + l + 4αη2 )chZchαZ-(M 2 + l - 4 η 2 N)shZchαZ ++ α(M 2 + l - 4 η 2 )chZshαZ + ((M2 + l)α + 4η2 N)shZshαZjsin⅛Z ++ 4(b(M 2 + 1 + 4η 2 ) ch I ch al + b(M 2 + 1) sh I ch al + 4bη 2 ch I sh al)cos bl ++ 2η((M(N - 1) -  2b)e2z -  M (N + 1 + 2α))⅛in 2bl + 2η((N - 1 + 2bM)e2z --  (N + 1 + 2a)∖ os2bl + 2η(N + 1 -  2α)e2z (ch 2al + sh 2al)+ 8η(α + Mb),
Iδ4 = 4b(-4η 2 chZchαZ + (M 2 + l - 4 η 2 )chZshαZ + (M 2 + l)sh ZshaZ )⅛in⅛Z + + 4^a(M2 + l + 4η2 )chZchaZ+(4η2 N - a ( M 2 + l))shZchaZ + + (M 2 + 1 -  4η2 a)chZshaZ + (M 2 + 1 + 4η2 N)shZshaz)cosZ>Z ++ 2t](m 2 + 1 + 2a -  (M 2 - 1 ÷ 2bN)e2z )sin2bl + 2η((M(N - 1) -  2b)e2z --  M (M 2 + 1 + 2a)∖x>s2bl + 2ηM(N + 1 -  2a)e2 z(ch2aZ + sh2aZ)+ 8η(b -  Ma),

δ5 = 4((M2 + l - 4 a η 2 )chZchaZ + (M 2 + l - 4 η 2 N)shZchaZ -- a ( M 2 + l - 4 η 2 )chZshaZ-(a(M 2 + l ) - 4 η 2 N)shZshaz]⅛in6Z ++ 4b(⅛η2 ChZshaZ-(M 2 + l)sh Z ch aZ -(M 2 + l)chZchaz]cosW ++ 2η(M(N + 1 -  2a) + (M (N - 1) -  2b)e2z )sin 2bl + 2η((N - 1 -  2bM)e2z --  (N + 1 -  2a))cas2Z>Z + 2η(N + 1 + 2a)e2z (ch 2al -  sh 2aZ)- 8η(a + Mb),
δ6 = 4b(-4η 2 ch Z ch aZ -(M 2 + l - 4 η 2 )chZshaZ-(M 2 +l)shZshazjsin⅛Z + + 4^i (M 2 + l + 4η2 )chZchaZ+(4η2 N + a(M 2 +l))shZchaZ- - ( M 2 + 1 + 4η2 a)chZshaZ-(M 2 + l  + 4η2 N)shZshaz)cosZ>Z + + 2η((M2 - 1 -  2bM)e2z -  (M 2 + 1 -  2a))sin 2bl + 2η((M(N + 1) + 2b)e2z --  M (M 2 + 1 -  2a)pos2bl -  2ηM(N + 1 + 2a)e2z (ch 2aZ -  sh 2 a l) - 8η(b -  Ma),

M = β - 2 η , N = a 2 + b 2 = V(β - τ l)2 + 1 ∕ τl ∙
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Коэффициенты Ci и Di остаются неопределенными и могут быть найдены 
из дополнительных начальных условий.

C использованием полученного решения из уравнений движения определя* 
ются горизонтальная составляющая скорости v x и возмущение давления рv × = e^β t [(c ie 2  ~ C 2e^z  + e β z ((αC3 + b C 4 )cos(bz)+(αC4  - b C 3 )sin(bz)+ + e^σ z ((bC6  -  αC 5 ) cos(bz)+ (-bC5 -  aC 6 ) sin(bz))cos(x - 1)+ + (θ1ez  -  D 2e"z  + ea z ((aC4  -  bC 3 ) cos(bz) + ( - a C 3 -  bC 4 ) sin(bz) + + e- a z  ((bC5 + a C 6 ) cos(bz) + (bCg -  a C 5 ) sin(bz))sin(x - 1)∣

р = е β t [((Ci + β D 1 )ez  -  (C 2 + β D 2 )e z  )cos(x - 1)++ ((βC1 -  D 1 )ez  + (βC 2 -  D 2 ) e 'z  )sin(x - 1)]
а из кинематического условия — уравнение свободной поверхностиξ  = e-0 t [(C1 +  C 2 +  C 3 + C 5 + β(C6  - C 4 - D 1 - D 2 ))cos(x - 1) + + (Сб ~ C 4  - D 1 - D 2 - β ( C 1 + C 2 + C 3 + C 5 ))sin(x -  t)J

Из последнего граничного условия для vz следуетv(δ + δ1 + δ 3 + δ5 )+(β2 - 2 β η - l ^ δ - δ 1) - 2 ( β - η ) 5 2 + + 2η(βa +  b)(δ5 -  δ3 ) + 2η(βb - a ∖δ4 -  δ6 ) = О,v(δ2 + δ4  + δ6 ) - 2 ( β - η X δ - δ 1) - ( μ 2 - 2 β η - l) δ 2 + + 2η(βb -  a∖δ5 - δ3 ) -  2η(βa + b∖δ4  -  δ6 ) = 0.
Эти равенства являются дисперсионными соотношениями для неизвестных 

декремента затухания β* и фазовой скорости волны с и позволяют определить 
их значения для различных сред при варьировании параметров Z, λ, η.
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