
41© Автор(ы), 2024

Научная статья / Research Article https://doi.org/10.21684/2411-7978-2024-10-1-41-54
Теплофизика и теоретическая теплотехника УДК 517.95, 532.546

Решение одномерных задач  
теплопроводности с конвекцией 
с помощью интеграла Пуассона

Родион Михайлович Ганопольский*

	 Тюменский государственный университет, Тюмень, Россия
	 Контакт для переписки: r.m.ganopolskij@utmn.ru*

Аннотация. В нефтегазовой отрасли очень актуальна проблема разработки высо­
ковязкой нефти. Один из способов увеличения ее добычи — тепловой метод. 
Для моделирования процессов фильтрации необходимо объединить гидродинами­
ческие уравнения с уравнением теплопроводности. Полученные математические 
модели решаются разными численными методами. Точность и сходимость таких 
алгоритмов редко проверяется. Один из способов осуществления этой провер­
ки — моделирование задач, которые можно в частных случаях решить аналитиче­
ски. Например, для простых граничных условий применяют ряды Фурье. Другой 
метод — это применение интеграла Пуассона. Этот способ удобнее для сравнения 
с результатами численных расчетов, чем метод Фурье, т. к. при той же точности тре­
бует значительно меньше вычислений. Но для метода Пуассона требуется знание 
начального условия на всем пространстве, а в реальных задачах обычно оно дается 
в ограниченной области. В данной работе предложен алгоритм распространения 
начальных условий на всё пространство. Таким образом решаются две задачи 
теплопроводности с учетом конвекции с помощью интеграла Пуассона. Пока­
зано, что точность сопоставима с методом Фурье, но при значительно меньшем 
количестве вычислений.
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Abstract. There is the relevant problem of developing high-viscosity oil in the oil and 
gas industry. One of the ways increasing its production is the thermal method. It 
is necessary to combine hydrodynamic equations with the thermal conductivity 
equation for simulation of filtration processes. The resulting mathematical models 
are solved by using different numerical methods. The accuracy and convergence 
of such algorithms is rarely tested. One way to carry out this check is to simulate 
problems that can be solved analytically in particular cases. For example, Fourier 
series are used for simple boundary conditions. Another method is usage the Pois­
son integral. This method is more convenient for comparing results than the Fourier 
method, because with the same accuracy requires significantly less calculations. But 
the Poisson method requires knowledge of the initial condition over the entire space, 
and in real problems it is usually given in a limited area. In this paper we propose an 
algorithm for extending the initial conditions to the entire space. In this way, two heat 
conduction problems are solved taking into account convection using the Poisson 
integral. It is shown that the accuracy is comparable to the Fourier method, but with 
fewer calculations.
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Введение
В нефтегазовой отрасли очень актуальна проблема разработки высоковязкой нефти. 
Один из способов увеличения ее добычи — тепловые методы, когда пласт перед 
или во время добычи углеводородов прогревают, например, с помощью воздействия 
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паром [Антониади и др., 2000]. Перед реализацией любого метода необходимо про­
вести всесторонние исследования, включая моделирование при различных условиях. 
Так, А. Я. Гильманов и А. П. Шевелёв построили численную модель прогревания 
высоковязкой нефти при паровом воздействии [2021] и исследовали распределе­
ние температуры при парогравитационном дренаже [2022]. Вместе с соавторами 
А. Я. Гильманов проанализировал развитие теплового поля в результате пароцикли­
ческой обработки пласта [2023], гидродинамическая модель при этом рассчитыва­
лась на симуляторе tNavigator. При ряде допущений эти и другие случаи [Чернышов, 
Пивоварова, 2020; Жумаев, Тошева, 2022] могут быть сведены к системе уравнений, 
включающих уравнения теплопроводности с конвективным членом [Лыков, 1978; 
Исаченко и др., 1981; Дульнев, 2012]. Считая коэффициенты перед производными 
константами, можно рассмотреть упрощенные модели, в то же время уравнения 
можно решить аналитически. Таким образом, возможна проверка математических 
моделей в этих работах на точность и сходимость. С другой стороны, известно 
[Башкирцева и др., 2017], что компьютерные симуляции лучше всего начинать с про­
стых, например стационарных, решений. Поэтому точные аналитические решения 
позволят не проводить моделирование с начального состояния, а искать влияние 
нелинейных эффектов на форму и размеры теплового фронта по сравнению с ли­
нейной конвекцией.

Ранее [Ганопольский, 2023] рассматривалось аналитическое решение уравнения 
теплопроводности (1) с учетом конвекции методом Фурье [Тихонов, Самарский, 
2004; Петровский, 2009]:

	 2 . 	 (1)

Получены решения для двух одномерных задач. Первая — выравнивание темпера­
туры в области c разными температурами на границах:

	 , 0 1, 0,
0, 0, 

	 0, 1, 
	 , 0. 	 (2)

Вторая — остывание области с одинаковыми температурами на границах:

	 ���, 0� � 1 �0 � � � ��, 
	 0, , 0. 	 (3)

Здесь функция u — безразмерная температура, значение 0 соответствует мини­
мальной температуре задачи, 1 — максимальной.

В той же статье решены эти задачи без конвекции двумя способами: как с помощью 
метода Фурье, так и с помощью интеграла Пуассона. Если задано начальное распре­
деление температур f(x) на всей числовой прямой, то общее решение уравнения 
теплопроводности находится с помощью интеграла Пуассона [Cannon, 1984]:
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	 ���, �� � 1
2√���� ��χ��������

�
��� �χ

�

��
. 	 (4)

При интегрировании с простыми функциями получаются суммы функции ошибки 
[Кремер, 2023]:

	
erf��� � 2

√π� ������
�

�
, 

которая при k → 0 стремится к функции Хевисайда:

	
lim��� erf �

�
�� � 2θ��� � 1, 

где имеется в виду функция Хевисайда со следующим определением [Зорич, 2019]:

	

θ��� � �
1, � � 0,
0, � � 0,
1
2 , � � 0.

 

При проведении исследований [Ганопольский, 2023] выстроился алгоритм решения 
уравнения теплопроводности с различными граничными условиями с помощью инте­
грала Пуассона:

1)	 находим стационарное решение исходного уравнения;
2)	 вычитаем его из неизвестной функции, для получившейся функции выводим 

начальное условие, граничные условия будут нулевыми;
3)	 используя метод Фурье, получаем решение;
4)	 распространяем начальное условие модифицированной функции на всё про­

странство, получаем решение с помощью интеграла Пуассона.
Предпоследний пункт можно не выполнять, если сразу учесть, что расширенные 

начальные условия должны обладать свойствами синуса — наличием периода и нечет­
ностью. Для случая конвекции необходимо модифицировать этот алгоритм. Решим 
уравнение теплопроводности с учетом конвекции для двух случаев: выравнивания тем­
пературы с перепадом температур (1 — нагретая граница, 0 — вся остальная область 
и вторая граница) и остывания области с одинаковыми температурами на границах 
(на границах — 0, в остальной области — 1).

Постановка задачи
Обезразмерим уравнение (1) по остальным величинам:

	 2 , 	 (5)

где z = x/l, τ = at/l2, q = vl/a.
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Начальное и граничные условия (2) преобразуются к одному виду:

	
, 0 1, 0,

0, 0, 
	 ��0, τ� � 1, 
	 ��1, τ� � 0, 	 (6)

а условия (3) — к другому:
	 ���, 0� � 1 �0 � � � 1�, 
	 ��0, τ� � ��1, τ� � 0. 	 (7)

Задача: решить уравнение (5) с начальными условиями (6) и (7) методом интеграла 
Пуассона (4). Рассмотрим каждое условие отдельно.

Метод Пуассона для случая остывания с конвекцией
Решим задачу остывания области, первоначально нагретой до одной температуры, 
с одинаковыми граничными условиями. С помощью замены

	 ���, τ� � ����������, τ� 	 (8)

преобразуем уравнение (5) к виду

	 . 	 (9)

Если мы на интервале (0, 1) разложим функцию f по синусам, а затем согласно ал­
горитму распространим ее на всю числовую ось, то она будет обладать следующими 
свойствами синуса:
	 , 
	 2 . 	 (10)

Граничные условия для функции w совпадают с условиями для u:

	 ��0, τ� � ��1, τ� � 0. 	 (11)

Начальные условия изменились:

	 , 0 , 
	 0, 1 . 

Необходимо доопределить функцию g на всю числовую ось с учетом (10):

	

���� � �
���������, � � �2�,  2� � 1�,

�������������, � � �2� � 1,  2� � 2�,
0, � � �.     

 

Полученная функция изображена на графике (рис. 1). Подставим функцию g в инте­
грал Пуассона (4). Вычислим его в произвольной области:
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1
2√πτ� �����������

�
�� �χ

��

��
� 1
2√πτ� ���

�������������
�� �χ

��

��
� 

� 1
2√πτ �

������� � �����������
�

�� �χ
��

��
� 1
√π �

������� � ������
��������

�√�
��������

�√�
� 

� 1
2 �

������� �erf �χ� � � � 2�τ
2√τ � � erf �χ� � � � 2�τ

2√τ ��. 
 В другом интервале области определения значение интеграла можно получить, про­
сто поменяв знак у q:

	

1
2√πτ� ����������

�
�� �χ

��

��
� 

� 1
2 �

������� �erf �χ� � � � 2�τ
2√τ � � erf �χ� � � � 2�τ

2√τ ��. 
 После обратной замены (8) полученные значения будут составлять сумму:

	

���, τ� � 1
2 �

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

����

⎝
⎜
⎛erf�

�2� � 1� � � � 2�τ
2√τ � �

��erf �2� � � � 2�τ
2√τ �

⎠
⎟
⎞�

���������������

⎝
⎜
⎛erf�

�2� � 2� � � � 2�τ
2√τ � �

��erf��2� � 1� � � � 2�τ
2√τ �

⎠
⎟
⎞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

��

����
. 

При τ → 0 функции ошибок стремятся к функции Хевисайда, а их разности к прямо­
угольной функции:

	

lim��� �erf�
�2� � 1� � � � 2�τ

2√τ � � erf �2� � � � 2�τ
2√τ �� � 

� �
2, � � �2�,  2� � 1�,
0, � � �2�,  2� � 1�,
1, � � 2�,  2� � 1.  

 

 В интервале (0, 1) из всей суммы даст вклад только первая разность из слагаемого 
при n = 0. Получаем в итоге начальное условие задачи. При τ → ∞ функции ошибок 
стремятся к 0, что соответствует полному остыванию области.

Два решения с учетом конвекции и без конвекции в один момент времени приведены 
на графике (рис. 2).
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Рис. 1. Доопределенное начальное условие первой задачи
Fig. 1. Additional defined initial condition of first task
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Рис. 2. Решения первой задачи с конвекцией и без нее
Fig. 2. Solutions of first task with and without convection
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Метод Пуассона для случая перепада температур  
с конвекцией
Граничные условия для w при замене (8) будут отличаться от исходных. После ис­
пользования интеграла Пуассона и возврата к начальной функции они будут меняться 
со временем. Чтобы граничные условия оставались постоянными, воспользуемся другой 
заменой:
	 ���, τ� � ���� � ����������, τ�, 	 (12)
где функция φ(z) должна, во-первых, удовлетворять граничным условиям u:

	
φ��� � �1, � � 0,

0, � � 0, 
а во-вторых, являться решением стационарного уравнения теплопроводности:

	
2� �φ�� �

��φ
��� . 

Тогда функция w будет являться решением уравнения (9) и иметь нулевые граничные 
условия (11). Функция φ(z) уже была найдена ранее [Ганопольский, 2023].

	 φ��� � exp�2���exp�2���
exp�2�� � 1 � ��� sh���1 � ���

sh � . 	 (13)

Поставим (13) в (12) и найдем начальные условия для w:

	
, 0 sh 1

sh , 0, 1 . 
Продолжим функцию f на всю числовую ось по алгоритму (10), при этом учтем, что 

гиперболический синус — нечетная функция:

	 ���� � �
sh ���� � �2� � 1���

sh��� ,
0,

 � � �2�,  2� � 2�,
� � 2�.  	 (14)

Доопределенная функция приведена на графике (рис. 3).
Подставим полученную функцию в интеграл Пуассона, воспользуемся вычисленным 

ранее интегралом:

	

���, τ� � ��� sh���1� ���
sh � � �������

2√πτ � ��χ��������
�

�� �χ
�

��
� 

� 1
4 sh��� �

⎣⎢
⎢⎢
⎡������������� �erf��2� � 2� � � � 2�τ

2√τ � � erf �2� � � � 2�τ
2√τ �� �

���������� �erf��2� � 2� � � � 2�τ
2√τ � � erf �2� � � � 2�τ

2√τ �� ⎦⎥
⎥⎥
⎤��

����
� 

����� sh���1� ���
sh��� . 
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Рис. 3. Доопределенное начальное условие второй задачи
Fig. 3. Additional defined initial condition of second task

При τ → 0 разности функций ошибок стремятся к одной и той же прямоугольной 
функции:

	

lim��� �erf�
�2� � 2� � � � 2�τ

2√τ � � erf �2� � � � 2�τ
2√τ �� � 

� �
2, � � �2�,  2� � 2�,
0, � � �2�,  2� � 2�,
1, � � 2�.                  

 

 В диапазоне (0, 1) из всей суммы даст вклад только слагаемое при n = 0, которое 
стремится к

	 4 sh 1 . 
При z → 0 это уже два слагаемых: n = 0 и n = −1. Они будут давать значение функции 

u(0, 0) = 1, что совпадает с начальным условием. При τ → ∞ функции ошибок стремятся 
к 0, остается только одно слагаемое

	

sh 1
sh , 

соответствующее стационарному решению (рис. 4).
Два решения с учетом конвекции и без конвекции в один момент времени приведены 

на графике (рис. 5).
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Рис. 4. Стационарное решение
Fig. 4. Stationary solution
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Fig. 5. Solutions of second task with and without convection
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Анализ результатов
С помощью интеграла Пуассона можно оценить диапазон параметра конвекции, при ко­
тором она начинает влиять на процесс теплопроводности. Также можно определить вре­
менной интервал, когда различие с бесконвекционным случаем становится заметным.

Ранее [Ганопольский, 2023] было показано, что при малых значениях времени метод 
Фурье не подходит, т. к. требуется суммирование огромного количества синусов. Но даже 
при дальнейшем увеличении времени необходимость в десятках слагаемых остается [Край­
нов и др., 2009; Крайнов, Миньков, 2016; Крайнов, Моисеева, 2017]. Функции ошибок 
настолько быстро стремятся к крайним значениям, что основной вклад в решение вносят 
только несколько слагаемых. Проверка для разных значений q показала, что достаточно 
только считать сумму для n от −2 до 2. Причем для τ < 0,1 можно взять n от −1 до 1, т. е. всего 
три слагаемых. Конечно, надо учитывать, что вычисление функции ошибки на компьютере 
занимает больше времени, т. к. синус, во-первых, периодичен, во-вторых, его ряд Тейлора 
быстро сходится.

Результаты обоих методов за исключением малых времен не сильно отличаются. 
Графики (рис. 3 и 5) совпадают с графиками решений Фурье для тех же параметров.

Заключение
Примерный план дальнейшего исследования метода интеграла Пуассона, его сравнения 
с методом Фурье и численными схемами выглядит следующим образом:

1)	 численное моделирование процесса теплопроводности с учетом конвекции раз­
ными методами: явным и неявным, методом Эйлера, методом конечных элементов 
и объемов;

2)	 аналитическое решение двумерной задачи уравнения теплопроводности с одной 
нагретой границей, в том числе с учетом конвективных потоков;

3)	 сравнение решения двумерной задачи с численными методами [Самарский, 
Вабищевич, 1999].

С учетом полученных в данной работе результатов можно модифицировать алгоритм, 
предложенный ранее [Ганопольский, 2023]:

1)	 для уравнения с учетом конвекции находим стационарное решение, которое 
удовлетворяет граничным условиям;

2)	 вычитаем его из исходной функции, граничные условия для полученной функ­
ции становятся нулевыми;

3)	 с помощью замены (8) получаем уравнение теплопроводности без конвекции, 
для модифицированной функции выводим начальное условие, граничные оста­
ются нулевыми;

4)	 используя метод Фурье, получаем решение;
5)	 распространяем начальное условие полученной функции на всё пространство 

с учетом свойств синуса (нечетность и наличие периода);
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6)	 получаем решение с помощью интеграла Пуассона;
7)	 с помощью обратных замен получаем решение для исходной неизвестной функции.

Метод Фурье широко применим для решения уравнения теплопроводности. При вы­
числении решений даже с простыми граничными условиями требуется десятки слагае­
мых. В начальные моменты времени даже несколько сотен членов ряда в сумме не дают 
физичный результат. При применении интеграла Пуассона для точного и адекватного 
распределения температур достаточно менее десяти слагаемых.
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