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Модель напряжённо - деформированного состояния тела (ске­
лет грунта + поровая вода) в стабилизированном состоянии, неза­
висящем от времени, можно описать системой дифференциальных 
уравнений, относительно вектора перемещений частиц твёрдой фа­
зы u = (tzι; u2):

4∕c o⅛ + gδu∙ + ,',⅛ + c⅛) = г,,’ = 1'2' (1) 

β = diυu∙a ° 2(⅛)'Λ ° (1 + JχΓ- 2t∕) <2)

г Eli Ец
bi-κf,ci~KΛ (3)

с неоднородными граничными условиями:

u∣31=0,√v) ∣32=Q (4)
Положительные коэффициенты G, λ, bi, ci отражают механиче­

ские механические свойства среды. Es, Ец - механические характе­
ристики твёрдой (индекс s) и жидкой (индекс Z) фаз. Ki - безразмер­
ная величина, показывающая долю перемещений твёрдой частицы 
от соответвтсующих пермеещений жидкой частицы, hi - геометри­
ческие характеристики сжимаемой толщи t∕v)- оператор, позволяю­
щий записать напряжения через узловые перемещения. F — (FijF2) 
- заданный,вектор внешних сил, приложенных к поверхности тела.

Для решения задачи используется метод конечных элементов 
(МКЭ). Сначала двухфазное тело разбиваем на конечное число тре­
угольных областей. Каждый треугольный элемент имеет единичную 
толщину, что отвечает случаю плоской деформации. Вектор узловых 
перемещений fiτ ,и™) по МКЭ явялется искомой ве­
личиной.
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Перемещение в пределах конечного элемента задаётся в виде по­
линома первой степени. Для определения коэффициентов полинома 
используется принцип возможных перемещений (принцип Лагран­
жа), который эквивалентен [3] квазиэнергетическому произведению 
в пределах рассматриваемого элемента.

Квазиэнергетическое произведение вводится следующим обра­
зом: перепишем уравнение (1) в операторном виде и умножим его 
скалярно на вектор возможных перемещений v:

— ((A + В + C)u,v) = (F, v) (5)

где А = (G + X)graddiv + GΔ- известный оператор Ламе, 
В G (c1377,c2⅛) операторы, описывающие влияние
поровой воды.

C целью упрощения, предположим, что в выражении (5) век­
тор возможных перемещений v совпадает с действительными 
перемещениями и. Матрица жёсткости, отвечающая выражению 
- ((А + В) и, и), равна [3]:

[fc3] = ^]τ[Z>][7V]Δ (6)

∕ di 0 dj 0 dm 0 \
[jV] = — IO nl 0 nj 0 nm ∖ ,ni = x7[l-x2l,di = x32-χ2i

у Tli d, Tlj dj Hm dm ∕

∕ (l-ι∕)Eg . Eii vEs____  θ ∖∕ (l+κ)(l-2p) + Nf (l÷p)(l-2ιz)
rnl I vEg (l-v)Es____, E12 q (8)
I-dI - (i+1∕)(i-2∣∕) (1+1∕)(1-2∣∕)4 Nf v '

∖ 0 0 ⅛y /

1 X∖ Xt2
Δ = 1 х{ x32 (&)

1 х™ x2l
Для выражения - (Си, и) матрица жёсткости иммет вид [3]:

[kl] = [M]τ[Dl][N]Δ (Ю)

1 ∕ /i 0 Λ θ /m 0 \
[Λ/Ί _ — I 0 fi 0 fj 0 fm I ,fk = Pk + dkXc+nkZc∙ (11)

2δ∖oooo о о /
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Рис. 1: График радиальных ur и вертикальных перемещений

Скалярному произведению — ((A + В + С) и, и) соотвествует 
матрица жёсткости:

[М = ([<[D] + [M]τ[Dl]'j [A]Δ, (12)

которая позволяет найти из системы линейных алгебраических урав­
нений [Ajs∕]{0} = {F} искомые перемещения, соответствующие при­
ближённому решению задачи (1).

Для того, чтобы частично использовать стандартный пакет про­
грамм по МКЭ для упругого однофазного тела из матрицы жёст­
кости выделим матричное слагаемое, для которого эту программу 
можно применить:

[М = Δ[A]τ[D1][A] + ([A]t[D2] + [M]τ[Dl]} [A]Δ, (13) 
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∕ ⅛ O O ∖ 
где [23>ι] - известная матрица Гука, [Z)2] = 0^0 При-

0 0/ 
ведём результат тестовой задачи о загружении погонной нагрузкой 
двухфазной полуплоскости (задача типа Фламана). Расчёт прово­
дился на сетке размером 5 х 5, с параметрами E3 = 8,21, Ei = 3,27, 
и — 0,3, N = 0,52, h = 0, 79, р — 0,0005. получена матрица жёсткости 
и пермещения узловых точек.

Рис. 2: вертикальные перемещения для сечений Xi — 1, τχ — 4, Xi -
5, горизонтальные перемещения для сечений X2 = 0, x2 = 1,Х2 = 3

На рис.1 представлены графики, отвечающие радиальным пер- 
меещениям ur, найденным по аналитической формуле [4]:

2Fcosg (_П2Г) А Я _ i Γ-⅛r)") (14)

τ π(Eβ + %i) ∖ r J ar J
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в сравнении с вертикальными перемещениями.
На рис.2 и рис. 3 представлены графики вертикальных и гори­

зонтальных пермещений.
Таким образом, расчёт двухфазной полуплоскости на малой сет­

ке по модифицированному методу конечных элементов достаточно 
хорошо согласуется с соответствующим аналитическим решением.
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