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Построение решений неклассической задачи управляемости
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Аннотация. Рассматривается задача управляемости в модели теп лопроводности. 
Описывается построение решения и обосновывается его неединственность.
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В верхней полуплоскости    рассматривается задача Коши для 
простейшего однородного уравнения теплопроводности

,t xxu u  ( , ) ,x t   

 0 ( ), .tu x x

  

Классическая постановка задачи предполагает, что искомое решение 
u задачи ищется в классе    2,1

, ,x t bC C        где Cb — множе-
ство непрерывных ограниченных на    функций. При этом пред-
полагается, что ( ).bC 
Хорошо известно [2; 3; 6], что решение указанной задачи существу-

ет, единственно и дается интегралом Пуассона.
Поставим следующую задачу управляемости, т. е. задачу приведения 

системы к заданному состоянию, при наличии определенного управ-
ляющего воздействия [см., напр., 1; 4; 5; 8].
Требуется подобрать функцию ( )bC   (управление) таким обра-

зом, чтобы ( , ) 0u x t   , , 0.x t x t   
Предположим сначала, что указанная функция  существует, тогда 

решение задачи Коши можно записать при помощи интеграла Пуас-
сона [см. 3]:
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Для построения требуемого решения представим интеграл в виде 
суммы двух интегралов и получим у обоих интегралов одинаковые 
пределы интегрирования. Будем иметь
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Поскольку ( , ) 0u t t  , то приходим к равенству
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После несложных преобразований показателей экспонент получаем
2
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Это равенство выполнено при всех t > 0, если, например, при 

всех ξ > 0 2 2( ) ( ) 0.e e
 


       Получили функциональное урав-

нение на искомую функцию- управление , из которого следует, что 
( ) ( )e       при ξ > 0. При этом значения  при ξ > 0 задаются 

произвольно, лишь бы выполнялось условие ( ).bC  В частности, 
должно быть выполнено условие (0) 0. 
Теперь мы можем сформулировать и доказать основной результат.
Теорема: для любой функции ( )bC  , знакопостоянной при x > 0 

и такой, что ( ) ( )xx e x      при x > 0, существует единственное клас-
сическое решение u задачи
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более нигде в полуплоскости    не обращающееся в 0.
Более того, это решение является бесконечно гладкой функцией 

на    и дается формулой 
2 2
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Доказательство: пусть  удовлетворяет условию теоремы, тогда при-
мем эту функцию за начальные данные в задаче Коши. Решение этой 
задачи имеет вид . Выполнив очевидные преобразования интеграла, 
получим:
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Очевидно, что множитель 
2 2

4 2( )
x

te e
 

   знакопостоянен, поэтому 
при x > t > 0 весь интеграл имеет тот же знак, что и этот множитель 
[см. 7]. Аналогично при x < t, t > 0 интеграл имеет знак, противопо-
ложный знаку этого множителя. То же самое можно сказать про слу-
чай x < 0, t > 0. Таким образом, ( , ) 0u x t   в полуплоскости    
тогда и только тогда, когда x = t, t > 0, и искомое решение построено.
Его единственность при фиксированной функции ( )bC   выте-

кает из единственности решения задачи Коши (см. [3]). Бесконечная 
гладкость следует из того, что это решение построено на основе ин-
теграла Пуассона (см. [2; 3; 6]).
Теорема доказана.
В качестве конкретного примера функции ( )bC  , удовлетворяю-

щей всем требуемым условиям, укажем функцию 
1 , 0;

( )
1 , 0.
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Из проведенного рассмотрения вытекает, что поставленная зада-
ча управляемости имеет неединственное решение, поскольку разные 
решения можно получать исходя из различных заданий функции .
Попутно мы привели рецепт построения бесконечно гладкой в полу-

плоскости функции, обращающейся в нуль только на луче, что может 
оказаться полезным для целей теории функций.
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Аннотация. Исследование посвящено численному моделированию распростра-
нения взрывных волн в двумерной постановке. На основе уравнений Эйлера реа-
лизован метод Лакса — Вендроффа для анализа динамики давления, плотности 
и скорости. Практическая часть включает визуализацию в Blender, демонстри-
рующую взаимодействие ударной волны с объектом. Результаты подтверждают 
несовместимость художественного изображения взрывов с физическими законами.
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