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Аннотация
Необходимость стохастического моделирования свойств геологических объектов обу-
словлена их существенной неоднородностью и ограниченностью объема фактических 
данных. Существующие методы моделирования в своей постановке в значительной 
степени базируются на стохастическом представлении модельных условий, заложенных 
и реализуемых в кригинге.
В рамках других методов картирования, использующих иные модельные условия, 
необходима выработка новых подходов к постановке задачи и реализации методов 
стохастического моделирования.
В данной работе рассматривается подход, базирующийся на применении вариацион-
но-сеточного метода геокартирования, в котором решение осуществляется на основе 
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минимизации квадратичного функционала с возможностью учета множества разно-
родных данных, в том числе и имеющих стохастическую природу.
Предложен и апробирован метод прямого стохастического моделирования, который 
заключается в формировании минимизируемого функционала из трех составных 
элементов, отвечающих за аппроксимацию данных, за учет общих пространственных 
закономерностей и за вклад случайной составляющей в модельные построения. Метод 
характеризуется небольшим количеством управляющих параметров, с прогнозируемым 
влиянием их изменения на результаты моделирования, применим для моделирования 
как непрерывных, так и категориальных параметров. Обеспечивает простую возмож-
ность построения точной карты математического ожидания множества вариантов 
стохастического моделирования.
Математические особенности реализации подхода, заключающиеся в сведении задачи к 
решению системы линейных алгебраических уравнений с симметричной и положитель-
но-определенной матрицей и в возможности однократного выполнения ее факторизации, 
определяют вычислительную эффективность проведения многовариантных расчетов.
Приведены расчеты, выполненные для двух групп данных с существенно различающи-
мися не только количественными, но и модельными параметрами, демонстрирующие 
возможности и особенности реализации предлагаемого подхода в разных условиях. 
Продемонстрирована возможность согласования параметров вариограмм стохастиче-
ских решений и фактических данных.
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Введение
Недостаток объема и качества фактических данных, характеризующих свойства 
геологических объектов, как правило, не позволяет выполнить моделирование 
их пространственных закономерностей с требуемой для решения практических 
задач детальностью и достоверностью. В этих условиях активно используются 
методы стохастического моделирования и расчета множества возможных вари-
антов построений, позволяющие осуществлять вероятностную оценку неодно-
родности распределения изучаемых свойств и на этой основе принимать реше-
ния по оптимизации процессов геологоразведки и разработки месторождений 
минеральных ресурсов.

Стохастическое моделирование свойств геологических объектов, активно 
развиваемое с 1970-х гг., отличается разнообразием применяемых подходов и 
областей практического приложения [5, 13, 20, 21]. Одним из наиболее распро-
страненных алгоритмов является метод последовательного гауссова моделирова-
ния, который активно используется при вероятностном описании непрерывных 
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величин. При описании категориальных переменных используется метод усечен-
ного гауссова моделирования. Для обоих типов данных используются методы 
последовательного индикаторного моделирования и моделирования отжига. 
Разработаны и применяются методы объектного моделирования, позволяющие 
учитывать и описывать сложную геометрию изучаемых объектов. Эти методы 
находят применение при решении широкого спектра прикладных вопросов, на-
пример, при моделировании гидрогеологических условий [14, 15], при модели-
ровании пространственного расположения литофаций [9, 10, 19], распространения 
трещин [1, 16], при обработке пиксельных изображений земной поверхности [12], 
в задачах оптимизации расположения нефтегазодобывающих скважин [11] и во 
многих других задачах геологического моделирования [2, 7, 18 и др.].

Общим для широко используемых методов стохастического моделирования 
является требование обеспечения идентичности плотности распределения и 
пространственной корреляционной структуры в результатах моделирования 
соответствующим показателям, прослеживаемым в исходных данных [5, с. 185]. 
Такая постановка задач моделирования в значительной степени базируется на 
стохастическом представлении модельных условий пространственных законо-
мерностей, заложенных и реализуемых в кригинге. 

В рамках других методов картирования, использующих иные модельные 
условия для описания пространственных закономерностей изменения свойств 
геологических объектов, необходима выработка других подходов к постанов-
ке задачи и реализации методов стохастического моделирования. Перспектив-
ность развития таких подходов, с одной стороны, обусловлена дополнительным 
расширением сферы применимости этих методов картирования, а с другой — 
возможным повышением эффективности решения прикладных задач по срав-
нению существующими подходами, в определенной мере ограниченными 
модельными рамками. 

В данной работе эта задача рассматривается для подхода, реализующего ва-
риационно-сеточный метод (ВСМ) геокартирования [3, 4, 6], в котором модельные 
условия формулируются в виде уравнений в частных производных по простран-
ственным координатам и статистические закономерности, прослеживаемые в 
экспериментальных данных, напрямую не могут быть учтены. Однако этот метод 
отличается простотой решения задач картирования с использованием множества 
разнородных данных, в том числе имеющих стохастическую природу. 

Несмотря на длительный период развития ВСМ, вопросы стохастического 
моделирования ранее детально не рассматривались. Это связано в первую оче-
редь с большим выбором возможных модельных условий и с необходимостью 
сужения их рамок для получения конкретного подхода, допускающего, с одной 
стороны, простоту практического приложения, а с другой — обеспечивающего 
решение для широкого класса прикладных задач. 

В данной работе приведены подходы и результаты, отражающие материалы 
первых этапов исследований и свидетельствующие, как представляется, о зна-
чительном потенциале этого направления.

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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Основные элементы вариационно-сеточного метода геокартирования
Обобщенная постановка задачи в рамках ВСМ, применимая для решения ши-
рокого круга задач, представлена в [6]. Здесь приводятся лишь краткие сведения 
об этом методе, необходимые для дальнейшего изложения.

Значения картируемой поверхности в ВСМ аппроксимируются функцией, 
определяемой в виде линейной комбинации набора базисных функций 𝑔𝑔 

m(x, y):

𝑆𝑆�𝑥𝑥,𝑦𝑦� ����𝑔𝑔��𝑥𝑥,𝑦𝑦�
�

, 

где fm — коэффициенты. 
Решение задачи геокартирования осуществляется на основе минимизации 

функционала, представляющего собой сумму слагаемых, определяемых квадра-
тами невязок расчетных и фактических данных и невязок между задаваемыми 
модельными условиями (количество которых не ограничено) и закономерностями, 
прослеживаемыми в результатах картирования. Слагаемые входят в функционал 
с весовыми коэффициентами, которые позволяют управлять соотношением точ-
ности аппроксимации данных и согласованности с модельными условиями.

Квадратичность минимизируемого функционала относительно неизвестных 
параметров определяет простоту решения для такого класса задач, которое в 
конечном итоге сводится к решению системы линейных алгебраических урав-
нений относительно неизвестных коэффициентов fm. В качестве базисных 
функций 𝑔𝑔 

m(x, y) используются бикубические В-сплайны на регулярной прямо-
угольной сетке, что обеспечивает сильную разреженность матрицы системы 
уравнений, надежность и высокую вычислительную эффективность решения.

Использование весовых коэффициентов и детальности сетки в качестве 
управляющих параметров позволяет добиваться согласования необходимой 
точности результатов и их соответствия модельным условиям. Возможность 
аддитивного включения в минимизируемый функционал множества разнород-
ной информации обеспечивает особую гибкость метода. Метод реализован в 
программном комплексе GST [8, 17], в рамках которого получены представлен-
ные далее результаты.

В данной работе составная часть функционала, определяемая фактическими 
данными, имеет стандартный для метода наименьших квадратов вид:

Ф� � ����𝑆𝑆�𝑥𝑥� ,𝑦𝑦�� � ����
 

���
, 

где zi — фактические значения параметра в точке (xi, yi), ρz — весовой коэффициент.
И наиболее часто используемые при картировании априорные условия со 

стабилизаторами минимума поверхности и минимума кривизны применяют-
ся в качестве модельных. В первом варианте ограничиваются первые произ-
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водные искомой функции S(x, y) (Sx и Sy), и минимизируемый функционал 
имеет вид:

 Ф� � Ф� � �� � ���� � ����
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,                                 �1�  (1)

где ρs — весовой коэффициент. Во втором ограничиваются вторые производные 
(Sxx, Sxy и Syy), и функционал имеет вид:

 Ф� � Ф� � �� � �𝑆𝑆��� � 2𝑆𝑆��� � 𝑆𝑆��� �
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.            �2�  (2)

Отметим, что решение зависит от соотношения весовых коэффициентов, а 
не от их абсолютных значений. Увеличение веса на данные (ρz) приводит к по-
вышению точности аппроксимации, а увеличение веса на стабилизатор (ρs) 
приближает решение к трендовой плоскости, горизонтальной для варианта (1) 
или к наклонной для варианта (2).

Метод прямого стохастического моделирования 
Для реализации стохастического моделирования в данной работе в минимизи-
руемый функционал добавляется дополнительное слагаемое, зависящее от 
функции ξ(x, y), значения которой задаются в узлах сетки в виде случайных 
чисел с заданным законом распределения.

При отсутствии трендовой составляющей в качестве дополнительного мо-
дельного условия принято допущение о линейной близости картируемого по-
казателя и функции ξ:

, 

где a и b — коэффициенты, отвечающие за масштабирование и смещение слу-
чайной составляющей (отметим, что в рамках ВСМ оптимальное значение па-
раметра b может определяться одновременно с решением задачи картирования).

При наличии тренда (T) это условие имеет вид:

. 
С учетом этого дополнительного условия задача преобразуется к миними-

зации функционала следующего вида:

Ф� � Ф∗ � �� � �� � � � �� � ���
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑, 

где Ф* = Фs при использовании стабилизатора минимума поверхности и Ф* = Фc 
при использовании стабилизатора минимума кривизны.

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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Такой метод прямого стохастического моделирования (ПСМ)1 представляет 
собой простой вариант для реализации, не требующий использования продви-
нутых возможностей ВСМ. В рамках этого метода решение зависит от соотно-
шения весовых коэффициентов ρz, ρs, ρξ и масштабирующего множителя a. 
Выбор соотношения весовых коэффициентов позволяет согласовывать условия 
точности картирования и приближенного соблюдения задаваемых модельных 
закономерностей. Параметр a позволяет контролировать величину дисперсии 
картируемого показателя.

Объекты исследования и результаты детерминированного картирования
Исходными для последующих построений являются фактические данные опре-
деления глубин залегания кровли продуктивных пластов, полученные по ре-
зультатам интерпретации геофизических исследований в скважинах на двух 
месторождениях Западной Сибири. Одно из них (месторождение I) изучено 
небольшим числом (семь) разведочных скважин. Другое (месторождение II) 
охарактеризовано большим количеством (около 850) эксплуатационных скважин. 
Выбор таких групп данных с существенно различающимися не только количе-
ственными, но и модельными параметрами направлен на то, чтобы продемон-
стрировать возможности и особенности реализации предлагаемого подхода в 
разных условиях. 

На рис. 1 приведены результаты двух вариантов построения карт по данным 
месторождения I с использованием стабилизатора минимума поверхности (а, в) 
и минимума кривизны (б, г) без внесения стохастической составляющей в 
функционал. Точками отмечены места расположения скважин. Построения 
выполнены в области 40 на 25 км по сетке с шагом 0,25 км.

Отметим, что на всех рисунках цветовая гамма соответствует глубинам, 
отраженным в легенде. Но из-за различий в перепаде картируемых глубин шаг 
изолиний на рис. 1а, 1в и 1г составляет 2 м, а на рис. 1б — 10 м. 

Варианты (в) и (г) отличаются наличием дополнительного условия близости 
среднего значения по всей области к среднему значению параметра по факти-
ческим данным (Sср). В этом случае к функционалу Фs или Фc добавляется с 
собственным весовым коэффициентом ρa слагаемое

� �� � �ср�2
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

1 Альтернативный подход (метод модельного стохастического дополнения) состоит в 
непосредственном включении случайных компонентов в параметры модельных ус-
ловий. Он предоставляет более широкие возможности для моделирования, но и более 
сложен в практическом использовании. Рассмотрение этого подхода выходит за 
рамки данной работы.
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Рис. 1. Варианты детерминированного 
картирования по данным месторождения I

Fig. 1. The variants of the field I data 
deterministic mapping

Среднее значение кровли пласта, по фактическим данным, составляет 
2 380,5 м, среднеквадратичное отклонение — 11,2 м. Максимальная ошибка ап-
проксимации данных для всех вариантов составляет около 0,05 м. Среднее зна-
чение картируемой поверхности по области для варианта (а) составляет 2 358,6 м, 
для варианта (б) — 2 383,7 м, для вариантов (в) и (г) — 2 380,5 м, среднеквадра-
тичные отклонения равны 2,8 м, 24,4 м, 1,4 м и 2,0 м соответственно.

По второму месторождению глубины кровли пласта изменяются от 1 538,5 м 
до 1 668,9 м, при среднем значении 1 630,3 м и среднеквадратичном отклонении 
17,8 м. На рис. 2 приведены результаты двух вариантов детерминированного 
картирования с использованием стабилизатора минимума поверхности (а) и 
кривизны (б). Здесь и на последующих рисунках места расположения скважин 
также отмечены точками. Расчеты проведены по области 52 на 40 км с шагом 
0,25 км. Максимальная ошибка аппроксимации фактических данных составля-
ет около 0,06 м. Для варианта (а) среднее значение картируемой поверхности 
составляет 1 626,8 м, для варианта (б) — 1 636,6 м соответственно. 

Построения с условием близости результата картирования к среднему зна-
чению по фактическим данным по этому месторождению не проводились, по-
скольку здесь явно прослеживается нелинейный тренд. На рис. 2в приведена 
карта тренда, построенная с использованием стабилизатора минимума кривизны, 

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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которая в последующем используется в качестве основы для расчетов в задаче 
стохастического моделирования. 

Среднеквадратичное отклонение трендовой поверхности от фактических 
значений оставляет 5,5 м, при максимальной разнице в 22,3 м. 

Результаты стохастического моделирования
Представленные далее в данной работе результаты применения метода ПСМ 
получены в рамках следующей технологической последовательности: 

1. Значения функции ξ генерируются соответствующими нормальному за-
кону распределения, с нулевым средним значением и единичной диспер-
сией. Отметим, что в общем случае в рамках метода ПСМ закон распре-
деления может быть произвольным. Более того, этот закон может быть 
разным в различных часть области картирования. 

2. Для соотношения параметров ρs и ρξ рассматривается несколько вариан-
тов — 1:1, 2:1, 5:1 и 10:1. Параметр a при отсутствии тренда определяет-
ся из условия близости среднеквадратичного отклонения картируемого 
показателя в узлах сетки к значению этого показателя по фактическим 

 
Рис. 2. Варианты детерминированного 
картирования по данным месторождения II

Fig. 2. The variants of the field II 
data deterministic mapping
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данным, а при наличии тренда — из условия близости дисперсии расчет-
ных и фактических отклонений от трендовой поверхности. 

3. Весовой коэффициент на данные подбирается из условия достижения 
заданной точности аппроксимации фактических данных — значения 
максимального отклонения около 0,05 м по месторождению I и около 
0,09 м по месторождению II. 

Расчеты показывают, что изменение весового коэффициента на данные не 
оказывает существенного влияния на показатели вариативности построенной 
карты, и поэтому технология последовательного подбора параметра a, а затем 
коэффициента ρz обеспечивает требуемые результаты и легко реализуема.

Влияние выбора параметров на результаты построений
Значимое влияние на вид результирующих карт оказывает соотношение пара-
метров ρs и ρξ. При использовании общей функции случайного поля ξ с увели-
чением веса на стабилизатор увеличиваются размеры выделяемых структурных 
элементов, но сохраняются общие черты в пространственных закономерностях 
изменения картируемого показателя. Примеры результатов моделирования при 
соотношениях ρs и ρξ 2:1 и 10:1 приведены на рис. 3а и 3б соответственно.

Характерные закономерности прослеживаются в виде вариограмм отклоне-
ния фактических данных от трендовых значений построенных карт в узлах 
расчетной сетки — с увеличением соотношения ρs к ρξ увеличивается ранг 
(рис. 4). Для сопоставления на этом же рисунке приведена экспериментальная 
вариограмма.

Очевидно, что, исходя из такого сопоставления, может быть выбран вариант, 
наиболее согласующийся с закономерностями, прослеживаемыми в фактических 
данных. В данном случае наиболее близкое соответствие прослеживается в 
варианте с соотношением весовых коэффициентов 5:1.

 
Рис. 3. Результаты моделирования  
при соотношениях коэффициентов  
ρs и ρξ 2:1 (а) и 10:1 (б)

Fig. 3. The simulation results, ratio  
of the coefficients ρs and ρξ 2:1 (а)  
и 10:1 (б)
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Рис. 4. Вариограммы при различных 
соотношениях коэффициентов ρs и ρξ

Fig. 4. The variograms for different 
ratios of the coefficients ρs and ρξ

Выбор различных стабилизаторов приводит к существенному различию вида 
локальной вариативности параметра (рис. 5), хотя точность аппроксимации 
фактических данных и стандартные отклонения значений в узлах сетки по обе-
им картам близки.

В этом случае в вариограммах, построенных по значениям в узлах сетки, 
также наблюдаются существенные различия в рангах (рис. 6). Интересно отме-
тить, что больший ранг характерен для варианта (а), для которого на карте 
(рис. 5а) визуально выражена явно большая локальная вариативность значений.

 
Рис. 5. Результаты моделирования  
при стабилизаторе минимума 
поверхности (а) и кривизны (б)

Fig. 5. The simulation results:  
(a) — at surface minimum and  
(б) — at curvature minimum stabilizer
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Рис. 6 Вариограммы результатов 
картирования при стабилизаторах 
минимума поверхности (а)  
и минимума кривизны (б)

Fig. 6. The variograms of mapping 
results: (a) — surface minimum and 
(б) — curvature minimum stabilizer

Еще одним из основных управляющих параметров при картировании в 
рамках ВСМ является шаг сетки. На рис. 7 приведены результаты стохастиче-
ского моделирования на основе одной случайной функции ξ, при одинаковом 
соотношении весовых коэффициентов, но с разными шагами сетки — 0,25 км (а) 
и 0,5 км (б).

Несмотря на существенно большую локальную изменчивость картирования 
при меньшем шаге и в целом меньшую согласованность в деталях этих двух 
карт, стандартное отклонение значений в узлах отличается незначительно — 
11,0 м для варианта (а) и 10,8 м для варианта (б).

 
Рис. 7. Результаты расчетов с шагами 
сетки 0,25 км (а) и 0,5 км (б)

Fig. 7. The simulation results with the grid 
steps of 0.25 km (a) and 0.5 km (б)

Плавник А. Г., Сидоров А. Н. 
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Для вариантов расчетов по второму месторождению со значительно большим 
количеством данных наблюдений, используемых при картировании, наблюда-
ются такие же общие закономерности влияния управляющих параметров на 
конечные результаты. Рисунки по этому месторождению здесь не приводятся, 
чтобы не перегружать статью иллюстративным материалом.

Подчеркнем, что представленный в данной работе метод ПСМ не зависит 
напрямую от стохастических закономерностей, которые могут быть прослеже-
ны в массиве фактических данных. Построения выполняются при модельных 
условиях достаточно общего вида. Однако небольшое количество управляющих 
параметров и предсказуемость влияния их изменения на конечный результат 
моделирования позволяют легко обеспечить приближенное выполнение неко-
торых свойств, характерных для конкретных фактических данных. 

Это представляется важным достоинством метода, поскольку при стохасти-
ческом моделировании, так же как и при детерминированном картировании, 
достоверность результата определяется в первую очередь не формальными 
критериями, а экспертной оценкой специалиста-геолога (с использованием 
различных, в том числе и формальных критериев). Выше было показано, что в 
качестве таких критериев могут эффективно реализовываться условия согласо-
вания стандартных отклонений и вида вариограмм, полученных по фактическим 
данным и по значениям результатов моделирования в узлах расчетной сетки.  
В общем случае могут быть использованы и другие формальные критерии.

Многовариантное моделирование
Многовариантное стохастическое моделирование осуществляется за счет по-
строений с использований различных функций случайной составляющей ξ. При 
этом настройка модельных параметров может осуществляться только для первой 
реализации функции ξ1, а для последующих вариантов случайной составляющей 
(ξi) они могут использоваться неизменными.

Результаты построений при сохранении значений управляющих параметров 
ρz, ρs, ρξ и масштабирующего множителя a, но при различных вариантах гене-
рации случайной составляющей ξi, хотя весьма существенно отличаются в де-
талях, но в целом приводят к единообразному характеру вида карт. На рис. 8 
приведены по два примера таких реализаций картирования, выполненных с 
использованием стабилизатора минимума поверхности и соотношения параме-
тров ρs и ρξ равного 5:1. На рис. 8а представлены результаты моделирования по 
данным месторождения I, на рис. 8б — по данным месторождения II.

При этом, как показывают расчеты, статистические показатели результатов 
различных вариантов — точность аппроксимации фактических данных и стан-
дартное отклонение значений карты в узлах сетки — сохраняются близкими. 
В таблице 1 представлены подтверждающие это результаты пяти вариантов 
моделирования по обоим месторождениям, которые построены при единых 
значениях управляющих параметров, подобранных при реализации первого 
варианта.
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Рис. 8. Варианты стохастического 
моделирования

Fig. 8. The variants of the stochastic 
simulation

Вместе с тем, как видно из приведенных результатов, при небольшом объ-
еме фактических данных (месторождение I) стандартное отклонение и макси-
мальное значение ошибки аппроксимации в вариантах 2-5 преимущественно 
возрастает по сравнению с вариантом 1. При большом количестве данных 
(месторождение II) значимость конкретного вида случайной составляющей 
слабо сказывается на средних показателях точности аппроксимации. 

Вычислительные и прикладные особенности метода ПСМ
Полученные результаты свидетельствуют о том, что применение метода ПСМ не 
вызывает сложностей технической реализации и приемлемо при решении прак-
тических задач для непрерывных переменных. Здесь представляется необходимым 
кратко остановиться на нескольких вычислительных и прикладных вопросах.

Предварительно отметим еще раз, что решение задачи геокартирования с 
применением ВСМ сводится к решению системы линейных алгебраических 
уравнений. Для рассматриваемого здесь метода ПСМ эта система имеет вид:

. 
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Здесь f — вектор искомых коэффициентов сплайнов, ξ — вектор значений слу-
чайной функции ξ(x, y) в узлах расчетной сетки. Матрица системы A зависит от 
расположения точек с данными, от вида выбранного стабилизатора и весовых 
коэффициентов ρz, ρs, ρξ. Вектор правой части h зависит от значений фактических 
данных, трендовой поверхности T и коэффициента ρz. Матрица C прямо про-
порциональна параметру a и зависит от расположения фактических точек и 
весовых коэффициентов ρz, ρξ. 

Одно из важных следствий этого заключается в том, что, при равенстве нулю 
среднего значения случайной составляющей ξ и независимости ее значений в 
узлах сетки (реализация этих условий не вызывает затруднений), математическое 
ожидание f * значений множества реализаций метода ПСМ (при постоянных 
управляющих параметрах) может быть легко определено расчетом с нулевым 
значением управляющего параметра a:

𝑓𝑓∗ � ���ℎ .

Таблица 1 Table 1
Статистические показатели 
результатов стохастического 
моделирования

The statistical parameters  
of the stochastic simulation results

№  
варианта

Погрешность аппроксимации (м) Ст. отклонение  
значений в узлах 

сеткиСр. кв. отклонение Макс. отклонение

Соотношение весовых коэффициентов 

2:1 5:1 10:1 2:1 5:1 10:1 2:1 5:1 10:1

Месторождение I

1 0,03 0,03 0,03 0,05 0,05 0,05 11,2 11,2 11,2

2 0,06 0,03 0,05 0,09 0,05 0,08 11,0 11,0 11,1

3 0,05 0,03 0,05 0,09 0,05 0,08 11,2 11,2 11,2

4 0,05 0,03 0,04 0,1 0,05 0,09 11,0 11,0 11,0

5 0,04 0,03 0,05 0,08 0,05 0,08 11,0 11,0 11,1

Месторождение II

1 0,01 0,01 0,01 0,09 0,09 0,09 5,36 5,43 5,49

2 0,01 0,01 0,01 0,09 0,1 0,1 5,38 5,52 5,63

3 0,01 0,01 0,01 0,08 0,09 0,09 5,28 5,33 5,36

4 0,01 0,01 0,01 0,1 0,11 0,1 5,33 5,39 5,40

5 0,01 0,01 0,01 0,08 0,09 0,09 5,31 5,38 5,42
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Фактически построение карты математического ожидания результатов сто-
хастического моделирования получается обычной реализацией ВСМ с допол-
нительным учетом трендовой составляющей. В частности, для варианта моде-
лирования по данным месторождения I карты математического ожидания по 
своему виду близки к картам, приведенным на рис. 1в и 1г. 

На рис. 9 приведена карта математического ожидания результатов стохасти-
ческого моделирования по месторождению II при соотношении весовых коэффи-
циентов ρs и ρξ равном 5:1. В этом случае, соответственно, прослеживаются общие 
черты трендовой составляющей (рис. 2в) и локальные особенности карты, по-
строенной с использованием стабилизатора минимума поверхности (рис. 2а).

Другое следствие, важное для повышения эффективности численной реа-
лизации метода ПСМ, связано с тем, что матрица A является симметричной и 
положительно определенной и допускает решение с помощью факторизации

, 
где L — треугольная матрица, а D — диагональная. Это определяет возможность 
лишь однократной факторизации матрицы и последующего использования 
этого разложения для решения уравнений, правая часть которых меняется в 
зависимости от варианта выбора значений вектора ξ.

Представленные выше в работе постановка решения задачи в рамках метода 
ПСМ, результаты его применения, вычислительные и прикладные особенности 
относятся только к моделированию непрерывных параметров. Однако этот метод 
очевидным образом может быть использован и для стохастического моделиро-
вания возможных вариантов распределения и категориальных параметров ана-
логично тому, как это реализуется в существующих индикаторных методах.  

 
Рис. 9. Карта математического 
ожидания результатов стохастического 
моделирования по месторождению II

Fig. 9. The map of stochastic simulation 
results’ mathematical expectation  
for the field II
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И, соответственно, все отмеченные особенности постановки задач, их вычисли-
тельной эффективности, обеспечения согласованности с вероятностными пара-
метрами массива фактических данных в полной мере справедливы и для реали-
зации индикаторного варианта метода прямого стохастического моделирования.

В своей основе метод ПСМ существенно отличается от других методов 
стохастического моделирования, и при его использовании не обеспечивается 
согласование результатов моделирования с заданными (или определенными по 
фактическим данным) вероятностными условиями, такими как функции рас-
пределения и вариограммы. Но, как представляется, это не принципиально 
важно с прикладных позиций. 

С одной стороны, практика показывает, что удовлетворение формальным 
критериям этих методов не гарантирует получения приемлемого содержатель-
ного результата. С другой, эмпирические закономерности — в первую очередь 
вариограммы — как правило, весьма далеки от строгих функциональных зави-
симостей. И, в-третьих, как свидетельствуют приведенные выше результаты, 
приемлемое согласование результатов моделирования в рамках метода ПСМ с 
закономерностями, прослеживаемыми в фактических данных, может быть обе-
спечено. Задача такого согласования, несомненно, требует отдельного, более 
детального рассмотрения.

Чрезвычайно важным в этом отношении является то, что в методе ПСМ 
осуществляется явное разделение трех составных элементов, отвечающих за 
точность аппроксимации фактических данных, за добавление случайной состав-
ляющей в построение и за контроль пространственных закономерностей при 
удалении от точек с данными. Это обеспечивает возможность гибкого и в опре-
деленной степени независимого управления соответствующими свойствами 
результатов моделирования.

Отмеченные особенности метода составляют надежную и потенциально пер-
спективную основу для дальнейшего развития этого направления стохастическо-
го моделирования в рамках вариационно-сеточного метода геокартирования.

Заключение
Необходимость стохастического моделирования в решении геологических 
задач обусловлена ограниченностью объема имеющихся экспериментальных 
определений свойств изучаемых объектов и существенным влиянием неоднород- 
ности их строения на эффективность разведки и эксплуатации месторождений.  
К настоящему времени разработаны и применяются на практике множество 
методов моделирования, основанных на заложенных и реализуемых в кригинге 
модельных условиях, с воспроизведением плотности распределения и простран-
ственной корреляционной структуры, прослеживаемых в исходных данных. Это 
в определенной степени ограничивает возможности этих методов границами 
таких модельных условий.

Представленный в данной работе подход базируется на применении вариа-
ционно-сеточного метода геокартирования, в котором модельные условия фор-
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мулируются в виде уравнений в частных производных, а решение осуществля-
ется на основе минимизации функционала с возможностью учета множества 
разнородных данных, в том числе и имеющих стохастическую природу. 

Предложенный и апробированный в работе метод прямого стохастического 
моделирования заключается в формировании функционала из трех составных эле-
ментов, отвечающих за аппроксимацию данных, за учет общих пространственных 
закономерностей и за вклад случайной составляющей в модельные построения.

Метод реализуется в рамках существующего программного обеспечения и 
характеризуется небольшим количеством управляющих параметров, с прогнози-
руемым влиянием их изменения на результаты моделирования. Особенности его 
математической постановки и численной схемы обеспечивают вычислительную 
эффективность при многовариантных расчетах. Он применим для стохастическо-
го моделирования как непрерывных, так и категориальных параметров. В целом 
это определяет перспективность использования метода прямого стохастического 
моделирования свойств геологических объектов в решении прикладных задач.
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Abstract
The need for stochastic modeling of the geological objects properties is due to their significant 
heterogeneity and the limited amount of data. The existing simulation methods, in their 
formulation, are largely based on the stochastic representation of the model settings laid 
down and implemented in kriging. Within the framework of other mapping methods that use 
other model conditions, developing of novel approaches to the problem formulation and to 
implementation of stochastic simulations methods is necessary.
In this paper, we consider an approach based on the application of the variational-grid method 
of geological mapping. The method is based on minimizing the quadratic functional with ability 
taking into account a variety of heterogeneous data, including those of a stochastic nature. 
The direct stochastic simulation method is proposed and tested. It consists in application 
of the functionality, which includes three constituent elements responsible for: 1) the data 
approximation, 2) taking into account general spatial patterns, and 3) for the contribution of 
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the random component to the model constructions. The main features of the method are as 
follows: 1) a small number of control parameters, 2) a predictable effect of their changing 
on the simulation results, 3) it provides an easy way to accurately mapping the mathematical 
expectation of the stochastic simulations options variety, and 4) it is applicable for modeling 
both continuous and categorical parameters.
The mathematical implementation of the approach allows reducing the problem to solving 
a system of linear algebraic equations with a symmetric and positive definite matrix. This 
determines the multioptional calculations’ computational efficiency due to a single execution 
of matrix factorization. The calculations are presented for two groups of data with significantly 
different both quantitative and model parameters, demonstrating the possibilities and features 
of the proposed approach implementation under different conditions. The calculations testify 
that the variograms’ parameters of the stochastic solutions and of the actual data could be 
coordinated.
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