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Аннотация
Изучение движения жидких пленок в последнее время приобретает всё большую 
актуальность, что связано с расширяющейся областью их практического применения. 
К примеру, среди перспективных методов охлаждения можно выделить технологии, 
базирующиеся на испарении тонкого слоя жидкости. На основе эффектов Марангони 
могут быть разработаны оптические элементы систем медицинской диагностики, ра-
бочие характеристики которых можно быстрее перестроить под необходимые задачи 
по сравнению с применяемыми сейчас подвижными линзами. Многие авторы в России 
и за рубежом заняты всесторонним теоретическим изучением пленочных течений, 
которое не должно отставать от исследований возможностей их применения. При этом 
движение пленок бинарного гомогенного раствора исследовано недостаточно, именно 
на нем сделан акцент в данном исследовании.
В работе рассмотрено поведение жидкой пленки, содержащей летучую компоненту, при 
ее нагреве. Обозначена значимость учета лапласовского скачка давления на границе 
раздела фаз, а также влияние кривизны поверхности на давление насыщенного пара. 
Формализована постановка задачи в ограниченном объеме. Устойчивость численной 
схемы исследована методом гармоник.
Достоверность модели подтверждена ее тестированием на ряде задач, имеющих ана-
литические решения: сохранение жидкого объема при соприкосновении пленки, нахо-
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дящейся в поле тяжести, с вертикальной стенкой; определение профиля слоя жидкости 
при неравномерном нагреве подложки; выполнение баланса массы при равномерном 
нагреве и охлаждении.
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Введение
Изучение режимов и особенностей пленочных течений представляет несомненную 
важность в связи с тем, что они находят применение в самых разных областях. 
Так, в [12, 13] предложены жидкостные оптические элементы на основе капил-
лярной конвекции Марангони, которые могут быть использованы для усовершен-
ствования или создания новых оптических систем и устройств. На испарении 
тонких слоев жидкости основана работа многих современных охлаждающих 
систем [4]. Моделированию конвективных течений с массопереносом через гра-
ницу раздела жидкость — газ посвящены работы [1, 7]. В [18] анализируется 
влияние вариантов размещения нагревателей и режимов их работы на динамику 
и характер возникающих конвективных режимов, описан метод для численного 
расчета. Балансовые соотношения на границе раздела сред с учетом фазовых 
переходов приведены в [5, 14]. Изучению конвекции Марангони с учетом испа-
рения посвящены работы [6, 8, 10, 15]. В представленной работе изучается пове-
дение тонкой пленки жидкости, содержащей летучую компоненту, при ее нагреве.

Основные уравнения
Пусть тонкий слой однородного раствора расположен на плоской горизонтальной 
поверхности z = 0. Газ над пленкой содержит пары летучей компоненты, находя-
щиеся в термодинамическом равновесии с жидкостью. В некоторый момент вре-
мени подложка мгновенно нагревается, что приводит к деформации пленки. Будем 
считать изменения температуры и концентрации раствора незначительными на-
столько, что к таким отклонениям чувствителен только коэффициент поверхност-
ного натяжения. Параметры же, характеризующие саму жидкость, полагаем по-
стоянными. На свободной поверхности z = h (x, y, z) пренебрежем конвективным 
теплообменом с окружающей средой, сохранив затраты тепла на испарение. 
Схематическое представление задачи отображено на рис. 1.

Дополним математическую модель [17, 19] лапласовским скачком давления 
на границе раздела фаз, а также учтем влияние кривизны поверхности на дав-
ление насыщенного пара. Уравнения эволюции пленки имеют вид
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Здесь h — толщина жидкого слоя; ρ — плотность раствора; µ — динамическая 
вязкость; γ — коэффициент поверхностного натяжения; g — ускорение сво-
бодного падения; J — интенсивность массообмена; u — средняя продольная 
скорость.

Как показал анализ соотношения характерных времен диффузии летучей ком-
поненты и эволюции пленки [2], при деформации термопленки изменение концен-
трации в растворе несущественное, а в случае диффузионной пленки распределе-
ние концентрации практически однородное по ее толщине. Таким образом, для 
изучения эволюции пленки перенос компоненты в жидком слое определим, как

 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 � 𝐶𝐶�𝜌𝜌𝜌� � 𝛻𝛻� ∙ ��1 � 𝐶𝐶�𝜌𝜌𝜌𝑢𝑢𝑢𝑢� � 0 , 

или

 𝜌𝜌𝜌 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∙ 𝛻𝛻�𝜕𝜕� � �𝐽𝐽�1 � 𝜕𝜕�; #�2�  (2)

C — массовая концентрация летучей компоненты в растворе, однородная по 
высоте.

Вследствие неравномерного нагрева, подвижности нижней границы, а так-
же испарения в газовой прослойке помимо диффузионного происходит и кон-
вективный перенос летучей компоненты. Считая скорости и градиенты плот-
ности паров малыми, оставляем только процесс диффузии

 
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 � ��𝛻𝛻�𝜕𝜕� , #�3�   (3)

ρv — плотность паров летучей компоненты; Dv — коэффициент диффузии в газе. 
Уравнения движения дополняются начальными и граничными условиями.

Замыкающие соотношения
Связь температур TI и Ts верхней и нижней поверхностей жидкого слоя [16]

Рис. 1. Схематическое представление 
задачи

Fig. 1. The schematic problem 
representation

Бородина К. А.
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 𝑇𝑇� �
𝑘𝑘𝑇𝑇� � ���𝑇𝑇� � ����ℎ

𝑘𝑘 � ��ℎ  . #�4�   (4)

Здесь Lv — скрытая теплота парообразования; k — коэффициент теплопрово-
дности; Kg и T0 — коэффициент теплоотдачи и внешняя температура, совпада-
ющая с начальной. В дальнейшем полагаем Kg = 0, температуру подложки Ts 
считаем известной функцией.

Плотность ρ раствора определялась из равенства

 𝜌𝜌 � �𝜌𝜌�� � �1 � ��𝜌𝜌� , 
где α представляет собой объемное содержание летучего вещества; ρal, ρw — плот-
ности добавленной и основной компоненты раствора. Из очевидных соотношений

 𝛼𝛼𝛼𝛼�� � �𝛼𝛼 ,  �1 � 𝛼𝛼�𝛼𝛼� � �1 � ��𝛼𝛼 ; 
указанная зависимость может быть представлена через массовое содержание 
C, которое принималось равным начальному значению C0

 𝜌𝜌 � 𝜌𝜌�𝜌𝜌��
𝐶𝐶�𝜌𝜌� � �1 � 𝐶𝐶��𝜌𝜌��  , #�5�   (5)

при этом плотность составляющих компонент определялась при температуре T0.
Вязкость смеси следует считать функцией температуры и концентрации и 

определять экспериментально. В данном исследовании, в связи со сложной 
функциональной зависимостью и незначительным относительным изменением, 
µ полагалась постоянной.

Коэффициент поверхностного натяжения жидкой смеси γ зависит от темпе-
ратуры TI и концентрации CI на свободной поверхности. Эту зависимость при-
мем в виде [9]

 � � �� �1 � 𝑇𝑇� � 𝑇𝑇�
𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��

� 𝑎𝑎
�𝐶𝐶� � ��� . #�6�   (6)

Здесь Tc — критическая температура основной компоненты жидкой смеси; 
n = 11 / 9; a, b, m — параметры аппроксимации, дающие для γ в предельных слу-
чаях коэффициент поверхностного натяжения чистых компонент γw и γv при T = T0

 
� � 𝛾𝛾�

�
�

�𝛾𝛾�
�
� � 𝛾𝛾�

�
��

,  � � ��;  � � 0,2 . 

В дальнейшем коэффициент поверхностного натяжения запишем в линеа-
ризованном виде
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 𝛾𝛾 � 𝛾𝛾��𝑇𝑇� � 𝑇𝑇�� � 𝛾𝛾��𝐶𝐶� � 𝐶𝐶�� ;  
𝛾𝛾� � 𝜕𝜕𝛾𝛾

𝜕𝜕𝑇𝑇 �𝑇𝑇 � 𝑇𝑇�,𝐶𝐶 � 𝐶𝐶�� ,  𝛾𝛾� � 𝜕𝜕𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐶𝐶 �𝑇𝑇 � 𝑇𝑇�,𝐶𝐶 � 𝐶𝐶�� . 

 (7)

Аналогично представим интенсивность массообмена. Согласно [2] имеем

 � � ���� � 𝑀𝑀�
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋��

�
� �𝑝𝑝���𝜋𝜋� ,𝐶𝐶�� � 𝑝𝑝��� . #�8�   (8)

Давление насыщенных паров раствора спирта pvs определим как

 𝑝𝑝���𝑇𝑇,𝐶𝐶� � 𝑒𝑒�𝐶𝐶�𝑝𝑝����𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 �𝐿𝐿�𝑅𝑅 � 1
𝑇𝑇� �

1
𝑇𝑇��  , #�9�   (9)

мольная доля растворенной компоненты

 𝑥𝑥�𝐶𝐶� � 𝐶𝐶𝐶𝐶�
𝐶𝐶𝐶𝐶� � �1 � 𝐶𝐶�𝐶𝐶�

 , 

давление насыщенного пара чистой компоненты 𝑝𝑝���  в общем случае есть функ-
ция температуры, считаем давление известным при стандартной температуре 
Tst = 397 K, тогда начальное давление

 𝑝𝑝���� � 𝑝𝑝����𝑇𝑇 � 𝑇𝑇�� � 𝑝𝑝����𝑇𝑇���𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 �𝐿𝐿�𝑅𝑅 � 1
𝑇𝑇�� �

1
𝑇𝑇���  . #�10�  (10)

Парциальное давление паров над свободной поверхностью pvI подчиним урав-
нению состояния

 𝑝𝑝�� � 𝜌𝜌��
𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅�  , 

подразумевая непрерывность поля температуры [11, 16]. Таким образом, будем 
рассматривать J как функцию температуры TI, концентрации CI и плотности 
паров ρvI на границе раздела сред. Первоначально пар над свободной поверхно-
стью считаем насыщенным

 𝜌𝜌�� � 𝑝𝑝��𝑀𝑀�
𝑅𝑅𝑅𝑅� � 𝑥𝑥�𝐶𝐶��𝑝𝑝����𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅� � 𝑥𝑥�𝐶𝐶��𝜌𝜌����  . 

Давление насыщенных паров над выпуклой вверх свободной поверхностью 
пленки повышается, а над выпуклой вниз — понижается. Это изменение про-
исходит на величину равную произведению лапласовского скачка давления на 
отношение плотности насыщенных паров над плоской поверхностью к плотно-
сти жидкости

Бородина К. А.
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 ∆𝑝𝑝�� � 2𝑘𝑘�𝛾𝛾 𝜌𝜌�𝜌𝜌  . 

Соответственно интенсивность массообмена изменяется на величину

 ∆� � ���� � 𝑀𝑀�
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Таким образом, в линеаризованном виде
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�
� 𝜋𝜋𝑇𝑇�
𝑀𝑀�

 , 

𝑗𝑗� � ����� � 𝑀𝑀�
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑇𝑇��

�
�
𝑥𝑥�𝐶𝐶��𝑝𝑝����𝑀𝑀��𝜋𝜋𝑇𝑇��

𝜌𝜌 𝛾𝛾� . 
 

𝑗𝑗� � ����� � 𝑀𝑀�
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋��

� �� 𝑥𝑥�𝐶𝐶��𝑝𝑝����𝑀𝑀�
𝜌𝜌𝜋𝜋𝜋𝜋� 𝛾𝛾� . 

Для выбранного подхода CI = C. Представленные ниже иллюстрации пове-
дения жидкой пленки будут соответствовать водному раствору изопропанола 
(IPA), параметры которого примем как в [20]. Начальная температура T0 = 293 K, 
критическая — Tc = 647 K, начальная массовая концентрация IPA C0 = 0,35, 
молярная масса летучей компоненты MIPA = Mv = 60 г⁄моль, воды — Mw = 18 г⁄-
моль, плотности жидкостей ρal = 786 кг/м3, ρw = 998 кг/м3; коэффициент вязкости 
µ = 3 мПа∙с, теплопроводности — k = 0,6 Вт⁄(м∙К), температуропроводности — 
χ = 0,14·10-6 м2/с, диффузии — D = 10-9 м2/с, Dv = 2∙10-5 м2/с, теплота парообра-
зования Lv = 756 кДж⁄кг давление насыщенных паров 𝑝𝑝��� (Tst) = 4,1 кПа, коэффи-
циент коммодации αcom = 1.

Полная постановка в ограниченном объеме
Ограничим размер жидкого пятна и газовой прослойки непроницаемой верти-
кальной стенкой, сохраняя осевую симметрию (чашка Петри, цилиндрический 
сосуд). Пусть радиус пятна (радиус основания чашки Петри) равен L. Газовая 
подушка ограничена сверху непроницаемой пластиной, отстоящей от нижней 
подложки на высоту Hv (высота чашки Петри). Температуру подложки Ts  зада-
дим в виде осесимметричного пятна
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 𝑇𝑇� � 𝑇𝑇��𝑟𝑟� � 𝑇𝑇� � ����
�
��  , 𝑟𝑟 � �𝑥𝑥� � �� . #�12�   (12)

Полная постановка задачи будет иметь вид

  (13)

 

 
При осесимметричном нагреве подложки приходим к одномерной модели дви-
жения пленки раствора и двумерной для газа

 
𝛻𝛻��… � � 𝜕𝜕�… �

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑒𝑒𝑒𝑒� , 𝛻𝛻� ∙ �… �𝑒𝑒𝑒𝑒� �
1
𝜕𝜕
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝜕𝜕�… �� ,𝛻𝛻���… � � 1

𝜕𝜕
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝜕𝜕

𝜕𝜕�… �
𝜕𝜕𝜕𝜕 � . 
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Безразмерные переменные
В уравнениях движения перейдем к безразмерным переменным

 

𝛻𝛻�∗ � 𝑙𝑙𝛻𝛻�,  𝑥𝑥∗ � 𝑥𝑥
𝑙𝑙  ,𝑦𝑦∗ � 𝑦𝑦

𝑙𝑙  ,  𝑧𝑧∗ � 𝑧𝑧
𝑙𝑙  , 𝑡𝑡∗ � 𝑡𝑡

𝜏𝜏 ,  

𝑢𝑢𝑢𝑢∗ � 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝑢𝑢�  ,  𝑇𝑇∗ � 𝑇𝑇 � 𝑇𝑇�

𝜃𝜃  ,  ℎ∗ � ℎ
𝑑𝑑  ,  𝜌𝜌�∗ � 𝜌𝜌�

𝜌𝜌����  . 

Здесь l — продольная, d — поперечная характерные длины; характерный перепад 
температуры θ; время процесса τ = l / u0. В дальнейшем положим d = h0, l = a.

Полная постановка задачи в безразмерных переменных приводится к виду

  (14)
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Здесь

 

𝑢𝑢�∗ �
𝑢𝑢�
𝑢𝑢� �

𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑅𝑅𝑅𝑅  ,   𝑢𝑢� � 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌�

𝜇𝜇𝜇𝜇  ; 

𝑢𝑢�∗ � 𝑢𝑢�
𝑢𝑢� � � 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐺𝐺

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅  ,  𝑢𝑢� �
|𝛾𝛾�|𝜃𝜃𝜌𝜌
𝜇𝜇𝜇𝜇  ; 

𝑢𝑢�∗ � 𝑢𝑢�
𝑢𝑢� � �1

𝜂𝜂
𝜀𝜀𝜀𝜀𝐺𝐺
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅

𝛾𝛾�
𝛾𝛾�𝜃𝜃  ,  𝑢𝑢� � |𝛾𝛾�| 𝑗𝑗�𝑗𝑗�

𝜃𝜃𝜌𝜌
𝜇𝜇𝜇𝜇 ;  

 𝑢𝑢�∗ � 𝑢𝑢�
𝑢𝑢� �

𝜀𝜀�
𝐶𝐶𝐺𝐺  ,  𝑢𝑢� � 𝜀𝜀�𝛾𝛾�

𝜇𝜇  . 

𝜂𝜂 � 𝑗𝑗�
𝑗𝑗�𝜃𝜃  , 𝜂𝜂� � 𝑗𝑗�𝜌𝜌����

𝑗𝑗�𝜃𝜃  ;  � � 𝑗𝑗�𝐿𝐿�𝜌𝜌
𝑘𝑘 ,  � � 𝑗𝑗�𝜃𝜃

𝜌𝜌𝜀𝜀𝑢𝑢�  ; 

 (15)

для определенности будем считать u0 = uT. Операторы пространственного диф-
ференцирования

𝛻𝛻�∗�… � � 𝜕𝜕�… �
𝜕𝜕𝜕𝜕∗ �∗𝑒𝑒𝑒𝑒� , 𝛻𝛻 ∙ �… �𝑒𝑒𝑒𝑒� �

1
𝜕𝜕∗
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕∗ �𝜕𝜕∗�… �� ,𝛻𝛻�∗��… � � 1

𝜕𝜕∗
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕∗ �𝜕𝜕∗

𝜕𝜕�… �
𝜕𝜕𝜕𝜕∗ � . 

Для плоскопараллельного или произвольного течений система уравнений 
очевидным образом меняется.

Верификация
Использовались явная разностная схема с порядком точности аппроксимации 
O(Δt+(Δx)2) [3], исследование ее устойчивости проведено с помощью метода 
гармоник. Численная схема реализована в системе Matlab, также была исполь-
зована процедура численного решения в системе Maple.

Проведем тестирование модели на некоторых задачах, имеющих аналити-
ческие решения.

Краевой угол смачивания
Определим форму поверхности жидкости, находящейся в поле тяжести и со-
прикасающейся с одной стороны с вертикальной стенкой. Краевой угол, обра-
зуемый жидкостью при соприкосновении со стенкой, равен θ [11].

Бородина К. А.
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Плоскость x = 0 есть плоскость стенки, а z = 0 есть плоскость поверхности 
жидкости вдали от стенки. Радиусы кривизны поверхности z = z(x):

 𝑅𝑅� � � ,  𝑅𝑅� � � �1 � 𝑧𝑧�����
𝑧𝑧��  , 

при этом, в рамках уравнений тонкого слоя

 
1
𝑅𝑅� �

1
𝑅𝑅� � ��𝜕𝜕

�𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕�𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕�� � �𝑧𝑧�� . 

Тогда условие равновесия

 

1
𝑅𝑅� �

1
𝑅𝑅� �

𝜌𝜌𝜌𝜌
𝛾𝛾 � � ����� 

принимает вид

 

2𝑧𝑧
𝑎𝑎�� � 𝑧𝑧�� � ����� , 

где ac — капиллярная постоянная,

 
𝑎𝑎� � �2𝛾𝛾

𝜌𝜌𝜌𝜌 . 

Решение последнего уравнения, удовлетворяющее

 
𝑧𝑧��0� � �� � � �� �𝜋𝜋2 � ��  ,   𝑧𝑧���� � 𝑧𝑧� , 

есть

 
𝑧𝑧�𝑥𝑥� � �𝑎𝑎� 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝛼𝛼 

√2 �𝑥𝑥� ��√2
𝑎𝑎� 𝑥𝑥� � 𝑧𝑧� . 

Обозначая далее форму поверхности как h(x) и переходя к принятым безразмер-
ным переменным, имеем

 ℎ∗�𝑥𝑥∗� � �𝑎𝑎�ℎ∗
� �0�

√2𝑎𝑎 �𝑥𝑥� ��√2𝑎𝑎
𝑎𝑎� 𝑥𝑥∗� � 1 . #�16�   (16)

В численной модели (14) для плоского течения h⁎ = h⁎(x⁎,t⁎) примем J = 0, Ts = 0 
с параметрами
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a = 5∙10−3 м, d = 2∙10−4 м, C0 = 0,35.

Начальные и граничные условия

 

Правая граница выбрана достаточно удаленной для сохранения предельной 
асимптотики h⁎(+∞, t⁎) = 1.

На рис. 2 представлена динамика профиля пленки в последовательные мо-
менты времени t⁎ = 0, 0,1, 2 слева и t⁎ = 1, 5, 1 000 справа. Пунктирная линия 
соответствует аналитическому решению, сплошная — численному расчету.

Согласно граничному условию, пленка начинает тянуться вверх по ограни-
чивающей стенке, и асимптотически принимает форму в соответствии с анали-
тическим решением. Сократив линейный размер до L⁎=4, убеждаемся (рис. 3)
в сохранении жидкого объема (массы)

 
� � � ℎ�𝑥𝑥, 𝑡𝑡�𝑑𝑑𝑥𝑥

�

�
� ℎ�𝑥𝑥, 0�𝐿𝐿 . 

Термокапиллярный прогиб
На плоскости горизонтальной твердой поверхности в поле тяжести находится 
тонкий неравномерно нагретый слой жидкости; ее температура является задан-
ной функцией продольной координаты. Неравномерный нагрев приводит к 
возникновению стационарного течения жидкости в пленке, в результате чего ее 
толщина меняется вдоль слоя согласно

Рис. 2. Профили поверхности пленки  
в моменты времени t⁎ = 0, 0,1, 2 (слева) 
и t⁎ = 1, 5, 1 000 (справа); пунктирная 
линия — аналитическое решение, 
сплошная — численный расчет

Fig. 2. Film surface profiles at times 
t⁎ = 0, 0,1, 2 (left) and t⁎ = 1, 5, 1 000 
(right); dotted line — analytical solution, 
solid — numerical calculation

Бородина К. А.
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ℎ� � ℎ�� � 3

𝜌𝜌𝜌𝜌 �� � ��� . 

Полагая

 

� � �� � ���� � ��� � ���� � ��� ; 

� � �� � 0 ,   � � �� � ���� �� 𝑟𝑟�
𝑎𝑎�� , 

 находим

 
ℎ� � ℎ�� � 3

𝜌𝜌𝜌𝜌 𝛾𝛾����� ��
𝑟𝑟�
𝑎𝑎�� , 

или в безразмерной форме

 
ℎ∗� � 1 � 3𝛾𝛾�𝜃𝜃

𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌� 𝑒𝑒
��∗�  . #�17�  

 (17)

В численной модели (14) для радиального течения h⁎=h⁎(x⁎,t⁎), без учета давле-
ния Лапласа (uL = 0) примем 𝑇𝑇�∗ � ���∗�   с параметрами

a = 10−3 м, d = 10−4 м, C0 = 0.

Начальные и граничные условия

h*(r*, 0) = 1,

q*(0, t*) = 0.

Правая граница выбрана достаточно удаленной для сохранения предельной 
асимптотики h⁎(+∞,t⁎) = 1.

Рис. 3. Начальный и конечный профили 
поверхности при t⁎ = 0 и t⁎ >> 1

Fig. 3. Initial and final surface profiles  
at t⁎ = 0 and t⁎ >> 1
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На рис. 4 представлена динамика профиля пленки в последовательные мо-
менты времени t⁎ = 0, 0,2, 1 000. Пунктирная линия соответствует аналитиче-
скому решению, сплошная — численному расчету.

После прогиба свободной поверхности вниз, профиль пленки асимптотически 
принимает форму в соответствии с аналитическим решением. Сократив линейный 
размер до L⁎ = 2, убеждаемся (рис. 5) в сохранении жидкого объема (массы)

 
� � � ℎ�𝑟𝑟, 𝑡𝑡�2𝜋𝜋𝑟𝑟𝜋𝜋𝑟𝑟

�

�
� 𝜋𝜋��ℎ�𝑟𝑟, 0� . 

Некоторое изменение глубины прогиба связано с заметным повышением 
уровня жидкости у вертикальной стенки.

Рис. 4. Профили поверхности пленки  
в моменты времени t⁎ = 0, 0,2, 1 000; 
пунктирная линия — аналитическое 
решение, сплошная — численный расчет

Fig. 4. Film surface profiles at times 
t⁎ = 0, 0,2, 1 000; dotted line — 
analytical solution, solid — numerical 
calculation

Рис. 5. Начальный и конечный профили 
поверхности при t⁎=0 и t⁎ >> 1

Fig. 5. Initial and final surface profiles  
at t⁎=0 and t⁎ >> 1

Бородина К. А.
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Баланс массы
Равномерный нагрев (охлаждение) подложки
Равномерно нагреем твердую подложку, положив 𝑇𝑇�∗ = 1. Высота газовой про-
слойки Hv = 10 см, величина нагрева θ = 10 K.

Выполняется баланс массы — сохранение общей массы летучей компонен-
ты, находящейся в жидком и газообразном состояниях.

 
𝜌𝜌𝜌𝜌�𝑡𝑡�ℎ�𝑡𝑡� � � 𝜌𝜌��𝑡𝑡, 𝑧𝑧�𝑑𝑑𝑧𝑧

��

�
� ����𝑡𝑡 . 

Сравнивая начальное и новое равновесное (при больших временах) состояния, 
получим

ρC0h0 + ρv0Hv = ρC∞h∞ + ρv∞Hv.

Сохранение массы основной компоненты раствора дает

(1 − C0)h0 = (1 − C∞)h∞.

При больших временах в равновесном состоянии массообмен отсутствует J = 0, 
температура свободной поверхности совпадает с температурой подложки 
TI = Ts = T0 + θ. Из этого следует

jTθ + jC (CI − C0) + jv (ρvI − ρv0) = 0.

В безразмерных переменных указанные соотношения принимают вид

 𝐶𝐶𝐶∗ � 𝜌𝜌����𝐻𝐻�
𝜌𝜌𝜌𝜌 �

�

�
𝜌𝜌�∗�𝑧𝑧∗, 𝑡𝑡∗�𝜌𝜌𝑧𝑧∗ � ����𝑡𝑡 � 𝐶𝐶� � 𝜌𝜌����𝐻𝐻�

𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑥𝑥�𝐶𝐶�� , #�18�  

𝐶𝐶�𝐶∗� � 𝜌𝜌����𝐻𝐻�
𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜌𝜌��∗ � 𝐶𝐶� � 𝜌𝜌����𝐻𝐻�

𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑥𝑥�𝐶𝐶�� , #�19�  
1 � 𝐶𝐶� � �1 � 𝐶𝐶��𝐶∗� , #�20�  

1 � ��𝐶𝐶� � 𝐶𝐶�� � ���𝜌𝜌��∗ � 𝑥𝑥�𝐶𝐶��� � 0 . #�21�  
 

 (18)

 

𝐶𝐶𝐶∗ � 𝜌𝜌����𝐻𝐻�
𝜌𝜌𝜌𝜌 �

�

�
𝜌𝜌�∗�𝑧𝑧∗, 𝑡𝑡∗�𝜌𝜌𝑧𝑧∗ � ����𝑡𝑡 � 𝐶𝐶� � 𝜌𝜌����𝐻𝐻�
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В процессе нагрева жидкой пленки летучая компонента частично переходит 
из жидкого состояния в газообразное, что сопровождается уменьшением тол-
щины жидкого слоя (рис. 6). Пунктирная линия соответствует численному 
расчету параметров при больших временах.

Величины h⁎, C и 𝜌𝜌�∗  являются функциями времени t⁎ (𝜌𝜌�∗  зависит также от z⁎), 
при этом выполняется суммарный баланс массы (18). Новые равновесные значе-
ния могут быть определены из (19)-(21):
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h*∞ = 0,9910488856,

C∞ = 0,3441292257,

𝜌𝜌��∗ � 0,2195303967, 
что согласуется с численными расчетами, приведенными на рис. 6 (пунктирная 
линия).

Задав 𝑇𝑇�∗  = −1, наблюдаем конденсацию паров (рис. 7)

h*∞ = 1,008956973,

C∞ = 0,3557703476,

𝜌𝜌��∗ � 0,058163975 . 

Продольная диффузия
Нагрев подложки отсутствует, массообмен «заморожен». Начальные условия 
для газовой фазы

A. 𝑡𝑡∗ � 0: 
0 � �∗ � 1

2 ,  0 � �∗ � ��∗:   𝜌𝜌�∗  � 1 , 
1
2 � �∗ � 1,   0 � �∗ � ��∗:   𝜌𝜌�∗  � 0 ; 

 

Рис. 6. Высота жидкого слоя, 
концентрация летучей компоненты  
и плотность паров при нагреве  
в последовательные моменты времени; 
пунктирная линия соответствует 
новому равновесному состоянию

Fig. 6. The liquid layer height,  
the volatile component concentration, 
and the vapor density during heating  
at successive times; the dotted line 
corresponds to the new equilibrium state

Бородина К. А.
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B. 𝑡𝑡∗ � 0: 
0 � �∗ � 1

2 ,  0 � �∗ � ��∗:   𝜌𝜌�∗  � 0 , 
1
2 � �∗ � 1,  0 � �∗ � ��∗:   𝜌𝜌�∗  � 1 ; 

 граничные условия

 

𝑧𝑧∗ � 0,  𝐻𝐻�∗:   𝜕𝜕𝜕𝜕�
∗

𝜕𝜕𝑧𝑧∗ � 0 , 

𝑟𝑟∗ � 0,  1:   𝜕𝜕𝜕𝜕�
∗

𝜕𝜕𝑧𝑧∗ � 0 . 
 Численное решение при t⁎ > 0, согласно начальному условию, не зависит от 
вертикальной координаты. На рис. 8 приведены зависимости 𝜌𝜌�∗ (r⁎, t⁎) для по-
следовательных моментов времени, пунктиром обозначено распределение 
плотности паров для момента t⁎ >> 1.

Выполняется закон сохранения массы

 
� 𝜌𝜌�𝑑𝑑𝑑𝑑
�

� ����� ; 

в случае A const = 0,25, B — const = 0,75.

Заключение
В работе изучено поведение тонкой пленки жидкости, содержащей летучую ком-
поненту, при ее нагреве. Учтено влияние лапласовского скачка давления на гра-

Рис. 7. Высота жидкого слоя, 
концентрация летучей компоненты  
и плотность паров при охлаждении  
в последовательные моменты времени; 
пунктирная линия соответствует 
новому равновесному состоянию

Fig. 7. The liquid layer height,  
the volatile component concentration, 
and the vapor density during cooling  
at successive times; the dotted line 
corresponds to the new equilibrium state
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нице раздела фаз, а также кривизны поверхности на давление насыщенного пара. 
Формализована постановка задачи в ограниченном объеме (чашка Петри). Про-
ведено тестирование модели на ряде задач, имеющих аналитические решения. 
Так, определена форма поверхности жидкости, находящейся в поле тяжести и 
соприкасающейся с одной стороны с вертикальной стенкой: пленка начинает 
тянуться вверх по ограничивающей стенке, и асимптотически принимает форму 
в соответствии с аналитическим решением. Неравномерный нагрев тонкого слоя 
жидкости на горизонтальной твердой плоскости приводит к прогибу свободной 
поверхности вниз, после чего профиль пленки асимптотически принимает форму 
в соответствии с аналитическим решением. При равномерном нагреве/охлаждении 
подложки проверено сохранение массы. Сопоставление численных расчетов с 
аналитическими решениями дает основание считать результаты достоверными.
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Abstract
The research on the motion of liquid films has recently become increasingly important, 
which is associated with the expanding field of their practical application. For example, the 
promising methods of cooling include the technologies based on the evaporation of a thin 
layer of liquid. Based on the Marangoni effects, optical elements of medical diagnostics 
systems can be developed, the performance of which can be quickly reconfigured for the 
necessary tasks in comparison with the currently used movable lenses. Many authors in 
Russia and abroad are engaged in a comprehensive theoretical study of film flows, which 
should not lag behind the studies of the possibilities of their application. At the same time, 
the motion of films of a binary homogeneous solution has not been studied enough, and 
this is the object of this study.
This paper considers the behavior of a liquid film containing a volatile component when it is 
heated. The importance of taking into account the Laplace pressure jump at the interface is 
indicated, as well as the effect of surface curvature on the saturated vapor pressure. Formulation 
of the problem is formalized in a limited volume. The stability of the numerical scheme was 
investigated by the harmonics method.
The results confirm the reliability of the model by testing it on a number of problems with 
analytical solutions: preservation of a liquid volume when a film in a gravity field touches 
a vertical wall; determination of the profile of the liquid layer with uneven heating of the 
substrate; mass balance at uniform heating and cooling.
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