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Аннотация
В данной статье рассматривается задача, описывающая распространение поверхностных 
волн в слое неоднородной жидкости. Приведена математическая модель, описывающая 
волновые движения на поверхности идеальной экспоненциально стратифицированной 
жидкости. В уравнениях и граничных условиях совершен переход к безразмерным пе-
ременным и величинам. Далее приведен линейный вариант задачи, решение которой 
находится в виде прогрессивных волн установившегося вида, с неизвестными амплитуд-
ными коэффициентами. Данный вид решения подставляется в уравнения и граничные 
условия линейной задачи, что позволяет свести определение неизвестных величин к 
задаче на решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений. В результате 
решения системы выявлены две области физических параметров с различным характе-
ром волнового движения. Получены выражения для неизвестных компонент скорости 
жидкости, давления, формы свободной поверхности и частоты волны.
Проведен анализ влияния на волновое движение различных параметров задачи: по-
строены графики зависимости фазовой скорости волны от параметра стратификации 
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при различной глубине слоя и длине волны. Для большего понимания характера вол-
нового движения определены выражения для траекторий частиц жидкости. Для этого 
с помощью полученных выражений для компонент вектора скорости выписаны урав-
нения движения частиц, для решения которых используется метод асимптотических 
приближений. Проведен графический анализ влияния на форму траектории частицы 
величины параметра стратификации. Выявлено, что увеличение стратификации ведет 
к сжатию траектории в вертикальном направлении.
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Поверхностные волны, прогрессивные волны, неоднородная жидкость, траектории час-
тиц жидкости, фазовая скорость.
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Введение
Теория волновых движений стратифицированной жидкости — раздел совре-
менной гидродинамики, быстро развивающийся в последнее время, весьма 
интересный в теоретическом отношении и связанный с важнейшими приложе-
ниями в технике (гидротехнике, судостроении, мореплавании, энергетике) и в 
геофизике, океанологии, метеорологии, гидрологии, охране окружающей среды. 
Теории волн на поверхности неоднородной жидкости посвящено достаточно 
много работ, среди которых необходимо отметить работы [1-10]. Большинство 
прикладных задач, посвященных таким волновым движениям, решены в линей-
ной постановке [1, 4, 7], т. е. в предположении, что амплитуда волновых движе-
ний мала по сравнению с длиной волны. Или с использованием асимптотических 
методов, являющихся обобщением пространственно-временного лучевого ме-
тода [2]. Относительная простота решения линейных уравнений по сравнению 
с полной нелинейной задачей позволяет в полной мере применить к их решению 
современный математический аппарат и возможности вычислительной техники. 
Однако даже в линейной постановке многие задачи в настоящее время не реше-
ны. В частности, в работах [1, 7] рассматривается вариант решения задачи, 
охватывающей не все возможные значения физических параметров волнового 
движения. Кроме того, не исследовано влияние параметров стратифицированной 
жидкости на форму траекторий движения частиц.

Данная статья посвящена вопросам определения более полной формы ре-
шения линейной задачи для прогрессивных волн на поверхности экспоненци-
ально стратифицированной жидкости и исследования движения отдельных 
частиц жидкости.

Методы 
1. Математическая модель
Рассмотрим слой идеальной неоднородной жидкости ограниченный сверху 
свободной поверхностью z* = ξ*(t*, x*, y*) и снизу горизонтальным дном z* = −l*. 
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Система координат выбрана так, что плоскость z* = 0 совпадает с невозмущен-
ной свободной поверхностью, ось z* противоположено направлена вектору сил 
тяжести g. Волновое движение жидкости происходит в плоскости x*Oz* со ско-
ростью v* = (u*, 0, v*). Пусть по свободной поверхности в направлении оси Ox* 
распространяется волна длины λ (k = 2π/λ — волновое число) с фазовой скоро-
стью c (частотой ω = ck). Тогда волновые движения жидкости описывается 
системой уравнений:
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На свободной поверхности z* = ξ* задаются кинематическое
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условия, где   — статические давление,   — атмосферное давление.

На дне — условие непротекания: v* = 0, z* = −l*.
Положим, что в состоянии покоя жидкость непрерывно стратифицирована, 

т. е. плотность — непрерывная функция координаты z*. Тогда из четвертого 
уравнения системы (1.1) для жидкости, находящейся в состоянии покоя, следу-
ет, что статические давление   и плотность   связаны соотношением: 
(

 
)/(

 
)  . Будем рассматривать случай устойчивой экспоненциальной 

стратификации:
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где 0 , ,  , a* — показатель стратификации. Тогда дав-
ление и плотность можно представить в виде суммы статической и динамической 
составляющих:
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где p* — волновое возмущение давления (динамическое давление), �� � ��� � ��� � ��,�� � ��� � ��� � ����1� �� 
 

 и μ — 
размерное и безразмерное возмущения плотности соответственно. Введем 
безразмерные переменные и величины:
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где c0 и ω0 — фазовая скорость и частота волны линейной задачи для бесконеч-
но глубокого слоя однородной идеальной жидкости соответственно. Ниже 
частная производная будет обозначаться соответствующим нижним индексом 
(например, (

 
)/(

 
)  ). Линейная система уравнений для волновых воз-

мущений в безразмерном виде запишется так:
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, (1.2)

где ez — единичный вектор оси z. Действуя оператором rot на уравнение дви-
жения, получим уравнение для определения вихревого поля:
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Полагая ξ малой величиной, граничные условия (кинематическое и динами-
ческое) линеаризацией сводятся со свободной поверхности z = ξ(t, x) на z = 0. 
Линейные граничные условия в обезразмеренном виде

 , , 0 . (1.4)

Кроме того, на дне должно быть выполнено условие непротекания: v = 0, 
z = −l (1.5)

Таким образом, линейную модель волнового движения экспоненциально 
стратифицированной жидкости составляет краевая задача (1.2)-(1.5) для опре-
деления неизвестных величин: u, v, p, μ, ξ.

Результаты
2. Решение линейной задачи
Решение задачи (1.2)-(1.5) будем находить в виде прогрессивных волн устано-
вившегося вида. Представим вертикальную составляющую скорости в виде
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где χ = x − t + θ, θ — фаза волны. Тогда из уравнений и граничных условий 
системы (1.2)-(1.5) получим:
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Из выражения для вихря Ω видно, что ненулевые значения он принимает 
при значениях параметра a ≠ 0, т. е. наличие вихревого движения обусловлено 
именно учетом стратификации жидкости. В этом заключается отличие решения 
данной задачи от решения задачи для идеальной однородной жидкости [1], где 
можно перейти к модели потенциального течения.

Подставив выражения (2.1) в уравнение (1.3) и граничные условия (1.4) и 
(1.5), получим задачу для определения функции V(z):
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Приведенное выше уравнение — линейное обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами характеристи-
ческие корни которого
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Отсюда видно, что вид решения уравнения зависит от того, какие значения 
принимает параметр q. Следует рассмотреть три случая: когда q > 0, q = 0 и 
q < 0.

Случай, когда q > 0, приводит к решению:
 

 
.

Здесь уже учтено условие при z = −l. Подстановка данного выражения в 
условие при z = 0 дает следующее соотношение:
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Это так называемое дисперсионное соотношение, которое позволяет опре-
делять частоту волны при заданных параметрах задачи. Постоянная A подлежит 
определению из начальных условий.

Таким образом, решение задачи принимает вид:
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При q < 0, проведя такие же вычисления, получим следующие выражения 
для искомых функций:
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Дисперсионное соотношение теперь примет вид:
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При q = 0 решение задачи имеет вид:
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Обсуждение
3. Анализ полученного решения линейной задачи
Как было показано выше, вид решения задачи зависит от того, какие значения 
принимает параметр q. Всего было выделено три возможных варианта решения, 
однако важно отметить, что при изменении значений параметра q никакого 
резкого перехода от одного режима к другому не должно наблюдаться. В этом 
можно убедиться если в решениях (2.3), (2.4) константу A представить в виде 

| | | | 
/ | | , а затем перейти к пределу при q, стремящемуся к нулю справа или 

слева соответственно. Тогда эти решения в пределе принимают вид (2.6). То же 
самое можно сказать и про дисперсионное соотношение. В подтверждение 
вышесказанного, проиллюстрируем график зависимости b(n) (рис. 1), который 
получается с помощью численного решения соотношений (2.2), (2.5) и (2.7). 
Данный рисунок демонстрирует как решения трех приведенных выше диспер-
сионных соотношений соединяются в один непрерывный график.
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Рис. 1. Кривая дисперсионного 
соотношения

Fig. 1. Curve dispersion relation

Далее приведем графики зависимости фазовой скорости c от параметра 
стратификации a при разных значениях глубины слоя l (рис. 2) и длины волны λ 
(рис. 3). Видно, что фазовая скорость убывает с возрастанием стратификации. 
При этом большим значениям глубины слоя жидкости и длины волны соответ-
ствуют большие значения фазовой скорости.

Для большего понимания зависимости характера волнового движения от 
степени неоднородности жидкости определим и проиллюстрируем форму тра-
екторий частиц жидкости. Для этого выпишем уравнения движения частиц 
жидкости:
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Подставляя в данные уравнения найденные выражения для компонент ско-
рости, получим следующие системы дифференциальных уравнений:
при q > 0:
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Рис. 2. Кривая зависимости фазовой 
скорости от параметра стратификации, 
при разных значениях глубины

Fig. 2. Phase velocity versus stratification 
parameter curve, at different depths

Рис. 3. Кривая зависимости фазовой 
от параметра стратификации, 
при разных значениях длины волны

Fig. 3. Phase velocity versus stratification 
parameter curve, at different wavelength
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при q < 0:
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Решения данных систем будем искать в виде рядов по параметру ε:
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Подставляя данные ряды в выше приведенные системы и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях ε, получим:
при q > 0:
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при q < 0:
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При построении данных систем ограничились только коэффициентами при 

ε0 и ε1, т. к. решена только линейная задача и для учета других слагаемых в вы-
ражениях для траекторий необходимо решать нелинейную задачу. 

Проинтегрировав выше приведенные уравнения, получим: 
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при q > 0:
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здесь xL и zL — лагранжевы координаты частицы жидкости.

Исключив время t* из данных уравнений, получим, что траектории частиц 
жидкости имеют форму эллипса:
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На рис. 4 приведен график зависимости отношения длин полуосей, траек-

торий жидких частиц, от параметра стратификации. Видно, что это отношение 
увеличивается при заглублении, что согласуется с классическим результатом 
для идеальной однородной жидкости ([1]). Кроме того, это отношение стано-
вится больше с увеличением параметра стратификации. 
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Рис. 4. Кривая зависимости отношения 
длин полуосей, траекторий жидких 
частиц, от параметра стратификации

Fig. 4. Curve of dependence of the lengths 
of the semiaxes, trajectories of liquid 
particles, on the stratification parameter

Заключение
Таким образом, была исследована краевая задача, описывающая распростране-
ние поверхностных волн в слое неоднородной, экспоненциально стратифици-
рованной жидкости. Задача была сведена к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Были выделены две области с различными видами реше-
ния. Для каждой из них получены выражения для составляющих скорости 
волнового движения, возмущений давления и плотности, а также формы сво-
бодной поверхности. Определены выражения для траекторий частиц жидкости. 
Исследовано влияние стратификации на величину фазовой скорости и форму 
частиц жидкости.
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Abstract
This article deals with a problem that describes the propagation of surface waves in a layer 
of an inhomogeneous fluid. The authors present a mathematical model that describes wave 
motions on the surface of an ideal exponentially stratified fluid. In the equations and boundary 
conditions, the transition to dimensionless variables and quantities has been completed. Next, 
a linear version of the problem follows, the solution of which is in the form of progressive 
waves of a steady-state form with unknown amplitude coefficients. This type of solution is 
substituted into the equations and boundary conditions of the linear problem, which makes it 
possible to reduce the determination of unknown quantities to the problem of solving a system 
of ordinary differential equations. Solving the system has allowed identifying two areas of 
physical parameters with different nature of wave motion. Expressions are obtained for the 
unknown components of the fluid velocity, pressure, free surface shape, and wave frequency.

This article contains the analysis of the influence of various parameters of the prob-
lem on the wave motion: graphs of the dependence of the phase velocity of the wave on 
the stratification parameter are constructed for different layer depths and wavelengths. 
For a better understanding of the nature of wave motion, the expressions for the tra-
jectories of liquid particles are determined. This has required writing the equations of 
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motion of particles using the obtained expressions for the components of the velocity 
vector; these equations are solved with the method of asymptotic approximations. 
A graphical analysis of the effect of the stratification parameter value on the particle 
trajectory shape is carried out. The results have revealed that an increase in stratification 
leads to a compression of the trajectory in the vertical direction.
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