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Получено аналитическое решение полной нелинейной системы уравнений плоского устано
вившегося движения идеальной жидкости, в которое входят и потенциальные, и вихревые ре
шения. Найдено решение для вихревого движения, которое является точным решением ис
ходной системы кинематических уравнений. Показано, что из полученных выражений следу
ют известные результаты. 

В В Е Д Е Н И Е 

В г и д р о д и н а м и к е п л о с к о п а р а л л е л ь н о г о д в и ж е н и я ж и д к о с т и х о р о ш о р а з в и т а т е о р и я потенци
а л ь н ы х т е ч е н и й (когда с к о р о с т ь ж и д к о с т и представима к а к градиент с к а л я р н о г о п о т е н ц и а л а ) , 
т а к к а к в э т о м случае м о ж н о ввести к о м п л е к с н ы й п о т е н ц и а л и и с п о л ь з о в а т ь м е т о д ы т е о р и и 
ф у н к ц и й к о м п л е к с н о г о п е р е м е н н о г о [1]. В и х р е в ы е д в и ж е н и я исследуют, к а к п р а в и л о , о т д е л ь н о 
о т п о т е н ц и а л ь н ы х . О б щ е е ж е т е ч е н и е о п р е д е л я ю т к а к сумму п о т е н ц и а л ь н о г о и вихревого , ч т о , 
в о б щ е м , н е о б о с н о в а н н о в силу нелинейности исходных уравнений. Ц е л ь ю данной р а б о т ы явля 
ется о п р е д е л е н и е т о ч н о г о а н а л и т и ч е с к о г о р е ш е н и я п о л н о й нелинейной с и с т е м ы к и н е м а т и ч е с 
ких уравнений п л о с к о г о установившегося д в и ж е н и я идеальной ж и д к о с т и . 

1. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

У с т а н о в и в ш е е с я д в и ж е н и е идеальной , н е с ж и м а е м о й ж и д к о с т и , п р о и с х о д я щ е е под действием 
п о т е н ц и а л ь н ы х сил, о п и с ы в а е т с я уравнениями н е р а з р ы в н о с т и и Г е л ь м г о л ь ц а (см. [1]) 

d ivV = 0 , r o t ( V x r o t V ) = ( r o t V V ) V - ( V V ) r o t V = 0 , (1.1) 

где V - в е к т о р скорости , V - о п е р а т о р . Е с л и п о т е н ц и а л вн е ш н и х сил задан, т о давление ж и д к о с т и 
о п р е д е л я е т с я п о найденному п о л ю с к о р о с т е й из и н т е г р а л а В е р н у л л и [1]. 

Р а с с м о т р и м п л о с к о п а р а л л е л ь н о е движение ж и д к о с т и в д е к а р т о в о й системе к о о р д и н а т XY. 
Тогда V = (и(х, у); v(x, у); 0) , а в е к т о р н ы е уравнения (1.1) м о ж н о записать в к о о р д и н а т н о й ф о р м е : 

ди/дх + dv/dy = 0 , (1.2) 

udQ/дх + vdQ/dy = 0, О = dv/дх-ди/ду. (1.3) 

З д е с ь О - вихрь п о л я скоростей . И з системы (1.2), (1.3) подстановкой п е р в о г о уравнения во в т о 
р о е м о ж н о п о л у ч и т ь р а з р е ш а ю щ е е уравнение : 

uAv-vAu = 0, (1.4) 

где А = д2/дх2 + д2/ду2 - о п е р а т о р Лапласа . Л е в а я ч а с т ь э т о г о уравнения является п о д ы н т е г р а л ь 
н ы м в ы р а ж е н и е м в т о р о й ф о р м у л ы Грина [2]. У р а в н е н и е (1.4) м о ж н о представить в виде систе
м ы двух уравнений для ф у н к ц и й и и v: 

Au-f(x, у)и = 0 , Av-f(x, y)v = 0, (1.5) 

З д е с ь Дх , у) - новая неизвестная ф у н к ц и я , п р и / ( х , у) = const уравнения (1.5) переходят в уравнения 
Г е л ь м г о л ь ц а , п р и Д х , у) = 0 - в уравнения Лапласа . 

Т а к и м о б р а з о м , для п л о с к о п а р а л л е л ь н о г о д в и ж е н и я ж и д к о с т и п о л у ч е н ы две з а м к н у т ы е сис
т е м ы к и н е м а т и ч е с к и х уравнений: п е р в а я - уравнения (1.2), (1.4); в т о р а я - уравнения (1.2), (1.5). 
Ц е л ь ю данной р а б о т ы является о п р е д е л е н и е р е ш е н и й с и с т е м ы уравнений (1.2), (1.4) без предпо
л о ж е н и й т о л ь к о п о т е н ц и а л ь н о г о (V = Vcp) или т о л ь к о вихревого (V = rot А) движения . 
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П р е ж д е ч е м п е р е й т и к о п р е д е л е н и ю р е ш е н и я с и с т е м ы (1.2), (1.4), у к а ж е м условие потенци
альности п о л я скоростей , к о т о р о е понадобится для п о л у ч е н и я ч а с т н ы х р е ш е н и й . В р а б о т е [3] 
п о к а з а н о , ч т о не т о л ь к о н е о б х о д и м ы м , но и д о с т а т о ч н ы м условием существования п о т е н ц и а л а 
движения является г а р м о н и ч н о с т ь одной из к о м п о н е н т с к о р о с т и ж и д к о с т и . 

2. Р Е Ш Е Н И Е З А Д А Ч И 

Б у д е м и с к а т ь н е т р и в и а л ь н о е р е ш е н и е с и с т е м ы уравнений (1.2), (1.4) в виде: 

и(х,у) = Xx(x)Yx(y), v(x,y) = X2(x)Y2(y). (2.1) 

Т о г д а из уравнений (1.2), (1.4), соответственно , п о л у ч а е м : 

Х\1Х2 + Y\YX = О, Х2ЧХ2 + Y\IY2 - Х\1ХХ - Y\IYX = 0 . 

З д е с ь и далее ш т р и х а м и о б о з н а ч е н ы п о л н ы е п р о и з в о д н ы е по с о о т в е т с т в у ю щ и м п е р е м е н н ы м . 
Вводя п о с т о я н н ы е р а з д е л е н и я а и Ь, п о л у ч а е м системы о б ы к н о в е н н ы х уравнений , соответствен
но, для х-х и у-х составляющих: 

Х\ = -аХ2, Х2/Х2-Х;/Хх = Ь, (2.2) 

T2 = -aYl9 Y[IYx-YilY2 = Ъ. (2.3) 

М е т о д о м и с к л ю ч е н и я э т и с и с т е м ы сводятся к двум н е л и н е й н ы м уравнениям т р е т ь е г о поряд
ка: 

Х"1Х\ -Х[1ХХ = Ь, Y"24Y2-Y"2IY2 = b. (2.4) 

О т с ю д а следует, ч т о х-я с о с т а в л я ю щ а я ф у н к ц и и и и у-я - ф у н к ц и и v у д о в л е т в о р я ю т одному и 
тому ж е у р а в н е н и ю . П о э т о м у д о с т а т о ч н о н а й т и р е ш е н и е п е р в о г о уравнения . Е с л и в ы д е л и т ь в 
л е в о й части п е р в о г о уравнения (2.4) п р о и з в о д н у ю ч а с т н о г о Х"х/Хх, т о п о л у ч и м уравнение , допу
с к а ю щ е е п о н и ж е н и е порядка (Х'/Хх - ЫпХхУ = 0, откуда 

Г;/Хх = СХ + ЬЫХХ, (2.5) 

где Сх - постоянная интегрирования . У р а в н е н и е (2.5) не с о д е р ж и т я в н о п е р е м е н н у ю , п о э т о м у , 
принимая Х\ за н о в у ю и с к о м у ю ф у н к ц и ю , е го м о ж н о свести к у р а в н е н и ю п е р в о г о порядка 

\жх

т2
 =

 x i ( c i * b l n X i ^ 

к о т о р о е л е г к о интегрируется : 

( X I ) 2 = Х\[СХ + Ь{\пХх - 1/2)] + С 2 . _ (2.6) 

З д е с ь С2 - постоянная интегрирования . И н т е г р а л уравнения (2.6) м о ж н о записать в виде 

х + С} = т{ ^ — г (2.7) 
J { C 2 + [ C , - / ? ( l / 2 - l n X , ) ] A ' , } 

И з п е р в о г о уравнения системы (2.2) и в ы р а ж е н и я (2.6) находим Х2: 

Х2 = ± 1 { С л + [ С | - Ь ( 1 / 2 - 1 п Х : ) ] Х ; } " 2 . (2.8) 

К а к б ы л о п о к а з а н о в ы ш е , Y2 у д о в л е т в о р я е т т а к о м у ж е у р а в н е н и ю , ч т о и X,. П о э т о м у , с уче
т о м п е р в о г о уравнения системы (2.3), для У, и Y2 п о л у ч а е м в ы р а ж е н и я 

> + Оз = т | ^ TlTy (2.9) 
J {D2 + [Dl-b(l/2~lnY2)]Y2

2} 

У, = T^{D2 + [Dx-b{\l2-\nY2)]Y2

2}m. (2.10) 
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З д е с ь Db D2, D3 - н о в ы е п о с т о я н н ы е и н т е г р и р о в а н и я , ( С 3 , D3) - н а ч а л ь н ы е к о о р д и н а т ы ж и д к о й 
ч а с т и ц ы . И с п о л ь з у я ф о р м у л ы (2.8), (2.10), м о ж н о в ы п и с а т ь в ы р а ж е н и е для к в а д р а т а в е л и ч и н ы 

скорости : т а к к а к V2 = и2 + v2 = X2

XY2

X + X2

2Y2

2, т о 

V2 = \{(D2X2 + C2Y\) + (Cx + DX)X2

XY2

2 -b[l- ln(X2

xY2

2)]X2Y2

2}. (2.11) 
a 

И з вида п о л у ч е н н ы х в ы р а ж е н и й (2.7)—(2.11) следуют р а з м е р н о с т и входящих в них постоян
ных : 

[Ь] = [Сх] = [Dx] = 1/L 2 , [ С 2 ] = [D2) = 1/LT, [1/а] = [ С 3 ] = [ D 3 ] = L, - (2.12) 

где L - длина, Г - в р е м я . К р о м е т о г о , С 2 и D2 д о л ж н ы у д о в л е т в о р я т ь н е р а в е н с т в а м С2 > 0, D 2 > 0. 
К о н к р е т н ы й вид констант , входящих в п о л у ч е н н ы е в ы р а ж е н и я , о п р е д е л я е т с я из г р а н и ч н ы х и 

д о п о л н и т е л ь н ы х условий к о н к р е т н ы х к р а е в ы х задач . О д н а к о анализ найденного р е ш е н и я в ча
с т н ы х случаях п о з в о л я е т п о л у ч и т ь н е к о т о р ы е о б щ и е свойства этих н е и з в е с т н ы х п о с т о я н н ы х и 
у м е н ь ш и т ь их число . П о л у ч е н н о е р е ш е н и е справедливо для о б щ и х движений ж и д к о с т и , к о т о р ы е 
с о д е р ж а т в себе и п о т е н ц и а л ь н ы е и в и х р е в ы е движения , п о э т о м у ц е л е с о о б р а з н о п р о а н а л и з и р о 
в а т ь э т и случаи о т д е л ь н о . 

3. П О Т Е Н Ц И А Л Ь Н О Е И В И Х Р Е В О Е Д В И Ж Е Н И Е . 
А Н А Л И З П О Л У Ч Е Н Н О Г О Р Е Ш Е Н И Я 

Е с л и д в и ж е н и е п о т е н ц и а л ь н о е , т о уравнение (1.4) в ы р о ж д а е т с я в два уравнения Л а п л а с а для 
ф у н к ц и й и и v. П р и р е ш е н и и этих уравнений м е т о д о м р а з д е л е н и я п е р е м е н н ы х п о л у ч а ю т с я урав
нения типа (2.5), если в них п о л о ж и т ь Ъ = 0, п р и ч е м Dx = -Сх. Р е ш е н и я м и этих уравнений будут 

л и б о т р и г о н о м е т р и ч е с к и е ф у н к ц и и (если за собственное значение в зять -V|C\|), л и б о г и п е р б о 
л и ч е с к и е ф у н к ц и и (если с о б с т в е н н ы м з н а ч е н и е м будет + л / [ с ^ | ) . Т а к и е с о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и 
м о ж н о п о л у ч и т ь непосредственно из ф о р м у л (2.7)-(2.10) . П о л а г а я в них Ъ = 0, С3 = D3 = 0 (для 
п р о с т о т ы в ы р а ж е н и й ) , Dx=-C>0 (движение п е р и о д и ч е с к о е по п е р е м е н н о й х), п о л у ч а е м 

dXx _ 1 г dY2 

х = т 
1 с dXx 1 f 

x2 = ±- ^Jd-X2

u Yx = ^ j D ^ i l 

где С 2 = C2/\CX\, D2 = D2/\CX\. О т с ю д а для верхнего з н а к а перед и н т е г р а л а м и находим 

C^J 2D 2 гг~ г п ~, 2D 2 г. г г. ; 

и = —•==cos(J\C l \x)ch( / J\C l \y) , v = — — = s i n ( / s / | C 1 | x ) s h ( 7 | C 1 | j ) , 
Сх\ aJ\C 

Ф = ^sm(J\^\x)ch(J\C;\y). 

(3.1) 

П о с л е д н е е в ы р а ж е н и е , если J\CX\ = кп (к - в о л н о в о е число , п е Z ) , совпадает с п о т е н ц и а л о м 
в о л н о в о г о д в и ж е н и я ж и д к о с т и при р а с п р о с т р а н е н и и по свободной поверхности прогрессивных 
в о л н [1]. Д л я н и ж н е г о знака перед и н т е г р а л а м и получается р е ш е н и е ф = 

- -[C2D2/(a\C x\)]cos( J\CX\х) ch(J\Cx\ у). И з э т о г о ч а с т н о г о случая следует, ч т о ч л е н ы с м н о ж и т е 
л е м Ъ в в ы р а ж е н и я х (2.7)—(2.11) о б у с л о в л е н ы в и х р е в ы м д в и ж е н и е м ж и д к о с т и , а п о с т о я н н ы е Сь 

Db Съ D2 х а р а к т е р и з у ю т п о т е н ц и а л ь н о е движение , п р и ч е м Dx = -Сх. 
Д л я т о г о ч т о б ы п о л у ч и т ь в ы р а ж е н и я для вихревого д в и ж е н и я ж и д к о с т и , в (2.7)-(2.10) п о л о 

ж и м Сх= Dx = 0, С2 = D2 = 0 , а т а к ж е D3- С3 = 0. Тогда для Ь<0 э т и ф о р м у л ы примут вид 

dXx _ 1 Г dY2 

х = =f-
/\h\J Y. /1 / 9 - 1 п У . ' У M\J VHJ xX/Jm- inxx

J J\h\]Y2Jm-inY2 
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Х2 = ±^Xjl/2-\nXl9 Yx = T—Y2Jl/2-lnY2, 

откуда 

-1̂ 1 (л \Ь\( 2 _ ь 2 ^ Jb\ (л \Ъ\( 2 л / 2 М 
+ 2 a y e X P l ~ 4 ( Х У V V = 2 ^ X e X p V ~ 4 ( Х У ) 

(3.2) 

Функции (3.2) п о л н о с т ь ю у д о в л е т в о р я ю т н е л и н е й н о й системе (1.2), (1.4). З а п и ш е м э т и в ы р а ж е 
ния в п о л я р н о й системе к о о р д и н а т (г, ф): 

2rsincp 
и = + —-ехр 

а г а 

1 - -
2\ 

r0j 

, 2rcoscp 
v = ± г-^-ехр 2 

roJ 

W\ = — 2 е х р 
2Л 

'0J 

(3.2)' 

_2 
где г 0 = |Ь | /4. Функции (3.2)' о п и с ы в а ю т в о з р а с т а ю щ е е (при г < г 0 ) и з а т у х а ю щ е е (при г > г 0 ) в 
р а д и а л ь н о м направлении вихревое движение . П р и г = г0 вихрь становится п о с т о я н н ы м , и, к а к б ы 
ло п о к а з а н о в [3], о б щ е е движение в э т о м случае м о ж н о с ч и т а т ь п о т е н ц и а л ь н ы м . П о т е н ц и а л ь 
н ы е д в и ж е н и я с п о с т о я н н ы м вихрем с о с т а в л я ю т суть т р о х о и д а л ь н ы х в о л н Г е р с т н е р а [1]. Р е ш е 
ние (3.2), (3.2)', в силу затухания (при г > г 0 ) , будет у с т о й ч и в ы м . Е с л и ж е в о б щ и х и н т е г р а л а х 
(2.7)-(2.10) п о л о ж и т ь Ъ > О, т о в и х р е в о е р е ш е н и е п р и м е т вид 

\V\ 
2 г 

2 
аг0 

ехр 1 + 
2 ^ 

Г 
~2 
г0) 

О н о н е п р е р ы в н о в о з р а с т а е т в р а д и а л ь н о м направлении , а с л е д о в а т е л ь н о будет н е у с т о й ч и в ы м . 
П о э т о м у для т о г о , ч т о б ы о б щ е е р е ш е н и е б ы л о у с т о й ч и в ы м , в ф о р м у л а х (2.7)-(2.10) следует по 
л о ж и т ь Ъ < 0. Б е з р а з м е р н о с т ь в ы р а ж е н и й (3.2), (3.2)' в к о н к р е т н ы х задачах м о ж н о п р е о д о л е т ь 
о б е з р а з м е р и в а н и е м скорости в исходной системе (1.2), (1.4), тогда в (3.2), (3.2)' х а р а к т е р н а я ско
р о с т ь появится м н о ж и т е л е м . О т м е т и м т а к ж е , ч т о сумма п о т е н ц и а л ь н о г о (3.1) и вихревого р е ш е 
ния (3.2) не будет р е ш е н и е м с и с т е м ы (1.2), (1.4), т а к к а к уравнение (1.4) н е л и н е й н о е . 

Исходя из р а с с м о т р е н н ы х случаев , м о ж н о записать у т о ч н е н н ы е р е ш е н и я (2.7)-(2.10): 

J [ С , * | С , | Х , + ДО ( 1 / 2 - l n * , ) X , J 

Х2 = ±^[C2 + \C1\Xl + \b\(l/2-\nXl)X1] 
2,1/2 

У-Уо = Т 
[ / ) .± |г , |к ; + | / 7 | ( 1 / 2 - 1 п К 2 ) к ; ] 

2 т 1/2 5 

У[ = +-[D2±\Cl\Yl

2 + \b\(m~lnY2)Y2] 
2-, 1/2 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

где х0 = - С 3 , у 0 = -Dy Н е о г р а н и ч и в а я сильно о б щ н о с т и р е ш е н и й , в (З.З)-(З.б) м о ж н о п о л о ж и т ь 
С2 = D2. Д л я к о н к р е т н ы х к р а е в ы х задач , когда и м е ю т с я о ц е н к и в е л и ч и н Хь У,, Хъ У 2, м о ж н о ис
п о л ь з о в а т ь асимптотические р а з л о ж е н и я и н т е г р а л о в (3.3), (3.5). 

З А К Л Ю Ч Е Н И Е 
Т а к и м о б р а з о м , найдено т о ч н о е р е ш е н и е (З.З)-(З.б) о б щ е й н е л и н е й н о й с и с т е м ы уравнений 

п л о с к о г о установившегося д в и ж е н и я и д е а льн ой ж и д к о с т и , из к о т о р о г о следуют к а к ч а с т н ы е 
случаи и з в е с т н ы е р е ш е н и я . П о л у ч е н н о е в р а б о т е вихревое р е ш е н и е (3.2), (3.2)' м о ж е т б ы т ь ис
п о л ь з о в а н о при исследовании т у р б у л е н т н ы х д в и ж е н и й ж и д к о с т и . 
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И с п о л ь з о в а н н ы й в р а б о т е м е т о д не является классическим м е т о д о м р а з д е л е н и я п е р е м е н н ы х 
[2], т а к к а к исходное уравнение (1.4) и уравнения (2.4) я в л я ю т с я н е л и н е й н ы м и . П о э т о м у р е ш е н и я 
(2.1), (З.З)-(З.б) не будут с о б с т в е н н ы м и ф у н к ц и я м и задачи , а о б щ е е р е ш е н и е непредставимо в ви
де б е с к о н е ч н о г о ряда по с о б с т в е н н ы м ф у н к ц и я м . Т о л ь к о в случае п о т е н ц и а л ь н о г о д в и ж е н и я 
(когда (1.4) в ы р о ж д а е т с я в два уравнения Лапласа ) ф у н к ц и и (2.1), (З.З)-(З.б) становятся собст
в е н н ы м и с с о б с т в е н н ы м и з н а ч е н и я м и J\C\\, а о б щ е е р е ш е н и е строится к а к ряд п о с о б с т в е н н ы м 
ф у н к ц и я м . 
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